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1. 广义函数

1.1 由来 5

1.2 广义函数的定义 6

1.2.1 基本空间 6

1.2.2 函数的磨光化 7

1.2.3 磨光的应用 10

1.3 广义函数及其基本运算 15

1.3.1 基本运算 17

这章我们主要来介绍广义函数的由来、定义及其基本运算。

1.1 由来

定义 1.1.1 (Heavidide 函数).

H(t) =

1, t ≥ 0

0, t < 0
(1.1)

我们定义如下函数：

δ(x) =

0, x 6= 0

∞, x = 0
(1.2)

不难发现有： ∫ +∞

−∞
δ(x)dx = 1

5
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注. 从物理意义上表示来看，实际上可以看成是一条从 −∞ 到 +∞ 的一根细杆，质量为

1 且集中在 x = 0 处. 换言之，δ(x) 可以看成是密度.

事实上，我们可以换一种方式定义 H(t)：

H(t) =

∫ t

−∞
δ(x)dx =

1, t ≥ 0

0, t < 0
(1.3)

换言之：

δ(t) = H ′(t) (1.4)

下面我们引入重指标的定义：

定义 1.1.2 (重指标). (Schwartz 记号) 设 α1, . . . , αn ∈ N，记 α = {α1, . . . , αn} 为重
指标.

xα = xα1
1 . . . xαn

n ，|α| = α1 + · · ·+ αn，α! = α1! . . . αn!.
对 ∀φ(x) ∈ C∞

0 (Rn)，

∂
α

x
φ(x) =

∂|α|φ(x)

∂xα1
1 . . . ∂xαn

n
= ∂

α1

x1

. . . ∂αn
xn

(1.5)

向量 各分量

向量 各向量

1.2 广义函数的定义

1.2.1 基本空间

定义 1.2.1 (基本空间). 具有紧支集的光滑函数的集合. 通常记为：

C
∞

0
(1.6)

任意阶可微：即光滑

具有紧支集

我们下面给出一个 C∞
0 的例子.

例 1.2.1 (eg of C∞
0 ).

φ(x) =

e
1

|x|2−1 , |x| < 1

0, |x| ≥ 1

其中 x = (x1, . . . , xn), |x| =
√∑n

i=1 x
2
i . 支集为 B(0, 1)，φ(x) ∈ C∞

0 .

定义 1.2.2 (支集). 使函数 f(x) 值不为 0 的点的集合的闭包称为函数 f(x) 的支集. 记
作 suppf .

suppf := {x ∈ Ω|f(x) 6= 0}. (1.7)
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我们把紧的支集称为紧支集.

注. 紧集 指的是一个集合的任意开覆盖都有有限子覆盖。

注. 实际上，根据定义我们可知：支集一定为闭集.

定义 1.2.3. 函数序列 φn(x) ⊆ C∞
0 (Ω) 在 C∞

0 (Ω) 中趋于 0即指：
(i) 存在一个紧集 K ⊆ Ω 使对一切 φn(x)

suppφn ⊆ K; (1.8)
具有紧支集

(ii) φn(x) 之任意固定阶微商之序列皆对 x 一致收敛于 0（不要求对于微商的阶数具
有一致性）.

换言之：

(i) 在 K 之外，所有 φn(x) 均为 0;
(ii)在 K 上，对固定的 α ∈ Nn，∀ε > 0，∃N 使得 n > N 时，对 ∀x ∈ K：|∂αxφn(x)| < ε.

定义 1.2.4 (D(Ω)). 赋以上述收敛性以后 C∞
0 (Ω) 称为 D(Ω) 空间，上述的趋于 0 时

常称为” 在 D(Ω) 中”.
D(Ω) 是最常见的基本空间，它的元素常称为试验函数.

注. C∞
0 (D(Ω)) 空间的对偶空间常记为 D ′(Ω)，C∞ 空间的对偶空间常记为 E ′(Ω).

1.2.2 函数的磨光化

定义 1.2.5 (磨光). 取 g(x) ∈ C∞
0 (Rn) 且设 suppg ⊂ {x : |x| ≤ 1} 且 c =

∫
Rn g(x)dx 6=

0，于是作 φε(x) =
1
cεn
g
(
x
ε

)
，我们有∫

φε(x) dx =
1

cεn

∫
g
(x
ε

)
dx =

1

c

∫
g(x) dx = 1.

以 φε(x) 为” 核” 作其与连续函数 f(x) 的卷积：

fε(x) =

∫
f(ξ)φε(x− ξ) dξ = (Jεf)(x). (1.9)

fε(x) 称为 f(x) 的磨光化（正则化），Jε 称为磨光算子，φε 称为磨光核.

我们要验证函数的磨光可以作如下的考虑：

设 f(x) ∈ C(Rn) 连续且有紧支集. 定义 fε(x) =
∫
Rn f(y)Jε(x− y) dy = (Jε ∗ f)(x).

(i) 是否有意义？——卷积有意义；
(ii)

fε ∈ C∞(Rn)�

∂αx fε(x) = ∂αx

∫
Rn

f(y)Jε(x− y) dy = (Jε ∗ f)(x) =
∫
Rn

f(y)(∂αx Jε(x− y)) dy = (Jε ∗ f)(x)
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将对 f(x) 的微分（Kε = K ∪ {x : 0 < dist(x,K) ≤ ε}）转到对 Jε(x) 的微分.

(iii)
suppfε = {x : dist(x,K) ≤ ε} := Kε

(iv) 是否有 fε(x) → f(x)？x /∈ Kε 时，|x− y| > ε，∀y ∈ K ⇒ fε(x) = 0.
其中：

定义 1.2.6 (距离).
dist(x, y) := inf

y∈K
|x− y| (1.10)

为 x 到 K 的距离.

注. 说到底，磨光的目的就是：将不够光滑的函数用光滑函数逼近.

下面我们关注一个利用磨光证明的重要定理：

定理 1.2.1. 如果 f ∈ Ck(Rn)，则在任一紧集 K 上一致地有

lim
ε→0

∂αfε(x) = ∂αf(x), |α| ≤ k.

如果进一步设 f ∈ Ck0 (Rn) 则

supp fε ⊆ {x; dist(x, supp f) ≤ ε}.

我们先证明一个重要的命题：

命题 1.2.2. 紧集上的连续函数必然一致连续.

Proof. 设 (X, dX) 和 (Y, dY ) 是度量空间，K ⊂ X 是紧集，且 f : K → Y 连续. 需要证明 f

在 K 上一致连续.
由于 f 在 K 上连续，则对任意 ϵ > 0 和任意 x ∈ K，存在 δx > 0，使得当 y ∈ K 且

dX(x, y) < δx 时，有 dY (f(x), f(y)) <
ϵ
2
.

考虑开球族
{
B
(
x, δx

2

)}
x∈K，它构成 K 的一个开覆盖. 由于 K 是紧集，存在有限子覆

盖，即存在 x1, x2, . . . , xn ∈ K，使得

K ⊂
n⋃
i=1

B

(
xi,

δxi

2

)
.

令 δ = min
{
δx1

2
,
δx2

2
, . . . , δxn

2

}
> 0.

现在，取任意 p, q ∈ K 满足 dX(p, q) < δ. 由于 p ∈ K，存在某个 i（1 ≤ i ≤ n）使得

p ∈ B
(
xi,

δxi

2

)
，即 dX(p, xi) <

δxi

2
.

由三角不等式：

dX(q, xi) ≤ dX(q, p) + dX(p, xi) < δ +
δxi

2
≤ δxi

2
+
δxi

2
= δxi

.

因此，q ∈ B(xi, δxi
).

由 δxi
的定义，有：

dY (f(p), f(xi)) <
ϵ

2
, dY (f(q), f(xi)) <

ϵ

2
.
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再由三角不等式：

dY (f(p), f(q)) ≤ dY (f(p), f(xi)) + dY (f(xi), f(q)) <
ϵ

2
+
ϵ

2
= ϵ.

所以，对任意 ϵ > 0，存在 δ > 0，使得对任意 p, q ∈ K 满足 dX(p, q) < δ，有 dY (f(p), f(q)) < ϵ.
即 f 在 K 上一致连续.

我们先来考虑上述定理的连续版本：

引理 1.2.3 (局部性质). 设 f(x) 在 Ω 上连续，则对 Ω 上的任意紧子集 K，一定存在

C∞
0 函数列在 K 上一致收敛于 f(x).

Proof. 由 K ⊂ Ω，∃ε0 > 0 使得 Kε0 ⊂ Ω.（这是由于紧集在开集中可以被稍大的紧集所包
含）.

令 f̃(x) =

f(x), x ∈ Kε0

0, x /∈ Kε0

，则 suppf̃ ∈ Kε0 .

对 f̃ 进行磨光，由 f̃ε(x) = Jε(x) ∗ f̃ ⇒ f̃ε(x) ∈ C∞(Ω) ⊇ suppf̃ε(x).
suppJε ⊆ B(0, ε), Jε ≥ 0,

∫
Rn Jε(x) = 1 且 Jε 局部可积. 另一面，光滑函数与局部可积函

数的卷积仍然光滑，且 f̃ 为紧支集函数故 f̃ ∈ C∞
0 (Ω).

fε =
∫
Rn f̃(y)Jε(x− y)dy，取 0 < ε < ε0

⇒ suppf̃ε(x) ⊆ Kε0+ε ⊆ K2ε0 ⊂ Ω ⇒ f̃ε(x) ∈ C∞
0 (Ω)

∀x ∈ K：

|f̃ε(x)− f(x)| =
∣∣∣∣∫

Rn

f̃(y)Jε(x− y)dy − f(x)

∣∣∣∣
其中：

f(x) = f(x) · 1 = f(x)

∫
Rn

Jε(x− y)dy =

∫
Rn

f(y)Jε(x− y)dy

于是：

|f̃ε(x)− f(x)| =
∣∣∣∣∫

Rn

(f̃(y)− f(x))Jε(x− y)dy

∣∣∣∣
而对于 y ∈ Kε ⊆ Kε0，有 f̃(y) = f(y)

故

|f̃ε(x)− f(x)| ≤ max
|x−y|≤ε,x∈K

|f(y)− f(x)| ·

∣∣∣∣∣
∫
Rn

Jε(x− y)dy

∣∣∣∣∣→ 0

= 1紧集上的连续函数必然一致连续，故 |f(y) − f(x)| < ε → 0

故 {fε} 即为我们所找的函数列，其在 Ω 内的任意紧子集上一致收敛于原函数 f .

接下来，我们回到定理的证明：让我们重述一下定理：

定理. 设 f ∈ Ck(Rn) 必存在 C∞
0 函数列 fε 在 K 一致地有：

对固定的 ∀α ∈ Nn，|α| < k，∂αx fε(x) → ∂αx f .
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证明. 我们作与上述引理证明地同样构造，则：

|∂αx fε(x)− ∂αx f(x)| =

∣∣∣∣∣∂αx
∫
Rn

f̃(y)Jε(x− y)dy − (∂αx f(x)) ·
∫
Rn

Jε(x− y)dy

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫
Rn

f̃(y)(∂αx Jε(x− y))dy −
∫
Rn

(∂αx f(x))Jε(x− y)dy

∣∣∣∣

= 1

其中： ∫
Rn

f̃(y)(∂αx Jε(x− y))dy =

∫
Rn

f̃(y)(∂α1
x1

· · · ∂αn
xn
Jε(x− y))dy

=

∫
Rn

f̃(y)(−1)|α|(∂α1
y1

· · · ∂αn
yn
Jε(x− y))dy

=

∫
Rn&Kε0⊆Ω

f̃(y)(−1)|α|(∂αy Jε(x− y))dy

命题 1.2.4 (分部积分). u, v ∈ C1(Ω)，Ω ⊆ Rn 开集，则：∫
Rn

v(x)∂xj
u(x)dx = −

∫
Ω

u(x)(∂xj
v(x))dx+

∫
∂Ω

uv · n⃗jds (1.11)

其中 n⃗j 表示 Ω 外法向量 n⃗ 的第 j 个分量.

结合上述命题，进而有：∫
Rn

f̃(y)(∂αx Jε(x− y))dy =

∫
Rn&Kε0

⊆Ω

f̃(y)(−1)|α|(∂αy Jε(x− y))dy

=(−1)|α|
∫
Rn&Kε0⊆Ω

(−1)|α|(∂αy f̃(y))Jε(x− y)dy +

∫
∂Ω

f̃(y)Jε(x− y) · n⃗jds

而 C∞
0 函数 f 有 suppf $ Ω，故 f̃(y)Jε(x− y) |x∈∂Ω= 0 ⇒

∫
∂Ω
f̃(y)Jε(x− y) · n⃗jds = 0.

故:∫
Rn

f̃(y)(∂αx Jε(x− y))dy =(−1)|α|
∫
Rn&Kε0

⊆Ω

(−1)|α|(∂αy f̃(y))Jε(x− y)dy +

∫
∂Ω

f̃(y)Jε(x− y) · n⃗jds

=

∫
Rn&Kε0⊆Ω

(∂αy f̃(y))Jε(x− y)dy

回到最初式子，我们接下来仿照引理的证明即有：

|∂αx fε(x)− ∂αx f(x)| =
∣∣∣∣∫

Rn

f̃(y)(∂αx Jε(x− y))dy −
∫
Rn

(∂αx f(x))Jε(x− y)dy

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
∫
Rn&Kε0

⊆Ω

(∂αy f̃(y))Jε(x− y)dy −
∫
Rn

(∂αx f(x))Jε(x− y)dy

∣∣∣∣∣
≤ max

|x−y|≤ε,x∈K
|∂αy f̃(y)− ∂αx f(x)| ·

∣∣∣∣∣
∫
Rn

Jε(x− y)dy

∣∣∣∣∣→ 0

= 1仍然沿用：紧集上的连续函数必然一致连续，结合 ∂α
x f(x) 为连续函数

故 |∂α
y f̃(y) − ∂α

x f(x)| = |∂α
y f(y) − ∂α

x f(x)| < ε → 0

1.2.3 磨光的应用

♥ 截断函数（cut-off function）：
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定义 1.2.7. 设区域 Ω1 含于 Ω2，Ω̄1 ⊂ Ω◦
2，则记为 Ω1 ⊂⊂ Ω2.

定理 1.2.5. 如果 Ω1 ⊂⊂ Ω2，则存在 C∞(Rn) 函数 φ(x) ≥ 0，使得

φ(x) =

1, x ∈ Ω1;

0, x /∈ Ω2.
(1.12)

我们把上述得到的这样的 φ(x) 称为一个截断函数.

问题 1.2.1 (截断函数的构造). 取特征函数 χ(x) =

1, x ∈ Kε0

0, x /∈ Kε0

令 f(x) = Jε(x) ∗ χ(x) =
∫
Rn χ(y)Jε(x − y)dy，我们断言有 f(x) 即为截断函数，

下面我们从下面两个方面来验证：

(i)∂αx f(x) =
∫
χ(y)∂αx Jε(x − y)dy ⇒ f(x) ∈ C∞ 且 suppf ⊆ Kε0+ε ⊆ K2ε0，

f(x) ∈ C∞
0 (Rn).

(ii) 当 x ∈ K 时：f(x) =
∫
Rn χ(y)Jε(x − y)dy，x ∈ K ⇒ suppJε(x − y) =

{|x− y| < ε} ⇒ y ∈ Kε ⇒ χ(y) = 1 ⇒ f(x) =
∫
Rn Jε(x− y)dy = 1；当 x /∈ K2ε0

时：χ(y) = 0 : suppJε(x− y) = {|x− y| ≤ ε} ⊆ Kc
ε0

⇒ y /∈ Kε ⇒ f(x) = 0.

命题 1.2.6. 设 f(x) 为上述截断函数，则有：

|∂αx f(x)| ≤ Cαε
−|α|
0 (1.13)

证明. ∂αx f(x) = ∂αx
∫
Rn χ(y)Jε(x− y)dy =

∫
Rn χ(y)∂

α
x Jε(x− y)dy.

磨光核 Jε(x) =
1
cεn
j1(

x
ε
)，其中 j1(x) =

e
1

|x|2−1 , |x| < 1

0, |x| ≥ 1
；

一般磨光核 取 g(x) ∈ C∞
0 (Rn), g(x) ≥ 0, 0 ≤ g(x) ≤ 1.suppg(x) ⊆ B(1, 0),

∫
Rn g(x)dx = c 6= 0.

磨光核：Jε(x) = 1
cεn
g(x

ε
).

∂αx f(x) =

∣∣∣∣∫
Rn

χ(y)∂αx Jε(x− y)dy

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫
Rn

χ(y)∂αx
1

cεn
j1(

x− y

ε
)dy

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ 1

cεn

∫
Rn

χ(y)ε−|α|j
|α|
1 (

x− y

ε
)dy

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ 1

cεn
ε−|α|

∫
Rn

χ(y)j
|α|
1 (

x− y

ε
)dy

∣∣∣∣
≤ 1

cεn
ε−|α|

∫
Rn

∣∣∣∣j|α|1 (
x− y

ε
)

∣∣∣∣ dy =
1

cεn
ε−|α|

∫
Rn

∣∣∣j|α|1 (τ)
∣∣∣ εn dτ

=Cα ε
−|α| = Cαε

−|α|
0

取 τ = x−y
ε

= det J

取 ε0 = ε

实际上，截断函数就是对特征函数进行磨光，将复杂问题分为多个简单问题.

♥ 单位分解
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定义 1.2.8 (单位分解). 对于 A 的任意开覆盖 O，必存在一组 C∞
0 (Rn) 函数族

Φ = {φa(x)}，使

(i) 0 ≤ φa(x) ≤ 1;

(ii) 任一点 x ∈ A均有一个邻域 V 使得只有有限多个 φa(x)在 V 上不为 0，亦

即只有有限多个 suppφa(x) 与 V 之交非空. 这个性质说成是 {suppφa(x)}
为局部有限的；

(iii)
∑

a φa(x) = 1. 因为每一点 x 只落在有限多个 suppφa(x) 之中，所以上述
的和在每一点 x 上实际上是有限和而不会发生收敛性问题；

(iv) 对任意 a ∈ I，φa(x) 的支集必位于 Ua 中.

这一 C∞
0 (Rn) 函数族 Φ 称为从属于 O 的 C∞

0 (Rn)单位分解.

证明.

Step1 我们有这样一个断言：

断言 1.2.7. 存在一组开集 {wj}j 使得 wj ⊂⊂ Uj i.e. w̄j ⊂ U◦
j , j =

1, 2 . . . , N 和 w̄j 是紧集且 {wj}j=1,2...,N 仍为开覆盖.

依次构造 wj 令紧集 C1 = A− (
⋃N
i=2 Ui) ⊂⊂ U1，则必然存在开集 w1 使得 C1 ⊂⊂

w1 ⊂⊂ U1 且 A ⊂ w1 ∪ (
⋃N
i=1 Ui)

设已经完成 w1, . . . wk−1 满足紧集 Ck = A − (
⋃k−1
j=1 wj) ∪ (

⋃N
j=k+1 Uj) ⊂⊂ Uk，

则必然存在开集 wk 使得 Ck ⊂⊂ wk ⊂⊂ Uk 且 A ⊂ (
⋃k
j=1wj) ∪ (

⋃N
j=k+1 Uj)，

⇒ {w1, . . . , wN} 为 A 的开覆盖.

类似截断函数的构造可得：ψj ∈ C∞
0 (Uj), ψj =

1, x ∈ w̄j

0, x /∈ w̄j ⊂ Uj
,
∑

j ψj(x) =

c ≥ 1

令 φj(x) =
ψj(x)∑
j ψj(x)

单位化 ⇒
∑

j φj(x) = 1

Step2 设 A =
⋃
j Aj，Aj 为紧集且 Aj ⊂⊂ Aj+1,O = {Uα}α 为 A 的开覆盖.

若将 Step1 中的结论应用 Aj 上 ⇒ 局部有限不能满足即 ∃x0 ∈ A1 s.t. 无限多
φα(x0) 6= 0.
考虑 Aj−A◦

j−1，已知 O 为 A的开覆盖，O = {Ui}i∈I 为开集；找开集(Aj+1−A◦
j−2)⊃

Aj −A◦
j−1，取 Oj =

{
Ui ∩ (A◦

j−1 −Aj−2)
}
为 Aj −A◦

j−1 的开覆盖.
应用 Step1 的构造，得到 Ψj = {ψjk} 从属于 Oj 的单位分解.
令 Ψ = {Ψj}j 一族 C∞

0 函数族 ∀ψjk ∈ Ψ 且 suppψjk ⊂ Ujk , 0 ≤ ψjk ≤ 1

断言 1.2.8. ∀x ∈ A, ∃Ux 使得至多有限多个 suppψjk 与之交集非空.

Proof. 任意取 x0 ∈ A ⇒ ∃j0 使得 x0 ∈ Aj0 对于 Ψj : j ≥ j0 + 2 中的 ψjk

一定在 x0 处为 0.
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⇒ ∃vx 使得 vx 只与有限多个 Ψ1, . . . ,Ψ− j0 + 1 中的 C∞
0 的支集交集非空.

最后将
∑

j,k ψjk = c ≥ 0 单位化即可.

Step3 设 A为开集，令 Aj =
{
x : |x| ≤ j, dist(x, ∂A) ≥ 1

j

}
，则 Aj 为紧集且有 A =

⋃
j Aj .

即构造一族上开无穷的紧集 Aj 去逼近 A.

Step4 A 为任意集合，O 是 A 的开覆盖，O = {Ui}i∈I，B =
⋃
j∈I Ui 开集，那么 B 上

从属 O 的单位分解.

此单位分解也是 A 的从属于 O 的单位分解.

例 1.2.2. 设 φ(x), f(x) ∈ C∞
0 (Rn)，考虑偏微分算子（PDO）：

P (x, ∂x) =
∑
|α|≤n

aα(x)∂
α
x

其中：aα(x) ∈ C∞
0 (Rn)，则有：

P (φf) =
∑

|β|≤m且β<α

1

β!
∂βxφP

(β)(x, ∂x)f

其中 P (β)(x, ξ) =
∑

|α|≤m aα(x)ξ
α 称为算子 P (x, ∂x) 的象征 (Symbol).

算子P 象征SymbolP (ξ) ξ的多项式

P (β)(x, ∂x) ∂βξ P (β) ξ的多项式

Fourier变换

求导

Fourier变换

问题. (i) 将 P (β)(x, ∂αx ) 的形式写出来 (β ≤ α)

P (β)(x, ξ)

= ∂βξ
∑

|α|≤m

aα(x)ξ
α

=
∑

|α|≤m

aα(x)∂
β
ξ ξ

α

=
∑

|α|≤m

aα(x)∂
β1

ξ1
. . . ∂βn

ξn
ξα1
1 . . . ξαn

n

=
∑

|α|≤m

aα(x)
α1!

(α1 − β1)!
. . .

αn!

(αn − βn)!
ξα1−β1

1 . . . ξαn−βn
n

=
∑

|α|≤m

aα(x)
α!

(α− β)!
ξα−β

⇒ P (β)(x, ∂αx ) =
∑

|α|≤m

aα(x)
α!

(α− β)!
∂α−βx
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注. 在偏微分方程与伪微分算子理论中，对于多重指标 α = (α1, α2, . . . , alphan) 我

们有：

α! ≜ α1!α2! . . . αn!

ξα = ξα1
1 ξα2

2 . . . ξαn
n

要证：

P (φf) =
∑

|β|≤<m

1

β!
∂βxφ

∑
|α|≤m&α≥β

aα(x)
α!

(α− β)!
∂α−βx f (1.14)

问题. (ii) 计算 ∂αx e
ξx

ξ ∈ Rn, x ∈ Rn ⇒ ξ · x = ξ1x1 + · · ·+ ξnxn

∂αx e
ξx = ∂α1

x1
. . . ∂αn

xn
eξ1x1 . . . eξnxn

= ξα1
1 . . . ξαn

n eξ1x1 . . . eξnxn

= ξαeξx

下面我们来证明 (1.14):

问题. 证明：

P (φf) =
∑

|α|≤m

aα(x)∂
α
x (φf) =

∑
|β|≤m&β≤α

∂βxφR(x, ∂x)f (1.15)

证明. 为求 R(x, ∂x) 要求 R 的象征：R(x, ξ) .

设 φ = eξx, f = eηx

⇒ P (φf) = P (e(ξ+η)x)

=
∑

|α|≤m

aα(x)∂
α
x e

(ξ+η)x

=
∑

|α|≤m

aα(x)(ξ + η)αe(ξ+η)x

(1.16)

又有：

P (φf) =
∑

|β|≤m&β≤α

∂βxe
ξxR(x, ∂x)e

ηx

=
∑

|β|≤m&β≤α

ξβeξxR(x, η)eηx

=
∑

|β|≤m&β≤α

ξβe(ξ+η)xR(x, η)

(1.17)
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而 P=(1.16)=(1.17)，于是：∑
|β|≤m&β≤α

ξβR(x, η) =
∑

|α|≤m

aα(x)(ξ + η)α

=
∑

|α|≤m

aα(x)
∑

0≤β≤α

α! · ξβ

β!(α− β)!
ηα+β

=
∑

|β|≤m&β≤α

ξβ
∑

β≤α&|α|≤m

α!

β!(α− β)!
aα(x)η

α−β

⇒ R(x, ∂x) =
∑

β≤α&|α|≤m

α!

β!(α− β)!
aα(x)η

α−β (1.18)

代入 P (φf) =
∑

|α|≤m aα(x)∂
α
x (φf) 结论得证！

1.3 广义函数及其基本运算

定义 1.3.1 (广义函数). 广义函数即为 D(Ω) 上的连续线性泛函. 即对于 ∀φ,φ1, φ2 ∈
D(Ω):

(i) 线性性

c1, c2 实数，

< f, c1φ1 + c2φ2 >= c1 < f, φ1 > +c2 < f, φ2 > (1.19)

(ii) 连续性

若 φj → 0 在 D(Ω) 上，则 < f, φj >→ 0, j → ∞.

我们记广义函数空间为 D ′(Ω).

(iii) 连续的等价定义

对任一紧集 K ⊂ Ω，必存在 c 和非负整数 k 使得 ∀φ ∈ C∞
0 (K) 都有：

| < f, φ > | ≤ c
∑

|α|≤m

sup
K

|∂αxφ| (1.20)

若 f 满足线性性 + 连续性则称 f ∈ D ′(Ω).

注. 若对 ∀K ⊂ Ω 紧集，均有统一的 k 使 (8.2) 成立，则称 k 为 f ∈ D ′(Ω) 的阶

数，即 f 为 k 阶广义函数 (Distribution).

下面我们来验证 (ii) ⇐⇒ (iii)：

证明.

(iii) ⇒ (ii) 已知 φj → 0 在 D(Ω) 的意义下： 1⃝∃K0 紧集使得 suppφj ⊂ K0 对 ∀j； 2⃝在 K0 中

∂αxφj(x) → 0 对 ∀ 固定的 α.

由 (iii) 对 K0, ∃c, k 使得 1⃝⇒ φj ∈ C∞
0 (K0)

⇒ | < f, φj > | ≤ c
∑
|α|≤k

sup |∂αxφj |
2⃝==⇒→ 0
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(ii) ⇒ (iii) 反证法：假设对某个 K 紧集 ⊂ Ω，对任意 c、非负整数 k，∃φ ∈ C∞
0 (K) 使得

| < f, φ > | > c
∑
|α|≤k

sup |∂αxφ|

对于K1令 c = k = j = 1, 2 · · · ⇒ ∃φj ∈ C∞
0 (K1)

假设==⇒ | < f, φj > | > c
∑

|α|≤j sup |∂αxφj |

令 ψj =
φj

<f,φj>
∈ C∞

0 (K1) ⇒ 1
j
>
∑

|α|≤j |∂αxψj |

当 j → ∞ ⇒ |∂αxψj | → 0 ⇒ {ψj} , ψj ∈ C∞
0 (K1), suppψj ⊆ K1 且 ∂αxψj → 0, j → ∞

由D(Ω)====⇒ ψj → 0 在 D(Ω) 的意义下.

由 (ii) 可知 < f, ψj >→ 0, j → ∞，但：

| < f, ψj >=

∣∣∣∣< f,
φj

| < f, φj > |

∣∣∣∣ > 1 =
| < f, φj > |
| < f, φj > |

矛盾！

例 1.3.1. 设 f ∈ Lloc(Ω) 即 f 是 Ω 上的局部可积函数，则 f ∈ D ′(Ω).

注. 这样的广义函数称为正则广义函数.

证明. ∀φ ∈ C∞
0 (Ω)，

< f, φ >=

∫
Ω′
f(x)φ(x)dx =

∫
suppφ

f(x)φ(x)dx

线性性：显然；

连续性：对于 ∀ 紧集 K ∈⊂ Ω∃c, k 非负整数使得：

| < f, φ > | ≤ c
∑
|α|≤k

sup
K

|∂αxφ|, φ ∈ C∞
0 (K)

对紧集 K ⊂ Ω，φ ∈ C∞
0 (K)，

| < f, φ > | =
∣∣∣∣∫
K

f(x)φ(x)dx

∣∣∣∣
≤
∫
K

|f(x)φ(x)| dx

≤ sup
K

|φ(x)|
∫
K

|f(x)|dx

≤c · sup
K

|φ(x)| = c

由此，连续性得证.

例 1.3.2. δ(x) ∈ D ′(Ω)，∀φ ∈ C∞
0 (Ω)，< δ(x), φ(x) >= φ(0) ⇒ | < δ(x), φ(x) > | =

|φ(0)| ≤ supK |φ(x)|，此时 c = 1, k = 0.

注. 这样的广义函数称为非正则广义函数 (奇异广义函数).
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定义 1.3.2 (广义为 0). 设 U 为开集，f ∈ D ′(U)，若对 ∀φ ∈ C∞
0 (U)都有 < f, φ >= 0，

则称f 在 U 上为 0，或 f |U= 0.

注. 函数 φ 为 0 则有 φ |U= 0.

注. f ∈ D ′(Ω)，f(x) 其中 x 并非 f 的自变量，而是指示作用的变量.

定义 1.3.3 (广义相等). 设 f1, f2 ∈ D ′(Ω) 若 f1 − f2 在 Ω 上为 0，则称 f1, f2 在 Ω 上

相等.
即 ∀φ⇒< f1 − f2, φ >= 0

定义 1.3.4 (广义函数的支集). 广义函数 f 的支集 suppf 是 f 在其中为 0 的最大开集

之余：

suppf = {x : ∃开集U ⊂ Ω使得x ∈ U且在U上f = 0}c (1.21)

定理 1.3.1 (局部化定理).
(i)(整体 ⇒ 局部)若 f 在 Ω 上为 0，则 f 在 Ω 的任一开子集上限制为 0.
(ii)(局部 ⇒ 整体)若 Ω 上有一个开覆盖 {Uα}，且 f |Uα

= 0, ∀α，则 f = 0 在 Ω 上.

证明.

(i) 已知 ∀φ ∈ C∞
0 (Ω)，< f, φ >= 0

设 u 是 Ω 的任一开子集，要证 ∀ψ ∈ C∞
0 (u), < f, ψ >= 0.

由 ψ ∈ C∞
0 (u) 可知：suppψ 紧可知 ψ $ u.

作零延拓，令 ψ̃ =

ψ(x) x ∈ u

0 x ∈ Ω− u
，则 < f, ψ >=< f, ψ̃ >= 0

此时 ψ̃ ∈ C∞
0 (Ω) 又由任意性知 f |u= 0.

(ii) 任取 ψ ∈ C∞
0 (Ω)，记 K = suppφ 则 K 为紧集，由 K ⊆ Ω 可知 {Uα} 是 K 的开覆盖，

从而必定有有限子覆盖（紧集定义）：{Uk}nk=1

作从属于 {Uk} 的单位分解：ψ1, . . . , ψn 则：φ = φ · 1 = φ
∑n

k=1 ψk =
∑n

k=1 φ · ψk，其
中 φ · ψk ∈ C∞

0 (Ω).

suppφ ·ψk ⊆ supp(ψk) ⊆ Uk，此时 < f, φ >=< f,
∑n

k=1 φ ·ψk >=
∑n

k=1 < f, ψk >= 0.

1.3.1 基本运算

♥ 线性运算

定义 1.3.5 (线性运算). 对于常数 c1, c2，f1, f2 ∈ D ′(Ω), ∀φ ∈ C∞
0 (Ω):

< c1f1 + c2f2, φ >:= c1 < f1, φ > +c2 < f2, φ > (1.22)
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注. < f1 − f2, φ >= 0 ⇒< f1, φ >=< f2, φ >

♥ 平移

定义 1.3.6 (平移). 设 f ∈ C∞
0 (Rn), ∀φ ∈ C∞

0 (Rn)：

< f(x− a), φ(x) >:=< f(x), φ(x+ a) > (1.23)

注. 当 f ∈ Lloc(Rn) 时：

< f(x− a), φ(x) >=

∫
Rn

f(x− a)φ(x)dx =

∫
Rn

f(y)φ(y + a)dy

在一般泛函框架和正则广义函数框架内的计算要相容，不能有矛盾！

♥ 相似

定义 1.3.7 (相似). 设 f ∈ D ′(Ω)，∀φ ∈ C∞
0 (Rn)：

< f(cx), φ(x) >:=
1

|c|n
< f(x) , φ(

x

c
) > (1.24)

∈ D ′(Ω) ∈ C∞
0 (Rn)

若 f ∈ L′
loc(Rn)，对 φ ∈ C∞

0 (Rn)：

< f(cx), φ(x) >=

∫
f(cx)φ(x)dx =

∫
f(y)φ(

y

c
)

1

|c|n
dy =

1

|c|n
< f(y), φ(

y

c
) >

注. (i) 若 c > 0，f(cx) = cλf(x) 广义相等，则称 f 为λ 阶齐次的广义函数.
(ii) 若 c = −1 时，f ∈ D ′(Rn)，记 f(−x) = f̂(x)，φ ∈ C∞

0 (Rn)，

< f̂(x), φ(x) >=< f(−x), φ(x) >=< f(x), φ(−x) >=< f(x), φ̂(x) >

若 f(x) = f̂(x)，则称 f 为偶广义函数；若 f(x) = −f̂(x)，则称 f 为奇广义函数.

♥ 微分运算

定义 1.3.8 (微分运算). 设 f ∈ D ′(Ω), ∀φ ∈ C∞
0 (Rn)：

<
∂f(x)

∂xj
, φ(x) >= (−1) < f,

∂φ

∂xj
> (1.25)

若 f ∈ C∞(Ω) ⊆ 2Lloc(Ω), φ ∈ C∞
0 (Ω)，则：φ |Ω= 0

<
∂

∂xj
f, φ >=

∫
∂f

∂xj
· φdx = φ |Ω −

∫
f · ∂φ

∂xj
dx

= 0

故我们可知：

∀α ∈ Nn, < ∂αx f, φ >= (−1)|α| < f, ∂αxφ >

♥ 乘子运算
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定义 1.3.9 (乘子运算). 设 a(x) ∈ C∞(Ω), f ∈ D ′(Ω), ∀φ ∈ C∞
0 (Ω)：

< a(x)f(x), φ(x) >=< f(x), a(x)φ(x) > (1.26)

若 f ∈ L′
loc(Ω)，则有：

< a(x)f(x), φ(x) >=

∫
Ω

f(x)a(x)φ(x)dx

此时

a(x)φ(x) ∈ C∞
0 (Ω), supp(a(x)φ(x)) ⊂ suppφ(x) ⊆ K

注. (i) 若要使 a(x)φ(x) ∈ C∞
0 (Ω) 应保证 a(x) ∈ C∞(Ω)；

(ii) D ′(Ω) 广义函数的乘子空间为 C∞(Ω)(无穷可微且无支集).

例 1.3.3. 设微分算子 P (x, ∂x) =
∑

|α|≤m aα(x)∂
α
x , aα(x) ∈ C∞

0 (Ω), u ∈ D ′, φ ∈
C∞

0 (Ω)，证明：

< P (x, ∂x)u, φ >=< u, tP (x, ∂x)φ >

这里的 tP (x, ∂x) =
∑

(−1)|α|∂αx (aα(x)·) 称为 P 的转置算子.

证明.
<
∑

|α|≤m

aα(x)∂
α
xu, φ >=

∑
|α|≤m

< aα(x)∂
α
xu, φ >

=
∑

|α|≤m

< ∂αxu, aα(x)φ(x) >

=
∑

|α|≤m

(−1)|α| < u, ∂αx (aα(x)φ(x)) >

= < u,
∑

|α|≤m

(−1)|α|∂αx (aα(x)φ(x)) >

得证！

例 1.3.4. 证明：n = 1, x ∈ R,H ′(x) = δ(x), H(x) =

1, x > 0

0, x < 0

证明. ∀φ ∈ C∞
0 (Rn)：

< H ′(x), φ(x) >=(−1) < H(x), φ′(x) >

=(−1)

∫ ∞

−∞
H(x)φ′(x)dx = (−1)

∫ ∞

0

φ′(x)dx

=(−1)(0− φ(0)) = φ(0)

= < δ(x), φ(x) >

进而有 H ′(x) = δ(x).
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例 1.3.5 (作业). 对 n > 1 时，H(x) =

1, xi > 0, i = 1, 2, . . . , n

0, ifnot
，则：

∂nH(x)

∂x1 . . . ∂xn
= δ(x)

定义 1.3.10. 设 {fn} ⊂ D ′(Ω), f ∈ D ′(Ω)，若 ∀φ ∈ C∞
0 (Ω) 有：

lim
n→∞

< fn(x), φ >=< f, φ > (1.27)

则称fn → f 在 D ′(Ω) 上.

注. 准确来说，这种收敛性称为弱 ∗ 收敛，指的是依 ∗ 拓扑弱收敛.

定理 1.3.2. 若 fn → f 在 D ′(Ω) 上，则对于 ∀α ∈ Nn，则有：

∂αx fn → ∂αx f (1.28)

证明. ∀φ ∈ C∞
0 (Ω)：

< ∂αx fn(x), φ(x) >= (−1)|α| < fn(x), ∂
α
xφ(x) >→ (−1)|α| < f(x), ∂αxφ(x) >=< ∂αx f(x), φ(x) >

∈ C∞
0 (Ω)

得证！

例 1.3.6. fε(x) =

0, |x| ≥ ε

1
2ε
, |x| < ε

当 ε→ 0 时，求 fε(x) 逐点极限和广义函数极限.

limε→0+ fε(x)

∞, x = 0

0, x 6= 0
，接下来我们来证明 fε(x) → δ(x) 在 D ′(R) 意义下：

对 ∀φ ∈ C∞
0 (R)：

〈fε(x), φ(x)〉 =
∫
fε(x)φ(x)dx =

∫ +ε

−ε

1

2ε
φ(x)dx =

1

2ε
(Ψ(ε)−Ψ(−ε))

其中 Ψ(x) 为 φ(x) 的原函数，我们令 ε→ 0+ 则有 φ(0) = 〈δ(x), φ(x)〉，故我们可知：

lim
ε→0+

fε(x) = δ(x)

定理 1.3.3. 设有 C∞(R) 函数序列 {fn(x)} 适合：

(i) 对任意 M > 0，当 |a| < M，|b| < M 时∣∣∣∣∣
∫ b

a

fn(x) dx

∣∣∣∣∣ ≤ c,

c 只与 M 有关；
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(ii) 固定 a 和 b 有

lim
n→∞

∫ b

a

fn(x) dx =

0, 若a, b 同号;

1, 若a < 0 < b

则必有

lim
n→∞

fn(x) = δ(x).

证明. 令
Fn(x) =

∫ x

−1

fn(ξ)dξ.

由条件 (i)，在任一有界区间内 Fn(x) 对 n 一致有界，而且

lim
n→∞

Fn(x) =

1, x > 0,

0, x < 0,

对 ∀φ ∈ C∞
0 (R)：

lim
n→∞

〈fn(x), φ(x)〉 = lim
n→∞

〈F ′
n(x), φ(x)〉 = (−1) lim

n→∞
〈Fn(x), φ′(x)〉

=(−1) lim
n→∞

∫
Fn(x)φ

′(x)dx = (−1)

∫
( lim
n→∞

Fn(x))φ
′(x)dx

=(−1)

∫
H(x)φ′(x)dx = (−1)〈H(x), φ′(x)〉 = 〈δ(x), φ(x)〉

Lebesgue 控制收敛定理

故我们可知：limn→∞ fn(x) = δ(x).

接下来我们来看定理1.3.3的推广形式：

问题 1.3.1. 在 D ′(Rn) 的条件下：磨光核 Φε(x)，Φε(x) → δ(x)

证明. 我们回顾一下：
g(x) ∈ C∞

0 (Rn), 0 ≤ g(x) ≤ 1, supp ⊆ B1(0),
∫
Rn g(x)dx = c 6= 0，令 Φε(x) =

1
cεn
g(x

ε
)，

要证：

∀ε(x) ∈ C∞
0 (Rn), 〈Φε(x), ε(x)〉

ε→0−−→ 〈δ(x), φ(x)〉 = φ(0)

实际上：

〈Φε(x), φ(x)〉 =
∫
Rn

Φε(x)φ(x)dx =

∫
Rn

1

cεn
g(
x

ε
)φ(x)dx =

1

cεn

∫
g(
x

ε
)φ(x)dx

y= x
ε==== 1

cεn

∫
g(y)φ(εy)d(εy) =

1

cεn

∫
g(y)φ(εy)εnd(y) =

1

c

∫
g(y)φ(εy)d(y)

故我们有：

lim
ε→0+

〈Φε(x), φ(x)〉 = lim
ε→0+

1

c

∫
g(y)φ(εy)d(y) =

1

c

∫
g(y) lim

ε→0+
φ(εy)d(y)

=
1

c

∫
g(y) lim

ε→0+
φ(εy)d(y) =

1

c
φ(0)

∫
g(y)d(y) = φ(0) = 〈δ(x), φ(x)〉

Lebesgue 控制收敛定理

故我们可知：limn→∞ Φn(x) = δ(x).
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对于基本函数空间与广义函数空间我们有如下区别：

基本函数空间 广义函数空间

C∞
0 (Ω)(记为 D(Ω)) D ′(Ω)

C∞(Ω)(记为 ε(Ω)) E ′(Ω)

C∞
0 (Ω) ⊆ C∞(Ω) E ′(Ω) ⊆ D ′(Ω)

E ′(Ω) 是需要有紧支集的广义函数.
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2.1 函数与广义函数之间的卷积

2.1.1 函数与函数之间的卷积

定义 2.1.1 (卷积). 设 f, g ∈ C(Rn) 至少有一个具有紧支集，则：

(f ∗ g)(x) =
∫
Rn

f(y)g(x− y)dy. (2.1)

注. 定义有意义，不妨设 suppf ⊆ K，则此时有：(f ∗ g)(x) =
∫
℧ f(y)g(x− y)dy.

性质 2.1.1. (i) 可交换 f ∗ g = g ∗ f

f ∗ g =

∫
f(y)g(x− y)dy =

∫
f(x− z)g(z)dz =

∫
g(z)f(x− z)dz = g ∗ f

注. 在 n 维中，| det J | = 1，故有 dy = dz.

23
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(ii) 结合律 设 f, g, h ∈ C(Rn)，其中至少有两个具有紧支集，则有 f ∗ (g ∗ h) =

(f ∗ g) ∗ h.

(iii) 微分 设 g ∈ Ck(Rn), f ∈ C0(Rn)，则 f ∗ g ∈ Ck(Rn)，即 ∀α ∈ Nn, |α| ≤ k：

∂αx (f ∗ g)(x) = f ∗ (∂αx g)
若g∈Ck

====== g ∗ (∂αy f) (2.2)

证明. 不妨设 n = 1，在 R 上，令 suppf ⊆ K，考虑：

lim
h→0+

(f ∗ g)(x+ h)− (f ∗ g)(x)
h

= lim
h→0+

1

h

(∫
f(y)g(x+ h− y)dy −

∫
f(y)g(x− y)dy

)
= lim
h→0+

∫
Rn

f(y)
g(x+ h− y)− g(x− y)

h
dy

=

∫
Rn

f(y) lim
h→0+

g(x+ h− y)− g(x− y)

h
dy

=

∫
Rn

f(y)g′(x− y)dy
Lebesgue 控制收敛定理

进一步，由交换律我们可得：∂αx (f ∗ g)(x) = f ∗ (∂αx g)
若g∈Ck

====== g ∗ (∂αy f).

(iv) 支集 若 f ∗ g 有意义，则：

supp(f ∗ g) ⊆ suppf + suppg = {x+ y : x ∈ suppf, y ∈ suppg} (2.3)

证明. 要证：对 ∀x /∈ suppf + suppg 则 x /∈ supp(f + g) 即 (f ∗ g)(x) = 0.

当 x /∈ suppf + suppg，则 ∃x 的邻域 Vx 使得 Vx ∩ (suppf + suppg) = ∅ 则
∀y ∈ suppf, x− y /∈ suppg，否则 x ∈ suppf + suppg 矛盾！

则 ∃邻域 Uxy
∩suppg = ∅即 g |Uxy

= 0，进而 (f∗g)(x) =
∫
f(y)g(x−y)dy = 0.

2.1.2 广义函数与函数的卷积

定义 2.1.2. 设 f ′ ∈ D ′(Rn), φ ∈ C∞
0 (Rn)，则 (f ∗ φ)(x) = 〈f(y), φ(x− y)〉

注. 若 f ∈ E ′(Rn), φ ∈ C∞(Rn)，也有：(f ∗ φ)(x) = 〈f(y), φ(x− y).

例 2.1.1. 若 f ∈ E ′(Rn)，则 δ ∗ f = f(x), (δ ∗ f)(x) = 〈δ(y), f(x− y)〉 = f(x).

性质 2.1.2. 设 f ∈ D ′(Rn), φ, ψ ∈ C∞
0 (Rn)：

(i) f ∗ φ ∈ C∞(Rn)

(ii)
∂α(f ∗ φ) = (∂αf) ∗ φ α=α1+α2======== (∂α1f1) ∗ (∂α2φ) (2.4)

(iii)
supp(f ∗ φ) ⊆ suppf + suppφ (2.5)
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(iv) 结合律
(f ∗ φ) ∗ ψ = f ∗ (φ ∗ ψ) (2.6)

交换律不存在！δ ∗ f 6= f ∗ δ

Proof. (ii) 我们先考虑如下引理：

引理 2.1.1. 设 φ(x, y) ∈ Ck(Ux×Ωy)，Ux 为开集，且对 x ∈ Ux, φ(x, y) ∈ C∞(Ωy)

即

suppyφ(x, y) ⊂ K ⊂⊂ Ωy, K与x无关

令 F (x) = 〈f(y), φ(x, y)〉，也有：

∂βxF (x) = 〈f(y), ∂βxφ(x, y)〉 (2.7)

取 |h| 充分小，设 x ∈ Ux 则 x+ h ∈ Ux(这是由于 Ux 为开集)，则

F (x+ h)− F (x) = 〈f(y), φ(x+ h, y)− φ(x, y)〉 = 〈f(y),
n∑
j=1

hj∂xj
φ(x, y) +R(x, y, h)〉

其中 R(x, y, h) = O(|h|2)，从而

F (x+ h)− F (x) =〈f(y),
n∑
j=1

hj∂xj
φ(x, y)〉+ 〈f(y), R(x, y, h)〉

=
n∑
j=1

hj〈f(y), ∂xj
φ(x, y)〉+ 〈f(y), R(x, y, h)〉

其中

|〈f(y), R(x, y, h)〉| ≤ c
∑
|α|≤k

sup
K

|∂αyR(x, y, h)| = O(|h|2) |h|→0+−−−−→ 0

令 h = (0, . . . , 0, hj , 0, . . . , 0)，n = 1 时：

∂xj
F (x) = lim

hj→0

F (x+ h)− F (x)

|h|
= 〈f(y), ∂xj

φ(x, y)〉

从而引理得证.

接下来我们利用引理来证明式 (2.4)：

∂αx (f ∗ φ)(x) =∂αx 〈f(y), φ(x− y)〉 = 〈f(y), ∂αxφ(x− y)〉

=〈f(y), (−1)|α|∂αy φ(x− y)〉 = 〈∂αy f(y), φ(x− y)〉 = (∂αx f) ∗ φ

对于 α1 + α2 = α，我们有：

∂αx (f ∗ φ)(x) = (∂α1f1) ∗ (∂α2φ)

(iii) 证明同函数与函数卷积部分，但不能交换 f ∈ D ′(Rn) 与 φ ∈ C∞
0 (Rn).

f ∗ φ = 〈 f(y) , φ(x− y) 〉
泛函 试验函数
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(iv) 我们先从函数层面来分析：

(f ∗ φ) ∗ ψ =f ∗ (φ ∗ ψ)

⇓

(D ′ ∗ C∞
0 ) ∗ C∞

0 =D ′ ∗ (C∞
0 ∗ C∞

0 )

⇓

C∞ ∗ C∞
0 =D ′ ∗ C∞

0

⇓

C∞ =C∞

为证明式 (2.6)，我们先考虑下面这个引理：

引理 2.1.2. 设 φ(x, y) ∈ C∞
0 (Ω×w), suppφ ⊆ K1 ×K2，这里 K1,K2 均为紧集，

设 f ∈ D ′(Ω)，有 ∫
〈f(x), φ(x, y)〉dy = 〈f(x),

∫
φ(x, y)dy〉 (2.8)

我们先来证明一下上述引理：

〈f(x), φ(x, y)〉 ∈ C∞(w), supp〈f(x), φ(x, y)〉 ⊂ K2 ⊂W 紧，从而 〈f(x), φ(x, y)〉 关于 y

可积，取包含 K2 的方体 Q ⊆W 即有：∫
〈f(x), φ(x, y)〉dy =

∫
K2

〈f(x), φ(x, y)〉dy =

∫
Q

〈f(x), φ(x, y)〉dy

接着，我们用 h 等分 Q，将积分写作 Riemann 和，当 h→ 0 时，有：∫
〈f(x), φ(x, y)〉dy

↑ h→ 0+∑
k∈Zm

〈f(x), φ(x, kh)〉hm = 〈f(x),
∑
k∈Zm

φ(x, kh)hm〉 → 〈f(x),
∫
φ(x, y)dy〉

这样我们便完成了对引理式 (2.8) 的证明. 接下来我们回到结合律式 (2.6) 的证明：

(f ∗ φ) ∗ ψ =

∫
(f ∗ φ)(y)ψ(x− y)dy

=

∫
〈f(z), φ(y − z)〉ψ(x− y)dy

=

∫
〈f(z), φ(y − z)ψ(x− y)〉dy

=〈f(z),
∫
φ(y − z)ψ(x− y)dy〉

y−z=w======〈f(z),
∫
φ(w)ψ(x− z − w)dw〉

=〈f(z), (φ ∗ ψ)(x− z)〉

=f ∗ (φ ∗ ψ)

故结合律得证.
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定理 2.1.3 (广义函数的正则化). 设 f ∈ D ′(Rn)，Φε(x) 为磨光核，fε := f ∗Φε ∈ C∞，

则 fε → f, ε→ 0，在 D ′(Rn) 中.

证明. 定义函数的反射：φ̌(x) := φ(−x) ∈ C∞
0 (Rn)，设 f ∈ D ′(Rn)，则有：

(f ∗ φ̌)(0) = 〈f(y), φ̌(x− y)〉 |x=0= 〈f(y), φ(y − x)〉 |x=0= 〈f(y), φ(y)〉

于是，对 ∀φ ∈ C∞
0 (Rn)，要证：〈fε, φ〉 → 〈f, φ〉

〈fε(x), φ(x)〉 =(fε ∗ φ̌)(0)

= ((f ∗ Φε) ∗ φ̌) (0)

= (f ∗ (Φε ∗ φ̌)) (0)

=〈f, (Φε ∗ φ̌)̌ 〉(0)
ε→0−−→〈f, (φ̌)̌ 〉

=〈f, φ〉

2.2 广义函数与广义函数之间的卷积

定义 2.2.1. 设 f, g ∈ D ′(Rn)，其中至少一个具有紧支集，不妨设 g ∈ E ′(Rn)，则对
∀φ ∈ C∞

0 (Rn)，定义：

〈f ∗ g, φ〉 := 〈f(x), 〈g(y), φ(x+ y)〉〉 (2.9)

注. (i) 为什么有此形式？

当 f, g 正则 D ′, f ∈ C(Rn), g ∈ C0(Rn), ∀φ ∈ C∞
0 (Rn)

〈f ∗ g, φ〉 =
∫
(f ∗ g)(x)φ(x)dx =

∫
φ(x)dx

∫
f(y)g(x− y)dy

Fubini=====
∫
f(y)dy

∫
g(x− y)φ(x)dx

x−y=z======
∫
f(y)dy

∫
g(z)φ(y − z)dz

=〈f(y), 〈g(z), φ(y + z)〉〉

(ii) 定义有意义吗？

〈g(y), φ(x+ y)〉 = 〈ǧ(−y), φ(x− (−y))〉 = ǧ ∗ φ ∈ C∞
0

E ′ ∗ C∞
0从而定义有意义.

性质 2.2.1. (i) 结合律

设 f, g, h ∈ D ′(R⋉)，其中至少 2 个具有紧支集，不妨设 g ∈ E ′(Rn), h ∈ E ′(Rn)
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则有

(f ∗ g) ∗ h = f ∗ (g ∗ h)

(ii) 交换律

设 f ∈ D ′, g ∈ E ′，则有

f ∗ g = g ∗ f

(iii) 微分

设 f ∈ D ′(Rn), g ∈ E ′(Rn)

∂α(f ∗ g) = (∂αf) ∗ g = f ∗ (∂αg)

(iv) 交集

设 f ∈ D ′(Rn), g ∈ E ′(Rn)，则 supp(f ∗ g) ⊂ suppf + suppg

证明. (i) 对 ∀φ ∈ C∞
0 (Rn)，有：

〈(f ∗ g) ∗ h, φ〉 = 〈(f ∗ g)(x), 〈h(y), φ(x+ y)〉〉 = 〈f(x), 〈g(z), 〈h(y), φ(x+ z + y)〉〉〉

〈f ∗ (g ∗ h), φ〉 = 〈f(x), 〈(g ∗ h)(y), φ(x+ y)〉〉 = 〈f(x), 〈g(z), 〈h(z), φ(x+ z + y)〉〉〉

故：〈(f ∗ g) ∗ h, φ〉 = 〈f ∗ (g ∗ h), φ〉，故 (f ∗ g) ∗ h = f ∗ (g ∗ h)，性质得证.

(ii) 我们有如下断言：

断言 2.2.1. 设 φ,ψ ∈ C∞
0 (Rn)，则有

((f ∗ g) ∗φ) ∗ψ = ((g ∗ f) ∗φ) ∗ψ

D ′ C∞
0 D ′ C∞

0

C∞ ∗C∞
0 C∞ ∗C∞

0

C∞ C∞

((f ∗ g) ∗ φ) ∗ ψ 广义函数结合律========== (f ∗ (g ∗ φ)) ∗ ψ
广义函数与函数卷积、结合律================= f ∗ ((g ∗ φ)) ∗ ψ
交换律===== f ∗ ((g ∗ φ) ∗ ψ)
广义函数结合律========== (f ∗ ψ) ∗ (g ∗ φ)
交换律===== (g ∗ φ) ∗ (f ∗ ψ)

↓逆过程

((g ∗ f) ∗ φ) ∗ ψ

由断言2.2.1结果可知：

(((f ∗ g) ∗ φ) ∗ ψ̌)(0) = (((g ∗ f) ∗ φ) ∗ ψ̌)(0)
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则有

〈(f ∗ g) ∗ φ,ψ〉 = 〈(g ∗ f) ∗ φ,ψ〉

⇒ (f ∗ g) ∗ φ = (g ∗ f) ∗ φ

同理可知

〈f ∗ g, φ〉 = 〈g ∗ f, φ〉

⇒ f ∗ g = g ∗ f 广义相等.

(iii) 对 ∀φ ∈ C∞
0 (Rn)，有：

〈∂αx (f ∗ g)(x), φ(x)〉 =(−1)|α|〈(f ∗ g)(x), ∂αxφ(x)〉

=(−1)|α|〈f(x), 〈g(y), ∂αxφ(x+ y)〉〉

=(−1)α〈f(x), 〈g(y), ∂αy φ(x+ y)〉〉

=〈f(x), 〈∂αy g(y), φ(x+ y)〉〉

=f ∗ ∂αg

进一步：

∂αx (f ∗ g) = ∂αx (g ∗ f) = g ∗ (∂αx f) = (∂αx ) ∗ g

(iv) 对任取 φ ∈ C∞
0 ，有 suppφ ∩ (suppf + suppg) = ∅，即 suppφ 不包含在 suppf + g 中.

对于 ∀x ∈ suppf，当 y ∈ suppg：⇒ φ(x+ y) = 0 ⇒ 〈g(y), φ(x+ y)〉 = 0

当 y /∈ supp：g ⇒ 〈g(y), φ(x+ y)〉 = 0 ⇒ 〈f ∗ g, φ〉 = 0 ⇒ suppφ ∩ supp(f ∗ g) = ∅ ⇒
suppφ ⊂ (suppf ∗ g)c ⇒ (suppf + g)c ⊂ (supp(f ∗ g))c

可知结论成立.

例 2.2.1. 设 f ∈ D ′(R)，计算 δ ∗ f .
对 ∀φ ∈ C∞

0 (R)，有：

〈δ ∗ f, φ〉 = 〈f(x), 〈δ(y), φ(x+ y)〉〉 = 〈f(x), φ(x)〉 ⇒ δ ∗ f = f
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3.1 急减函数空间 S (Rn)

定义 3.1.1 (Fourier 变换). 设 f ∈ L1(Rn)，

f̂(ξ) =

∫
e−ix·ξf(x) dx. (3.1)

目标：将 Fourier 变换推广到广义函数空间 D ′

希望有：对任意 φ ∈ C∞
0 (Rn)，f ∈ D ′，

〈f̂(ξ), φ(ξ)〉 := 〈f(x), φ̂(x)〉. (3.2)

注意到，当 φ ∈ C∞
0 (Rn)，

30
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φ̂(ξ) =

∫
suppφ

e−ix·ξφ(x) dx

∂αξ φ̂(ξ) =

∫
suppφ

(∂αξ e
−ix·ξ)φ(x) dx

⇒ φ̂(ξ) ∈ C∞(Rn)

注. φ̂(ξ) 是 C∞ 函数，但不能保证其具有紧支集；事实上，C∞ 可以看成是一个改进的函

数空间，保留 C∞
0 函数的大部分性质.

定义 3.1.2 (急减函数空间 S (Rn)). 满足以下条件的 C∞ 函数称为急减函数

∀α, β, 必有常数 C(α, β) > 0, 使得

sup
Rn

|xα∂βxf(x)| < C(α, β) (3.3)

不用保持 α, β 的一致性（实际上就是减小速度快于多项式）

此时 |xα| → ∞, 需要 supRn ∂βxf | → 0

注. 类似于数分中判断广义积分是否收敛中比较判别法.

对 {fj} ∈ S (Rn), fj → 0 定义为

sup
Rn

|xα∂βxfj | → 0.

注. 可将 f ∈ S (Rn) 视为 f 在 ∞ 处为 0.

C∞
0 ⊂ S (Rn) ⊂ C∞ ε′ ⊂ S ′ ⊂ D ′

对于 φ ∈ S(Rn), 定义其 Fourier 变换：

φ̂(ξ) =

∫
Rn

e−ix·ξφ(x) dx

可知 ∣∣∣∣∫
Rn

e−ix·ξφ(x) dx

∣∣∣∣ ≤ ∫
Rn

|φ(x)| dx

=

∫
Rn

(1 + |x|2)−
n+1
2 ·

(
(1 + |x|2)

n+1
2 |φ(x)|

)
dx

≤
∫
Rn

(1 + |x|2)−
n+1
2 dx

可知 φ̂ ∈ L1(Rn), 定义有意义 有问题

定理 3.1.1. 若 φ ∈ S (Rn), 则 φ̂(ξ) ∈ S (Rn), F : S (Rn) → S (Rn),F(φ) = φ̂，且

F(Dα
xφ) = ξαF(φ) (3.4)

F(xαφ) = (−Dξ)
αF(φ) (3.5)
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证明. 其中 Dxj
= 1

i
∂xj

, (−Dx)
αe−ix·ξ = ξαe−ix·ξ，则有

ξαF(φ) = ξα
∫
e−ix·ξφ(x)dx

=

∫
ξαe−ix·ξφ(x)dx

=

∫
(−Dx)

αe−ix·ξ · φ(x)dx （在无穷远处等同于 0，边界项消失）

分部积分======
∫
Rn

e−ix·ξ(Dα
xφ)(x)dx+ 0

= F(Dα
xφ)

另一方面，计算 (−Dξ)
αF(φ)：

(−Dξ)
αF(φ) = (−Dξ)

α

∫
e−ix·ξφ(x)dx

=

∫
Rn

(−Dξ)
αe−ix·ξφ(x)dx

=

∫
Rn

xαe−ix·ξφ(x)dx

=

∫
Rn

e−ix·ξ(xαφ(x))dx

= F(xαφ)

由 φ ∈ S (Rn) ⇒ φ ∈ C∞(Rn) ⇒ φ̂(ξ) ∈ C∞(Rn)
只需验证：sup

Rn

|ξαDβ
ξ φ̂(ξ)| < C(α, β)，其中，对任意固定的 α, β

|ξαDβ
ξ φ̂j(ξ)| = |ξαF((−x)βφk(x))(ξ)|

= |F(Dα
x ((−x)βφj(x)))(ξ)|

=

∣∣∣∣∫ e−ix·ξDα
x ((−x)βφj(x))dx

∣∣∣∣
≤
∫

|Dα
x ((−x)βφj(x))|dx

由8.2.3的问题 (2)⇒ 当 φ ∈ S (Rn)，则 Dα
x ((−x)βφ) ∈ S (Rn)

≤
∫
(1 + |x|2)

n+1
2 (1 + |x|2)−

n+1
2 |Dα

x ((−x)βφj(x))|dx

≤ sup
Rn

((1 + |x|2)
n+1
2 |Dα

x ((−x)βφj(x))|)
∫
(1 + |x|2)−

n+1
2 dx

≤ C̄(α, β)

⇒ sup
R⋉

|ξαDβ
ξ φ̂j(ξ)| ≤ C̄(α, β)

⇒ φ̂(ξ) ∈ S (Rn)

= C(α, β) → 0

故我们有如下定理：

定理 3.1.2. F : S (Rn) → S (Rn) 是一个连续线性映射算子，把急减空间映成急减空
间.
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定理 3.1.3. F : S → S 有连续的逆映射 F−1，φ̂ 7→ φ，且

F−1(φ̂) = φ(x) = (2π)−n
∫
eix·ξ · φ̂(ξ)dξ (3.6)

有意义，φ̂(ξ) ∈ S (Rn).

引理 3.1.4. ∫
e−ix·ξe−

|x|2
2 dx = (2π)

n
2 e−

|ξ|2
2 (3.7)

注. Gauss 函数的 Fourier 变换仍为 Gauss 函数.

证明. 我们只需证明 n = 1 即可.
当 n ≥ 2 时，∫

eix·ξe−
|x|2
2 dx =

∫
e−i(x1ξ1+···+xnξn)e−

x2
1+···+x2

n
2 dx1 · · · dxn

=
n∏
j=1

∫
e−ixjξje−

x2
j
2 dxj =

n∏
j=1

(2π)
1
2 e−

ξ2j
2 = RHS

只需要证对每个 j 均成立即可. 当 n = 1 时，∫
e−ixξe−

x2

2 dx = e−
ξ2

2

∫
e−

1
2 (x+iξ)

2

dx

已知：
1√
2π

∫
e−

x2

2 dx = 1

在如下路径上积分∫
Γ

e−
1
2 z

2

dz = 0 =

∫ R

−R
e−

1
2x

2

dx+

∫ ξ

0

e−
1
2 (R+it)2dt +

∫ 0

ξ

e−
1
2 (−R+it)2dt +

∫ −R

R

e−
1
2 (x+iξ)

2

dx∣∣∣∣∫ φ

0

e
− 1

2
(R+it)2

dt

∣∣∣∣ ≤ e
− 1

2
R2

· e
1
2
ξ2 · |φ| R→∞−−−−→ 0 与左式类似

故我们可知有 ∫
e−

1
2 (x+ iξ)2dx =

√
2π

下面我们回归定理的证明：

令 g(ξ) = e−
|ξ|2
2 ，设 φ ∈ S (Rn)，对 ∀ ε > 0，考虑积分：∫

eix·ξφ̂(ξ) g(εξ) dξ 其中g(εξ) = e−
|εξ|2

2
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由 Fourier变换定义 φ̂(ξ) =
∫
e−iy·ξφ(y) dy，代入上式并利用 Fubini 定理交换积分次序：∫

eix·ξφ̂(ξ) g(εξ) dξ =

∫
eix·ξ g(εξ) dξ

∫
e−iy·ξφ(y) dy

=

∫
φ(y) dy

∫
ei(x−y)·ξ g(εξ) dξ

做变量替换 η = εξ（即 ξ = η
ε
，dξ = 1

εn
dη），则积分变为：∫

φ(y) dy

∫
ei(x−y)·

η
ε g(η)

1

εn
dη = ε−n

∫
φ(y) ĝ

(
y − x

ε

)
d y

= ε−n
∫
φ(x+ εy1) ĝ(y1) · εndy1

=

∫
φ(x+ εy1) ĝ(y1) dy1

记 y1 = y−x
ε
，即 y = x+ εy1, dy = εndy1

下面取极限 ε→ 0：

一方面，g(εξ) = e−
|εξ|2

2 → 1（当 ε→ 0），故∫
eix·ξφ̂(ξ) g(εξ) dξ

ε→0→
∫
eix·ξφ̂(ξ) dξ

另一方面，由含参积分连续性（或积分中值定理），当 ε→ 0 时，φ(x+ εy1) → φ(x)，故∫
φ(x+ εy1) ĝ(y1) dy1

ε→0→ φ(x)

∫
ĝ(y1) dy1

而 g(ξ) = e−
|ξ|2
2 是 Gauss 函数，其 Fourier 变换满足

∫
ĝ(y1) dy1 = (2π)

n
2，因此：

φ(x)

∫
ĝ(y1) dy1 = (2π)

n
2 φ(x)

对比左右两边极限，有： ∫
eix·ξφ̂(ξ) dξ = (2π)

n
2 φ(x)

两边同乘 (2π)−n，最终得：

(2π)−n
∫
eix·ξφ̂(ξ) dξ = φ(x)

性质 3.1.1 (F 与反射). 设 φ ∈ S (Rn)，则

F(φ̌) =

∫
e−ix·ξφ(−x)dx y=−x

=

∫
eiy·ξφ(y)dy = (2π)n · F−1(φ) (3.8)

(F(φ))ˇ= (φ̂(ξ))ˇ= φ̂(−ξ) =
∫
e−ix·(−ξ)φ(x)dx = (2π)n · F−1(φ) (3.9)

其中，φ̌(x) = φ(−x) 为反射变换.

注. F−1(φ̂) = (2π)−n
∫
eix·ξ · φ̂(ξ)dξ. 由 F : S (Rn) → S (Rn) 为连续线性映射，我

们可知 F−1 : S (Rn) → S (Rn) 也为连续线性映射.
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性质 3.1.2 (F 与平移).

F(τhφ) =

∫
e−ix·ξφ(x− h)dx =

∫
e−i(x−h)·ξ · e−ih·ξφ(x− h)dx = e−ih·ξF(φ) (3.10)

τhF(φ) =

∫
e−ix·(ξ−h)φ(x)dx =

∫
e−ix·ξ · (eix·hφ(x))dx = F(eix·h · φ(x)) (3.11)

其中，τhφ(x) = φ(x− h) 为平移变换.

性质 3.1.3 (F 与相似变换).

F(φ(cx)) =

∫
e−ix·ξφ(cx)dx =

∫
e−i

y
c ·ξφ(y) · 1

|c|n
dy = |c|−nφ̂

(
ξ

c

)
(3.12)

φ̂(cξ) =

∫
e−ix·(cξ)φ(x) dx =

∫
e−i

y
c ·(cξ)φ

(y
c

)
· 1

|c|n
dy =

1

|c|n
F(φ(

·
c
))(ξ) (3.13)

积分变量

若 φ 是 k 阶齐次的，即 φ(cx) = |c|kφ(x)，此时 φ̂(ξ) 有如下性质：

φ̂(cξ) = |c|−nF
(
φ(
x

c
)
)
(ξ)

= |c|−nF
(
|c|−kφ(x)

)
(ξ)

= |c|−(n+k)F(φ)(ξ) = |c|−(n+k)φ̂(ξ)

性质 3.1.4 (F 与卷积). 若 f, g ∈ S (Rn)，则

(̂f ∗ g) = f̂(ξ) · ĝ(ξ) (3.14)

证明. (1) f, g ∈ S (Rn) =⇒ f̂ , ĝ ∈ S (Rn) =⇒ f̂ · ĝ ∈ S (Rn)

(2) f, g ∈ L1(Rn) =⇒ f ∗ g ∈ L1(Rn) =⇒ F(f ∗ g) 有意义.

F(f ∗ g) =
∫
e−ix·ξ(f ∗ g)(x)dx

=

∫
e−ix·ξdx

∫
f(y)g(x− y)dy

Fubini=====
∫
f(y)dy

∫
e−ix·ξg(x− y)dx

=

∫
f(y)dy

∫
e−i(x−y+y)·ξg(x− y)dx

=

∫
f(y)e−iy·ξdy

∫
e−i(x−y)·ξg(x− y)dx

= f̂(ξ) · ĝ(ξ) ∈ S (Rn)

(3) 卷积的 Fourier 变换 (̂f ∗ g) ∈ S (Rn)

(4) 由于 F−1 是 S → S 上线性映射，从而 f ∗ g ∈ S (Rn)
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推论 3.1.5. 若 f, g ∈ S (Rn)，则有

f̂ · g = (2π)−nf̂ ∗ ĝ (3.15)

证明. 由于 f, g ∈ S (Rn)，故 f · g ∈ S (Rn). 进而 f ∗ g ∈ L1(Rn)，因此 (̂f · g) 有意义.∫
e−ix·ξf(x)g(x)dx =

∫
e−ix·ξf(x)dx ·

∫
(2π)−neix·η ĝ(η)dη （Fourier 逆变换：g(x) = (2π)−n

∫
eix·η ĝ(η)dη）

= (2π)−n
∫
ĝ(η)dη ·

∫
e−ix·ξf(x)eix·ηdx

= (2π)−n
∫
ĝ(η)dη ·

∫
e−ix·(ξ−η)f(x)dx

= (2π)−n (f̂ ∗ ĝ)(ξ)

定理 3.1.6. 若 f, g ∈ S (Rn)，则

〈f̂ , g〉 = 〈f, ĝ〉 (3.16)

说明. f̂ · g ∈ L1(Rn)，因此内积有意义.

〈f̂ , g〉 =
∫
f̂(ξ) g(ξ) dξ =

∫
g(ξ) dξ

∫
e−ix·ξf(x) dx （Fourier 变换定义：f̂(ξ) =

∫
e−ix·ξf(x)dx）

=

∫
f(x) dx

∫
e−ix·ξg(ξ) dξ =

∫
f(x) ĝ(x) dx = 〈f, ĝ〉

注. 目标：广义函数的 Fourier 变换放到基本函数（如 Schwartz 空间 S (Rn)）上定义.

定义 3.1.3 (线性偏微分算子). 线性偏微分算子定义为：

P =
∑

|α|≤m

aα(x)D
α
x , aα(x) ∈ C∞

0 (Rn) (3.17)

其象征为：

σ(ξ) =
∑

|α|≤m

aα(x)ξ
α (3.18)

需要证明：P = F−1σ(ξ)F（算子与象征的关系，即映射与映射的相等）

证明. 设 u ∈ S (Rn)，只需证明 Pu = F−1σ(ξ)Fu.
首先展开 F−1σ(ξ)F：

F−1σ(ξ)F = F−1

 ∑
|α|≤m

aα(x)ξ
αû(ξ)


利用 Fourier 变换的线性性，可交换求和与逆变换：

=
∑

|α|≤m

F−1 (aα(x)ξ
αû(ξ))
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注意到 F−1[ξαû(ξ)] = Dα
xu(x)（Fourier 变换的微分性质），因此：

=
∑

|α|≤m

aα(x)F−1 (ξαû(ξ)) =
∑

|α|≤m

aα(x)D
α
xu(x) = Pu

故 P = F−1σ(ξ)F 得证.

3.2 缓增广义函数 S ′(Rn)

定义 3.2.1 (缓增广义函数). S 空间上的连续线性泛函称为缓增广义函数，记

为S ′(Rn).

1. 连续：对 {φj} ⊂ S (Rn)，若 φj → 0 在 S (Rn) 中，则有

〈f, φj〉 → 0 (j → ∞)

2. 连续的等价定义：设 f ∈ S ′(Rn)，则对 ∀φ ∈ S (Rn)，存在 k,m，使得

|〈f, φ〉| ≤ Ck,m
∑
|α|≤k
|β|≤m

sup
Rn

|xkDβφ|

例 3.2.1. 若 f ∈ Lp(Rn)，则 f ∈ S ′(Rn)，其中 1 ≤ p <∞.

证明. 对 ∀φ ∈ S (Rn)，需证明存在 k,m 和常数 Ck,m，使得

|〈f, φ〉| ≤ Ck,m
∑
|α|≤k
|β|≤m

sup
Rn

|xαDβφ|

断言 3.2.1. 若 φ ∈ S (Rn)，则 φ ∈ Lq(Rn) 对任意 1 ≤ q <∞ 成立.

考虑 Lq 范数：

‖φ‖Lq(Rn) =

(∫
Rn

|φ(x)|q dx
) 1

q

利用 Schwartz 函数的速降性，引入权函数 (1 + |x|2)
n+1
2q ，则：

‖φ‖Lq(Rn) =

(∫
Rn

∣∣∣(1 + |x|2)−
n+1
2q · (1 + |x|2)

n+1
2q φ(x)

∣∣∣q dx) 1
q

由上确界估计和积分收敛性：

≤ sup
Rn

∣∣∣(1 + |x|2)
n+1
2q φ(x)

∣∣∣ · ∫
Rn

(1 + |x|2)−
n+1
2 dx

其中积分
∫
Rn

(1 + |x|2)−
n+1
2 dx 是收敛的常数. 由上式，我们可知断言成立！

回到配对估计：

|〈f, φ〉| =
∣∣∣∣∫

Rn

f(x)φ(x) dx

∣∣∣∣ ≤ ∫
Rn

|f(x)| · |φ(x)| dx = ‖f · φ‖L1(Rn)
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由 Hölder 不等式（ 1
p
+ 1

q
= 1）：

≤ ‖f‖Lp(Rn) · ‖φ‖Lq(Rn)

代入 ‖φ‖Lq 的估计：

≤ ‖f‖Lp · sup
Rn

∣∣∣(1 + |x|2)
n+1
2q φ(x)

∣∣∣ · ∫
Rn

(1 + |x|2)−
n+1
2 dx

由于 Schwartz 函数的导数和多项式衰减可覆盖上述权函数，故存在 k,m 使得上确界可

被
∑

|α|≤k
|β|≤m

sup |xαDβφ| 控制，从而 f ∈ S ′(Rn).

定义 3.2.2 (缓增 C∞ 函数). 设 a(x) ∈ C∞(Rn)，若对任意 α ∈ Nn，存在 Cα > 0 以

及 Nα，使得

|Dα
xa(x)| ≤ Cα(1 + |x|2)N(α) (3.19)

则称 a(x) 为缓增 C∞ 函数

注. 各阶微分被多项式所控制

例 3.2.2. 缓增 C∞ 函数 a(x) ∈ S ′(Rn)

证明. 对 φ ∈ S (Rn)，

|〈a(x), φ(x)〉| =
∣∣∣∣∫

Rn

a(x)φ(x) dx

∣∣∣∣ ≤ ∫
Rn

|a(x)φ(x)| dx

利用缓增条件 |a(x)| ≤ Cα(1 + |x|2)Nα（对某阶 α），代入得：

≤
∫
Rn

Cα(1 + |x|2)Nα |φ(x)| dx

为控制积分收敛性，引入 Schwartz 函数的速降权 (1 + |x|2)−n+1
2 ，则：

≤ Cα

∫
Rn

(1 + |x|2)Nα |φ(x)| dx = Cα

∫
Rn

(1 + |x|2)−
n+1
2 · (1 + |x|2)Nα+n+1

2 |φ(x)| dx

由 Schwartz 函数的性质，(1 + |x|2)Nα+n+1
2 |φ(x)| 的上确界有限，即：

≤ Cα · sup
Rn

∣∣∣(1 + |x|2)Nα+n+1
2 φ(x)

∣∣∣ · ∫
Rn

(1 + |x|2)−
n+1
2 dx

由于积分
∫
Rn(1 + |x|2)−n+1

2 dx 收敛（为常数），且上确界可被 S (Rn) 的半范数控制，故
a(x) ∈ S ′(Rn).

例 3.2.3. 缓增 C∞ 函数可作为 S ′ 的乘子.
设 f ∈ S ′(Rn)，a(x) 是缓增 C∞ 函数，则对 ∀φ ∈ S (Rn)

〈a(x)f(x), φ(x)〉 = 〈f(x), a(x)φ(x)〉

其中 a(x)φ(x) ∈ S (Rn)，故右侧有意义
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定义 3.2.3 (广义傅里叶变换). 对 ∀f ∈ S ′(Rn)，φ ∈ S (Rn)，如下定义广义傅里叶变
换：

〈f̂ , φ〉 = 〈f, φ̂〉 (3.20)

定义 3.2.4 (逆变换). 对 f ∈ S ′(Rn)，∀φ ∈ S (Rn)，逆变换定义为：

〈F−1f, φ〉 = 〈f,F−1φ〉 (3.21)

定理 3.2.2. 设 f ∈ S ′(Rn)，则有广义相等关系：

D̂αf = ξαf̂(ξ), x̂αf(ξ) = (−Dξ)
αf̂(ξ) (3.22)

证明. 对 ∀φ ∈ S (Rn)

〈D̂αf, φ〉 = 〈Dαf, φ̂〉 = 〈f, (−1)|α|Dαφ̂〉 = 〈f,F(ξαφ(ξ))〉 = 〈ξαf̂(ξ), φ(ξ)〉

⇒ D̂αf = ξαf̂(ξ)

〈x̂αf, φ(ξ)〉 = 〈xαf, φ̂〉 = 〈f, xαφ̂〉 = 〈f, D̂α
ξ φ(ξ)〉 = 〈f̂(ξ), Dα

ξ φ(ξ)〉 = 〈(−Dξ)
αf̂(ξ), φ(ξ)〉

⇒ x̂αf(ξ) = (−Dξ)
αf̂(ξ)

定理 3.2.3. 设 f ∈ S ′(Rn)，g ∈ S (Rn)，则 f ∗ g ∈ S ′(Rn)，且

F(f ∗ g) = f̂ · ĝ （广义相等） (3.23)

证明. 实际有：若 f ∈ S ′，g ∈ S，则 f ∗ g ∈线性C∞ 函数 ⊆ S ′(Rn)。
同理，若 f ∈ D ′(Rn)（广义函数空间），g ∈ C∞

0 (Rn)，则 f ∗ g ∈ C∞(Rn)，属于 D ′(Rn)
的乘子空间。

要证 F(f ∗ g) = f̂ · ĝ（广义相等），即证：

〈(f ∗ g)∧, φ〉 = 〈f ∗ g, φ̂〉

〈(f ∗ g)∧, φ〉 = 〈f ∗ g, φ̂〉

= 〈f(x), 〈g(y), φ̂(x+ y)〉〉

= 〈f(x), 〈ǧ(−y), φ̂(x− (−y))〉〉

= 〈f(x), ǧ ∗ φ̂〉

= 〈f(x), F
(
F−1(ǧ) ∗ φ̂

)
〉

= 〈f(x), (2π)nF
(
F−1(ǧ) · φ

)∧〉
= (2π)n 〈f̂ , F−1(ǧ) · φ〉

因 g ∈ S，则 ǧ ∈ S，故 F−1(ǧ) ∈ S（傅里叶变换保 S 空间），属于缓增 C∞ 函数。
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进一步需证 (2π)nF−1(ǧ) = ĝ：

(2π)nF−1(ǧ) = (2π)n · (2π)−n
∫
Rn

eix·ξǧ(x) dx

=

∫
Rn

eix·ξg(−x) dx

=

∫
Rn

e−ix·ξg(x) dx （变量替换x 7→ −x）

= ĝ(ξ)

因此：

〈(f ∗ g)∧, φ〉 = (2π)n 〈f̂ , F−1(ǧ) · φ〉 = 〈f̂ · ĝ, φ〉

由 φ ∈ S (Rn) 的任意性，得 F(f ∗ g) = f̂ · ĝ（广义相等），结论成立。

定理 3.2.4. 设 g ∈ E ′(Rn)（紧支集广义函数空间），则其傅里叶变换

ĝ(ξ) = 〈g(x), e−ix·ξ〉

是缓增 C∞(Rn) 函数.

实际上函数空间与广义函数空间满足：

C∞
0 (Rn) ⊆ S (Rn) ⊆ C∞(Rn), E ′(Rn) ⊆ S ′(Rn) ⊆ D ′(Rn)

因此，ĝ(ξ) = 〈g(x), e−ix·ξ〉 作为 E ′ 与 C∞ 函数的配对，是有意义的，为缓增 C∞ 函数。

证明. 设 Φε 是磨光核，则 g ∗ Φ̌ε ∈ C∞
0 (Rn)，且 lim

ε→0
g ∗ Φ̌ε = g 在 S ′(Rn) 中成立. 另一方

面：傅里叶变换 F : S ′(Rn) → S ′(Rn) 是连续线性映射，因此 F(g ∗ Φ̌ε)
ε→0−−→ F(g) = ĝ 在

S ′(Rn) 中成立.

F(g ∗ Φ̌ε)(ξ) =
∫
Rn

e−ix·ξ (g ∗ Φ̌ε)(x) dx

=

∫
Rn

e−ix·ξ 〈g(y), Φ̌ε(x− y)〉 dx

=

∫
Rn

〈g(y), e−ix·ξΦ̌ε(x− y)〉 dx

= 〈g(y),
∫
Rn

e−ix·ξΦ̌ε(x− y) dx〉y

= 〈g(y), e−iy·ξ
∫
Rn

e−iz·ξΦε(z) dz〉y （令z = x− y）

当 ε→ 0 时，Φε
D′

−→ δ，因此∫
Rn

e−iz·ξΦε(z) dz
ε→0−−→

∫
Rn

e−iz·ξδ(z) dz = 1

代入得极限：

lim
ε→0

F(g ∗ Φ̌ε)(ξ) = 〈g(y), e−iy·ξ〉 = ĝ(ξ)

下面我们来验证 ĝ(ξ) 是缓增 C∞ 函数：
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对任意多重指标 α ∈ Nn，考察 ∂αξ ĝ(ξ)：

∂αξ ĝ(ξ) = ∂αξ 〈g(y), e−iy·ξ〉 = 〈g(y), ∂αξ e−iy·ξ〉

由于 ∂αξ e
−iy·ξ = (−iy)αe−iy·ξ ∈ C∞(Rn)，且 g ∈ E ′(Rn) 有紧支集 K = supp g，因此存

在常数 C, C̃ 与多重指标 β，使得：

|∂αξ ĝ(ξ)| = |〈g(y), (−iy)αe−iy·ξ〉|

≤ C
∑
|β|≤k

sup
y∈K

∣∣∂βy [(−iy)αe−iy·ξ]∣∣
≤ C̃(1 + |ξ|)|β|

这表明 ĝ(ξ) 的各阶导数被多项式控制，故 ĝ ∈ C∞(Rn) 且缓增。

例 3.2.4. 求 δ̂.
由于 δ ∈ S ′(Rn)，其傅里叶变换定义为：

δ̂(ξ) = 〈δ(x), e−ix·ξ〉 = 1

例 3.2.5. 求 1̂.
常函数 f(x) ≡ 1 是缓增 C∞ 函数，属于 S ′(Rn)。对 ∀φ ∈ S (Rn)，其傅里叶变换的
配对为：

〈F(1), φ〉 = 〈1, φ̂(ξ)〉 =
∫
Rn

φ̂(ξ) dξ

= (2π)n · (2π)−n
∫
Rn

e−i0·ξφ̂(ξ) dξ （插入e−i0·ξ 凑逆变换）

= (2π)n · F−1(φ̂)(0) （逆变换定义：F−1(φ̂)(x) = (2π)−n
∫
eix·ξφ̂(ξ)dξ）

= (2π)n · φ(0) （逆变换性质：F−1(φ̂)(0) = φ(0)）

= (2π)n · 〈δ(x), φ(x)〉

因此有广义函数相等：

F(1) = (2π)nδ(x)

性质 3.2.1. 对 f ∈ S ′(Rn)，有对偶性：

F(f̂) = (2π)nF−1(f) (3.24)

证明. 对 ∀φ ∈ S (Rn)，利用傅里叶变换的配对定义：

〈F(f̂), φ〉 = 〈f̂ ,F(φ)〉 = 〈f,F(φ)∨〉 （f̂ 的定义：〈f̂ , ψ〉 = 〈f, ψ̂〉，此处ψ = F(φ)）

= 〈f, (2π)nF−1(φ)〉 （傅里叶逆变换与反转的关系：F(φ)∨ = (2π)nF−1(φ)）

= 〈(2π)nF−1(f), φ〉

由 φ 的任意性，得 F(f̂) = (2π)nF−1(f)。

特别地，当 f = 1 时，代入得 F(1) = (2π)nδ(x)，与之前结论一致。
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例 3.2.6. δ(x, y) 关于部分变量（如 x）的 Fourier 变换

〈δ(x, y), e−ix·ξ〉x = δ(y) (3.25)

证明（磨光核方法）. 设 Φε 是磨光核（含参紧支集光滑函数，满足 limε→0 δ ∗ Φε = δ 在

E ′(Rn+m) 中），则：
lim
ε→0

δ(x, y) ∗ Φε(x) = δ(x, y) ∈ E ′(Rn+m)

对 x 部分作 Fourier 变换：

Fx(δ(x, y) ∗ Φε(x)) =
〈
δ(x, y) ∗ Φε(x), e−ix·ξ

〉
x
∈ C∞(Rn+m)

对 ∀φ(y) ∈ C∞
0 (Rm)：

〈〈
δ(x, y) ⋆x Φε, e

−ix·ξ〉
x
, φ(y)

〉
y

=
x

Rn×Rm

(
δ(x, y) ⋆x Φε

)
(x, y) e−ix·ξ φ(y) dxdy

=
x

Rn×Rm

(∫
Rn

δ(x− x′, y)Φε(x
′) dx′

)
e−ix·ξ φ(y) dxdy

=
y

Rn×Rn×Rm

δ(x− x′, y)Φε(x
′)e−ix·ξφ(y) dx′dxdy

=
x

Rn×Rm

Φε(x
′)

(∫
Rn

δ(x− x′, y)e−ix·ξdx

)
φ(y) dx′dy

=
x

Rn×Rm

Φε(x
′)e−ix

′·ξδ(y)φ(y) dx′dy （变量替换x = x′，利用δ(x− x′, y) = δ(x− x′)δ(y)）

=

(∫
Rn

Φε(x
′)e−ix

′·ξdx′
)
·
(∫

Rm

δ(y)φ(y)dy

)
=Φ̂ε(ξ) · φ(0) （Fourier 变换定义：Φ̂ε(ξ) = Fx(Φε)(ξ)）

当 ε→ 0 时，Φ̂ε(ξ) → 1（因 Φε → δ，其 Fourier 变换趋于 1），故：

lim
ε→0

〈〈
δ(x, y) ∗ Φε(x), e−ix·ξ

〉
x
, φ(y)

〉
y
= φ(0) = 〈δ(y), φ(y)〉y

另一方面，直接对 δ(x, y) 作极限：

lim
ε→0

〈〈
δ(x, y), e−ix·ξ

〉
x
, φ(y)

〉
y
=
〈〈
δ(x, y), e−ix·ξ

〉
x
, φ(y)

〉
y

对比得： 〈〈
δ(x, y), e−ix·ξ

〉
x
, φ(y)

〉
y
= 〈δ(y), φ(y)〉y

由 φ(y) 的任意性，故
〈
δ(x, y), e−ix·ξ

〉
x
= δ(y)，即关于 x 的 Fourier 变换结果为 δ(y)。
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4.1 一些定义

定义 4.1.1 (局部可解性). 设 P =
∑

|α|≤m aα(x)∂
α
x，其中 aα(x) ∈ C∞。考虑方程

Pu = f。

1. 若在 x0 的某个邻域内满足方程，则称方程在该邻域内局部可解.

2. 若 φ ∈ C∞
0 ，且成立 〈Pu, φ〉 = 〈f, φ〉，则称 u 为 Pu = f 的分布意义下弱解，其

中 〈Pu, φ〉 = 〈u, P tφ〉 对 u 的正则性要求可以较低.

定义 4.1.2 (基本解). 对于线性偏微分算子 P =
∑

|α|≤m aα∂
α
x，其中 aα 为常数.

若 E ∈ D ′(Rn) 且满足 PE = δ(x)，则称 E 为算子 P 的基本解（基本解对应的是算

子，目标为研究方程的解）。

43
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若 E 为算子 P 的基本解，则 u = E ∗ f 为 Pu = f 的广义函数解：

Pu = P (E ∗ f)

=
∑

|α|≤m

aα · ∂αx (E ∗ f)

=

 ∑
|α|≤m

aα · ∂αxE

 ∗ f

= PE ∗ f = δ ∗ f = f

性质 4.1.1. 1. 若 P (Dx)E(x, y) = δ(x− y)，则称 E(x, y) 是 P (Dx) 的基本解。

2. 考虑 P (Dx)u = f，此时 u(x) = 〈E(x, y), f(y)〉 为 P (Dx)u = f 的广义函数解：

P (Dx)u = P (Dx)〈E(x, y), f(y)〉

= 〈P (Dx)E(x, y), f(y)〉

= 〈δ(x− y), f(y)〉

= δ ∗ f = f

3. 若方程在 Rn 上，给定初始条件Pu = f, x ∈ Ω

u|∂Ω = u0
或

Pu(x, t) = f

u|t=0 = u0

不能直接使用基本解.

4.2 常见基本解

例 4.2.1. P = d
dx
，其基本解为 E(x) = H(x) + C，这是由于 Heaviside 函数的导数性

质：H ′(x) = δ(x)，即对该基本解求导满足：

d

dx
E(x) =

d

dx
(H(x) + C) = H ′(x) = δ(x)

从而 PE = δ(x)，符合基本解定义。

例 4.2.2. 求满足以下条件的 E(x, y)：
d2

dx2
E(x, y) = δ(x− y), x, y ∈ (0, 1)

E(0, y) = E(1, y) = 0, 0 ≤ y ≤ 1

解. 对 d2

dx2
E(x, y) = δ(x− y) 两边关于 x 积分，利用

∫
δ(x− y)dx = H(x− y)，可得：

d

dx
E(x, y) = H(x− y) + α(y)
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其中 α(y) 是积分引入的关于 y 的待定函数。

再次对 x积分，由 Heaviside函数积分性质
∫
H(x−y)dx = (x−y)H(x−y)（因 x−y > 0

时 H(x− y) = 1，积分得 x− y；x− y < 0 时 H(x− y) = 0，积分得 0），因此：

E(x, y) =

∫
H(x− y)dx+ α(y) · x+ β(y) = (x− y)H(x− y) + α(y)x+ β(y)

这里 β(y) 是第二次积分引入的关于 y 的待定函数。

代入左边界 x = 0：E(0, y) = β(y) = 0，故 β(y) ≡ 0。

代入右边界 x = 1：E(1, y) = (1− y)H(1− y)+α(y) · 1 = 0。由于 y ∈ [0, 1] 时 1− y ≥ 0，

H(1− y) = 1，因此：

1− y + α(y) = 0 =⇒ α(y) = y − 1

将 α(y) = y − 1、β(y) = 0 代入，得到：

E(x, y) = (x− y)H(x− y) + (y − 1)x

例 4.2.3. 求微分方程 dy
dx

+ ay = δ(x) D ′(R) 中的基本解。

Proof. 我们要求解分布意义下的微分方程：

dy

dx
+ ay = δ(x)

首先考虑对应的齐次方程：
dy

dx
+ ay = 0

该方程的通解为：

y = Ce−ax

使用常数变易法，设非齐次方程的解为：

y = c(x)e−ax

代入原方程：
d

dx
[c(x)e−ax] + a[c(x)e−ax] = δ(x)

计算导数：

c′(x)e−ax − ac(x)e−ax + ac(x)e−ax = δ(x)

化简得：

c′(x)e−ax = δ(x)

在分布意义下积分得：

c(x) = H(x) + C

其中 H(x) 是 Heaviside 阶跃函数。于是得到通解：

y(x) = [H(x) + C]e−ax

为了得到基本解（即缓增分布），我们需要选择适当的常数 C 使得解是缓增的：
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(i) a > 0

当 a > 0 时，e−ax 在 x→ +∞ 时衰减。为了确保解是缓增的，我们需要在 x < 0 时消

除指数增长。取 C = 0，则：

y(x) = H(x)e−ax

此时：

y(x) =

0, x < 0

e−ax, x > 0

这是一个缓增分布。

(i) a < 0

当 a < 0 时，e−ax 在 x→ +∞ 时增长。为了得到缓增分布，我们需要在 x > 0 时消除

指数增长。取 C = −1，则：

y(x) = [H(x)− 1]e−ax = −H(−x)e−ax

此时：

y(x) =

−e−ax, x < 0

0, x > 0

这同样是一个缓增分布。

因此，方程的基本解为：

E(x) =

H(x)e−ax, a > 0

−H(−x)e−ax, a < 0

或者统一写为：

E(x) =
a

|a|
H

(
a

|a|
x

)
e−ax

4.3 偏微分方程的分类

定义 4.3.1 (偏微分方程的一般形式). 偏微分方程（PDE）的一般形式为：

F

(
x, u,

∂u

∂x1
, · · · , ∂u

∂xn
,
∂2u

∂x21
, · · · , ∂2u

∂xi∂xj
, · · ·

)
= 0

其中最高阶微分的阶数称为 PDE 的阶数.

定义 4.3.2 (经典解). 对于二阶微分方程 ∆u = f，如果未知函数 u 代入方程后满足该

方程，则称 u 为经典解.
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定义 4.3.3 (线性偏微分方程). 线性偏微分方程具有如下形式：∑
|α|≤k

aα(x)D
αu = f(x)

其中：

1. 若 f = 0，称为齐次线性微分方程

2. 若 f 6= 0，称为非齐次线性微分方程

定义 4.3.4 (半线性偏微分方程). 半线性偏微分方程具有如下形式：∑
|α|≤k

aαD
αu + a0(D

βu, · · · , Du, u, x) = 0

线性

非线性

其中 |β| < k，即非线性部分只包含低阶导数项。

定义 4.3.5 (拟线性偏微分方程). 拟线性偏微分方程具有如下形式：∑
|α|=k

aα(D
k−1u, · · · , Du, u, x)Dαu + a0(D

k−1u, · · · , Du, u, x) = 0

非线性，但系数不包含最高阶项

非线性

其中最高阶导数项的系数依赖于低阶导数，但方程关于最高阶导数是线性的。

例 4.3.1 (典型 PDE 示例).

1. 椭圆型: ∆u = 0 (Laplace 方程), ∆u = f (Poisson 方程)

2. 抛物型: ∂u
∂t

− α∆u = 0 (热传导方程)

3. 双曲型: ∂2u
∂t2

− c2∆u = 0 (波动方程)
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5.1 调和函数的性质

5.1.1 Laplace 算子的基本解

考虑 n 维空间中的 Laplace 算子：

∆ =

n∑
j=1

∂2

∂x2j

以 n = 3 为例，在 R3 的静电场中，根据高斯定律，在原点处放置单位正电荷时，电势

E(x) 满足：

∆E(x) = δ(x)

其中 E(x) 即为基本解。

当 E(x) 只与 x 到原点的距离有关时，即 E(x) = E(|x|)，记：

r = |x| =
√
x21 + · · ·+ x2n

则方程变为：

∆E(r) = δ(r)

48
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注意到：
∂r

∂xj
=

xj√
x21 + · · ·+ x2n

=
xj
r

定理 5.1.1 (球对称 Laplace 算子). 对于球对称函数 E(r)，有：

∆E(r) =
d2E

dr2
+
n− 1

r
· dE
dr

(5.1)

证明. 由链式法则：
∂

∂xj
E(r) =

dE(r)

dr
· ∂r
∂xj

=
dE(r)

dr
· xj
r

计算二阶导数：

∂2

∂x2j
E(r) =

∂

∂xj

(
dE(r)

dr
· xj
r

)
=
d2E(r)

dr2
·
(xj
r

)2
+
dE(r)

dr
· ∂

∂xj

(xj
r

)
=
d2E(r)

dr2
·
x2j
r2

+
dE(r)

dr
·
(
1

r
−
x2j
r3

)
对 j = 1, . . . , n 求和：

∆E(r) =
n∑
j=1

∂2

∂x2j
E(r)

=
d2E(r)

dr2
·
∑n

j=1 x
2
j

r2
+
dE(r)

dr
·
n∑
j=1

(
1

r
−
x2j
r3

)
=
d2E(r)

dr2
+
dE(r)

dr
·
(
n

r
− 1

r

)
=
d2E(r)

dr2
+
n− 1

r
· dE(r)

dr

因此我们需要求解方程：

∆E(r) =
d2E

dr2
+
n− 1

r
· dE
dr

= δ(r)

令 W (r) = dE(r)
dr
，则方程变为：

dW (r)

dr
+
n− 1

r
W (r) = δ(r)

两边同乘 rn−1：

rn−1 · dW (r)

dr
+ (n− 1)rn−2W (r) = rn−1δ(r)

注意到左边是 d
dr
(rn−1W (r)) 的展开式，因此：

d

dr
(rn−1W (r)) = rn−1δ(r)

在 r 6= 0 时，δ(r) = 0，所以：

d

dr
(rn−1W (r)) = 0 ⇒ rn−1W (r) =常数
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设 rn−1W (r) = C，则：

W (r) =
C

rn−1
⇒ dE(r)

dr
=

C

rn−1

积分得：

E(r) =

Cnr
2−n +D, n ≥ 3

C2 ln 1

r
+D, n = 2

其中 D 为积分常数。通常取 D = 0 使得解在无穷远处有适当的行为。

因此，Laplace 算子的基本解为：

E(r) =

Cnr
2−n, n ≥ 3

C2 ln 1

r
, n = 2

接下来的工作是确定归一化常数 Cn，使得 ∆E = δ 成立。

1. 设 r = |x| = |x− 0| 表示在原点处放置单位电荷时的距离。若在 x0 处放置单位电荷，则

距离为 r = |x− x0|。

2. Laplace 算子的基本解常用 T (x, x0) = T (|x− x0|) 表示，其中 x 为动点，x0 为定点。

下面我们以 n = 3 为例来求解：

我们先来证明一个非常重要的结论：位势积分公式 (3)

定理 5.1.2 (Green 公式). 设 Ω ⊆ R3 为光滑连通区域，∂Ω 光滑。对于 u, v ∈ C2(Ω)∩
C(Ω)，有 Green 公式：∫

Ω

(u∆v − v∆u)dx =

∫
∂Ω

(
u
∂v

∂n
− v

∂u

∂n

)
ds (5.2)

其中 n 为 ∂Ω 的单位外法向量。

定理 5.1.3 (位势积分公式). 对于区域 Ω 及其边界 ∂Ω，位势积分公式为：

u(x0) =
1

4π

∫
∂Ω

(
1

r
· ∂u
∂n

− u ·
∂ 1
r

∂n

)
dS − 1

4π

∫
Ω

1

r
∆u dx (5.3)

其中 r = |x− x0| 是点 x 到 x0 的距离， ∂
∂n
表示沿边界外法向的方向导数.

位势积分公式证明.
设 u ∈ C2(Ω)∩C(Ω)，取 v = 1

r
。但 v = 1

r
在原点处有奇点，不满足 Green 公式的条件。

在三维情形下，v = 1
r
= r2−3 是基本解的主项。为处理奇点，设 Bε(0) 是以原点为球心、

ε 为半径的小球，定义：

Ωε = Ω \Bε(0)

在新的区域 Ωε 上，v = 1
r
∈ C2(Ωε) ∩ C(Ωε)。

在 Ωε 上应用 Green 公式：∫
Ωε

(u∆v − v∆u)dx =

∫
∂Ωε

(
u
∂v

∂n
− v

∂u

∂n

)
ds
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由于基本解满足：

∆E(r) = δ(r) =

∞, r = 0

0, r 6= 0
⇒ ∆

1

r

∣∣∣∣
Ωε

= 0

边界 ∂Ωε 由两部分组成：∂Ω 和 ∂Bε。因此：∫
∂Ωε

(
u
∂v

∂n
− v

∂u

∂n

)
ds =

∫
∂Ω

(
u
∂v

∂n
− v

∂u

∂n

)
ds+

∫
∂Bε

(
u
∂v

∂n
− v

∂u

∂n

)
ds

在球面 ∂Bε 上，外法向量指向球心，因此：∫
∂Bε

(
u
∂v

∂n
− v

∂u

∂n

)
ds

=

∫
∂Bε

[
u ·
(
− 1

r2

)
− 1

r
·
(
−∂u
∂r

)]
ds

=

∫
∂Bε

(
− u

r2
+

1

r

∂u

∂r

)
ds

= − 1

ε2

∫
∂Bε

uds+
1

ε

∫
∂Bε

∂u

∂r
ds

应用积分中值定理，存在 Q∗, Q̂ ∈ ∂Bε 使得：

1

ε2

∫
∂Bε

uds =
1

ε2
· 4πε2 · u(Q∗) = 4πu(Q∗)

1

ε

∫
∂Bε

∂u

∂r
ds =

1

ε
· 4πε2 · ∂u

∂r
(Q̂) = 4πε

∂u

∂r
(Q̂)

当 ε→ 0 时，Q∗, Q̂→ Q，且第二项趋于零。因此：

lim
ε→0

∫
∂Bε

(
u
∂v

∂n
− v

∂u

∂n

)
ds = −4πu(Q)

综合以上结果，得到：∫
Ω

1

r
∆udx =

∫
∂Ω

(
u
∂

∂n

1

r
− 1

r

∂u

∂n

)
ds+ 4πu(Q)

整理得基本公式：

u(Q) =
1

4π

∫
∂Ω

1

r

∂u

∂n
ds− 1

4π

∫
Ω

1

r
∆udx− 1

4π

∫
∂Ω

u
∂

∂n

1

r
ds (5.4)

下面我们来确定 C3。

注. 此步骤是整个推导的核心，它建立了分布意义下的基本解定义与经典积分公式之间的
联系!

C3 的确定. 设基本解为 E(x) = C3
1
r
，其中 r = |x|。根据分布理论中基本解的定义，它应满

足：

∆E(x) = δ(x)

其中 δ(x) 是 Dirac delta 函数。
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为了确定常数 C3，我们考虑上述方程在测试函数 φ ∈ C∞
0 (R3) 上的作用。根据分布导数

的定义，有：

φ(0) = 〈δ(x), φ(x)〉

= 〈∆E(x), φ(x)〉

= 〈E(x),∆φ(x)〉 (因为 Laplace 算子是自伴的)

= C3

〈
1

r
,∆φ(x)

〉
= C3

∫
R3

1

r
∆φ(x)dx

现在我们需要计算积分
∫
R3

1
r
∆φ(x)dx。为了应用前面推导的积分公式，我们选择一个足

够大的球域 Ω = BR(0)，使得 supp(φ) ⊂ Ω。由于 φ 是紧支撑的，在边界 ∂Ω 上，φ 及其导

数都为零。

应用前面定理中得到的基本公式 (5.4)：

u(Q) =
1

4π

∫
∂Ω

1

r

∂u

∂n
ds− 1

4π

∫
Ω

1

r
∆udx− 1

4π

∫
∂Ω

u
∂

∂n

1

r
ds

取 u = φ，Q = 0。由于 supp(φ) ⊂ Ω，在边界 ∂Ω 上 φ 和 ∂φ
∂n
都为零，因此边界项消失：

1

4π

∫
∂Ω

1

r

∂φ

∂n
ds = 0, − 1

4π

∫
∂Ω

φ
∂

∂n

1

r
ds = 0

于是公式简化为：

φ(0) = − 1

4π

∫
Ω

1

r
∆φ(x)dx

由于 supp(∆φ) ⊂ supp(φ) ⊂ Ω，我们可以将积分域扩展到整个 R3：

φ(0) = − 1

4π

∫
R3

1

r
∆φ(x)dx

现在比较两个表达式：

φ(0) = C3

∫
R3

1

r
∆φ(x)dx (从基本解定义得到)

φ(0) = − 1

4π

∫
R3

1

r
∆φ(x)dx (从积分公式得到)

由于这对所有测试函数 φ 都成立，我们得到：

C3 = − 1

4π

因此，三维 Laplace 算子的基本解为：

E(x) = − 1

4π|x|

定理 5.1.4 (三维 Laplace 算子的基本解). 三维 Laplace 算子 ∆ = ∂2

∂x2
1
+ ∂2

∂x2
2
+ ∂2

∂x2
3
的

基本解为：

E(x) = − 1

4π|x|
, x ∈ R3 \ {0} (5.5)
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即满足分布意义下的方程 ∆E = δ。

注. 对于一般的 n 维情况，我们有：

E(r) =

Cnr
2−n, n ≥ 3

C2 ln 1

r
, n = 2

其中

Cn =
1

(2− n)Sn
(n ≥ 3), C2 =

1

2π

这里 Sn 是 Rn 中单位球的表面积.
证明详见 8.2.4 节.

5.1.2 平均值公式

定理 5.1.5 (调和函数的球面平均值公式). 设 u 是调和函数，Ω = BR(Q) 是以 Q 为球

心、R 为半径的球域，则有球面平均值公式：

u(Q) =
1

4πR2

x
∂BR

u(P )dSP (5.6)

其中积分是在球面 SR(Q) 上的面积分。

证明. 由于 ∆u = 0，利用基本解积分公式 (5.4)：

u(Q) =
1

4π

∫
∂BR

1

r

∂u

∂n
ds− 1

4π

∫
BR

1

r
∆u︸︷︷︸
0

dx− 1

4π

∫
∂BR

u
∂

∂n

(
1

r

)
ds

由于 ∆u = 0，第二项为零。因此：

u(Q) =
1

4π

∫
∂BR

1

r

∂u

∂n
ds− 1

4π

∫
∂BR

u
∂

∂n

(
1

r

)
ds

在球面 ∂BR 上，r = R 为常数，且外法向导数 ∂
∂n

(
1
r

)
= − 1

r2
。于是：

u(Q) =
1

4πR

∫
∂BR

∂u

∂n
ds+

1

4πR2

∫
∂BR

uds

我们发现上面的表达式和 (5.6) 只差了 1
4πR

∫
∂BR

∂u
∂n
ds，故我们下面来证明

1

4πR

∫
∂BR

∂u

∂n
ds = 0

即可证明 (5.6).
我们给出以下断言：

断言 5.1.6. 设 Ω ⊂ R3 连通开集且有光滑边界 ∂Ω，u 是调和函数（∆u = 0），则有：∫
∂Ω

∂u

∂n
dSP = 0
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法一. 使用格林公式 (5.2)，令 v = 1，则 v ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω)：∫
Ω

(u∆v − v∆u)dX =

∫
∂Ω

(
u
∂v

∂n
− v

∂u

∂n

)
ds

由于 ∆v = 0，∆u = 0，且 ∂v
∂n

= 0，代入得：

0 = −
∫
∂Ω

∂u

∂n
ds ⇒

∫
∂Ω

∂u

∂n
ds = 0

法二. (i) 对于任意光滑向量场 F 和光滑有界区域 Ω，有：∫
Ω

∇ · FdV =

∫
∂Ω

F · ndS

其中 n 是边界 ∂Ω 的单位外法向量。

(ii) 取向量场 F = ∇u，即 F 是函数 u 的梯度场。那么：

∇ · F = ∇ · (∇u) = ∆u

在边界上，F · n = ∇u · n = ∂u
∂n
。

(iii) ∫
Ω

∆udV =

∫
∂Ω

∂u

∂n
dS∫

Ω

0dV =

∫
∂Ω

∂u

∂n
dS (因为 ∆u = 0)

0 =

∫
∂Ω

∂u

∂n
dS

回到原命题：

应用 claim 5.1.6，在球面平均值公式中，第一项为零：

1

4πR

∫
∂BR

∂u

∂n
ds = 0

因此得到：

u(Q) =
1

4πR2

∫
∂BR

uds

这正是球面平均值公式。

命题 5.1.7 (体积平均公式). 设 BR(Q) 是以 Q 为球心、R 为半径的球体，u 是调和函

数，则成立体积平均值公式：

u(Q) =
1

4
3
πR3

y
BR(Q)

u(P )dVP (5.7)
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证明. 对于任意 0 < r ≤ R，由调和函数的球面平均值公式，在半径为 r 的球面上有：

u(Q) =
1

4πr2

x
∂Br(Q)

u(P )dSP

将上式两边乘以 4πr2 并对 r 从 0 到 R 积分：

∫ R

0

4πr2u(Q)dr =

∫ R

0

 x
∂Br(Q)

u(P )dSP

 dr

=
y
BR(Q)

u(P )dVP

计算左边积分：∫ R

0

4πr2u(Q)dr = 4πu(Q)

∫ R

0

r2dr = 4πu(Q) · R
3

3
=

4

3
πR3u(Q)

因此得到：
4

3
πR3u(Q) =

y
BR(Q)

u(P )dVP

整理即得：

u(Q) =
1

4
3
πR3

y
BR(Q)

u(P )dVP

注. 利用的原理实际上就是：球面的积分是体积！

5.1.3 极值原理

定理 5.1.8 (极值原理). 设 Ω 为 R3 中连通开集，u 在 Ω 中调和且不恒等于常数，则

u 不能在 Ω 内部达到上下确界，u 的最值只能在边界 ∂Ω 上达到。

证明. 使用反证法。假设 u 是非常值调和函数且在 Ω 内部达到上确界。

设 M = supΩ u，且存在 Q ∈ Ω 使得 u(Q) =M。

接下来我们通过证明边界上恒取到最大值来证明命题.

断言 5.1.9. 如果 u 在 Ω 内某点达到最大值 M，则 u 在 Ω 上恒等于 M。

断言证明. 由于 Q ∈ Ω 且 Ω 是开集，存在邻域 Bδ(Q) ⊆ Ω。

由体积平均值公式：

M = u(Q) =
1

|Bδ(Q)|

y
Bδ(Q)

u(P )dVP

假设存在 P0 ∈ Bδ(Q) 使得 u(P0) < M（否则 u 在 Bδ(Q) 上恒等于 M）。

由 u 的连续性，存在 P0 的邻域 VP0
⊆ Bδ(Q)，使得：

u(P ) <
u(P0) +M

2
< M 对所有P ∈ VP0
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将积分分解：

M =
1

|Bδ(Q)|

y
Bδ(Q)

u(P )dVP

=
1

|Bδ(Q)|

y
VP0

u(P )dVP +
y

Bδ(Q)\VP0

u(P )dVP


<

1

|Bδ(Q)|

(
|VP0

| · u(P0) +M

2
+ |Bδ(Q) \ VP0

| ·M
)

<
1

|Bδ(Q)|
(|VP0

| ·M + |Bδ(Q) \ VP0
| ·M) =M

这就得到了矛盾 M < M。因此假设不成立，即 u 在 Bδ(Q) 上恒等于 M。

回到原命题：

现在，对于任意 R ∈ Ω，由于 Ω 是连通的，存在一条连续路径连接 Q 和 R。沿着这条

路径，我们可以用有限个重叠的球覆盖它，在每个球上应用上述论证，最终得到 u(R) = M。

因此 u 在整个 Ω 上恒等于 M，与 u 是非常值函数的假设矛盾。

综上，如果 u 是非常值调和函数，则不能在 Ω 内部达到最大值。同理可证最小值的情况。

因此 u 的最值只能在边界 ∂Ω 上达到。

5.1.4 边值问题

定义 5.1.1 (Laplace 方程). 考虑 Laplace 方程：

∆u = 0, Ω ⊆ Rn 开集

常见的边界条件类型：

1. Dirichlet 边界条件：
u|∂Ω = f1

2. Neumann 边界条件：
∂u

∂n

∣∣∣∣
∂Ω

= f2

其中 n 是 ∂Ω 的单位外法向量。

3. 混合边界条件： (
a
∂u

∂n
+ bu

) ∣∣∣∣
∂Ω

= f3

定理 5.1.10 (Dirichlet 问题的唯一性与稳定性). 考虑 Dirichlet 边值问题：∆u = 0, x ∈ Ω

u|∂Ω = f, x ∈ ∂Ω

则其解如果存在，必是唯一的，且连续依赖于边界数据 f。
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证明. 唯一性证明：设 u1, u2 都是该方程的解，即满足：∆ui = 0, i = 1, 2

ui|∂Ω = f, i = 1, 2

令 v = u1 − u2，则 v 满足： ∆v = 0, x ∈ Ω

v|∂Ω = 0, x ∈ ∂Ω

由极值原理，调和函数在区域内部的最大值和最小值必须在边界上达到。由于 v 在边界上恒

为零，因此在整个区域 Ω 上必有 v ≡ 0，即 u1 = u2。唯一性得证。

注. 就是说：最大值和最小值都为 0，那显然整个区域上都是 0.

稳定性证明：设 u1, u2 分别满足：∆ui = 0, i = 1, 2

ui|∂Ω = fi, i = 1, 2

且边界数据满足 |f1 − f2| < ε。

令 v = u1 − u2，则 v 满足：∆v = 0, x ∈ Ω

v|∂Ω = f1 − f2, x ∈ ∂Ω

由极值原理，v 在区域 Ω 内的取值被其边界值所控制：

|v(x)| ≤ sup
y∈∂Ω

|f1(y)− f2(y)| < ε, ∀x ∈ Ω

即：

|u1(x)− u2(x)| < ε, ∀x ∈ Ω

这表明解连续依赖于边界，稳定性得证。

注. 我们要证明一个偏微分方程的稳定性，实际上就是要证明：
如果边界数据 f1 和 f2 很接近，那么对应的解 u1 和 u2 在整个区域 Ω 上也应当很接近。

即：

sup
∂Ω

|f1 − f2| < ε ⇒ sup
Ω

|u1 − u2| < Cε

其中 C 是某个常数（这里 Dirichlet 问题调和函数情形下 C = 1）。

命题 5.1.11. 设边界值问题为 
∆u = 0,

∂u

∂n

∣∣∣∣
∂Ω

= f

若 u 是该边界条件下的解，则 u+ c（其中 c 为常数）也是该边界条件的解，且所有解

均可表示为 u+ c 的形式。
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证明. 设 v 是满足上述边界条件的解，令 w = u− v。

则 w 满足以下齐次边界值问题： 
∆w = 0,

∂w

∂n

∣∣∣∣
∂Ω

= 0

将 w 代入格林第一公式 (5.15)：
x
∂Ω

w · ∂w
∂n

dS =
y
Ω

w ·∆w dV +
x
∂Ω

n∑
j=1

(
∂w

∂xj

)2

dV

由于 ∆w = 0 且
∂w

∂n

∣∣∣∣
∂Ω

= 0，上式左边和右边第一项均为 0，因此：

x
∂Ω

n∑
j=1

(
∂w

∂xj

)2

dV = 0

因为被积函数是平方和（非负），积分结果为 0 当且仅当每一项均为 0，即：

∂w

∂xj
= 0, j = 1, 2, . . . , n

这表明 w 是常数函数，即 w ≡ c（c 为常数）。因此 v = u− c，即所有解可表示为 u+ c

的形式。

命题 5.1.12. 设 Ω = BR(0)（以原点为球心、半径为 R 的开球），u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω)
（u 在 Ω 内二阶连续可微，在 Ω 的闭包上连续）。则有如下等式成立：

u(0) =
1

4πR2

∫
∂BR

u dSp +
1

4π

∫
BR

(
1

R
− 1

r

)
∆u dx

并且，若 ∆u ≥ 0，则

u(0) ≤ 1

4πR2

∫
∂BR

u dSp

证明. 因为 Ω = BR(0)，其边界 ∂Ω = ∂BR 是球面，外法向与径向一致。此时：

♥ r 在边界 ∂BR 上取值为 R，即 r = R；

♥ 法向导数 ∂ 1
r

∂n
：对 r = |x|， ∂r

∂n
= 1（外法向沿径向），由链式法则 ∂ 1

r

∂n
= − 1

r2
· ∂r
∂n

= − 1
R2

（在边界 r = R 上）。

将这些代入位势积分公式 (3)，得到：

u(0) =
1

4π

∫
∂BR

(
1

R
· ∂u
∂n

− u ·
(
− 1

R2

))
dS − 1

4π

∫
BR

1

r
∆u dx

展开并整理边界积分项：

u(0) =
1

4πR

∫
∂BR

∂u

∂n
dS +

1

4πR2

∫
∂BR

u dS − 1

4π

∫
BR

1

r
∆u dx

取 v ≡ 1，则 ∇v = 0，代入得：∫
∂BR

∂u

∂n
dS =

∫
BR

∆u dx
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将此结果代入上式中第一项：

1

4πR

∫
∂BR

∂u

∂n
dS =

1

4πR

∫
BR

∆u dx

将上述化简结果代回，整理积分项：

u(0) =
1

4πR2

∫
∂BR

u dS +
1

4πR

∫
BR

∆u dx− 1

4π

∫
BR

1

r
∆u dx

=
1

4πR2

∫
∂BR

u dSp +
1

4π

∫
BR

(
1

R
− 1

r

)
∆u dx

其中 dSp 是球面 ∂BR 上的面积元。

当 ∆u ≥ 0 时，看等式中第二项 I2 =
1
4π

∫
BR

(
1
R
− 1

r

)
∆u dx：在球 BR 内，r ≤ R（因为

r 是到原点距离，球内点满足 |x| ≤ R），所以 1
R
− 1

r
≤ 0（当 r < R 时严格小于 0，r = R 时

等于 0）。

由于被积函数
(

1
R
− 1

r

)
∆u ≤ 0（∆u ≥ 0 且前面因子非正），积分结果 I2 ≤ 0。因此：

u(0) =
1

4πR2

∫
∂BR

u dSp + I2 ≤
1

4πR2

∫
∂BR

u dSp

综上，命题得证。

注. 更近一步，我们有：设 Ω = BR(Q)，u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω). 则：

(i) u(Q) =
1

4πR2

∫
∂BR

u dSp +
1

4π

∫
BR

(
1

R
− 1

r

)
∆u dx

(ii) 若 ∆u ≥ 0，则 u(Q) ≤ 1

4πR2

∫
∂BR

u dSp.

证明详见 8.2.5 节.

5.1.5 格林公式

定义 5.1.2 (格林第二公式). 对于区域 Ω ⊂ R3 以及函数 u, v ∈ C2(Ω)，格林第二公式

表述为： y
Ω

(u∆v − v∆u) dV =
x
∂Ω

(
u
∂v

∂n
− v

∂u

∂n

)
dS (5.8)

其中 ∆ = ∇2 = ∂2

∂x2 +
∂2

∂y2
+ ∂2

∂z2
为 Laplace 算子， ∂

∂n
表示边界 ∂Ω 的外法向导数，dV

是体积元，dS 是边界的面积元。

我们可以由格林第二公式 (5.8) 得到之前位势积分公式 (3) 的推广公式：三维位势积分公
式 (5.9) 和 (5.10).

定理 5.1.13 (三维位势积分公式). 设 Ω ⊂ R3 为有界连通开区域，其边界 ∂Ω 光滑（或

分片光滑），x0 ∈ Ω，函数 u ∈ C2(Ω)。取 Laplace 方程的基本解 v(x, x0) =
1

4πr
（其中

r = |x− x0| > 0 为点 x 到点 x0 的距离），则位势积分公式为：

u(x0) =
x
∂Ω

(
u
∂

∂n

(
1

4πr

)
− 1

4πr

∂u

∂n

)
dS − 1

4π

y
Ω

∆u

r
dV (5.9)
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当 u 为调和函数（即 ∆u = 0 ）时，公式可简化为：

u(x0) =
x
∂Ω

(
u
∂

∂n

(
1

4πr

)
− 1

4πr

∂u

∂n

)
dS (5.10)

位势积分公式的详细推导.

1. 挖去奇点构造正则区域：

由于基本解 v(x, x0) =
1

4πr
在 x = x0 处具有奇异性（r = 0 时函数值趋于无穷大），直

接在整个区域 Ω 上应用格林公式会遇到困难。为此，我们采用” 挖去奇点” 的技术：

取以 x0 为中心、充分小的半径 ε > 0 的小球 Bε(x0) = {x ∈ R3 : |x − x0| < ε}，使得
Bε(x0) ⊂ Ω。构造新的区域：

Ωε = Ω \Bε(x0)

新区域 Ωε 的边界由两部分组成：

∂Ωε = ∂Ω ∪ ∂Bε(x0)

这里需要注意法向的方向：在 ∂Ω 上，法向 n 指向 Ω 的外部；在 ∂Bε(x0) 上，由于我

们挖去了小球内部，所以对于区域 Ωε 来说，∂Bε(x0) 的法向应该指向小球内部（即指

向 x0），这与通常的外法向方向相反。

2. 应用格林第二公式：

在区域 Ωε 上，函数 u ∈ C2(Ωε) 和 v = 1
4πr

∈ C2(Ωε) 都足够光滑，可以应用格林第二

公式： y
Ωε

(u∆v − v∆u)dV =
x
∂Ωε

(
u
∂v

∂n
− v

∂u

∂n

)
dS (5.11)

由于 v = 1
4πr
是 Laplace 方程的基本解，在 Ωε 内（即 r > 0 时）满足 ∆v = 0。因此公

式左边简化为：
y
Ωε

(u∆v − v∆u) dV = −
y
Ωε

v∆udV = − 1

4π

y
Ωε

∆u

r
dV

公式右边是边界积分，由于 ∂Ωε = ∂Ω ∪ ∂Bε(x0)，我们有：
x
∂Ωε

(
u
∂v

∂n
− v

∂u

∂n

)
dS =

x
∂Ω

(
u
∂v

∂n
− v

∂u

∂n

)
dS

+
x

∂Bε(x0)

(
u
∂v

∂n
− v

∂u

∂n

)
dS

综合以上结果，我们得到：

− 1

4π

y
Ωε

∆u

r
dV =

x
∂Ω

(
u
∂v

∂n
− v

∂u

∂n

)
dS +

x
∂Bε(x0)

(
u
∂v

∂n
− v

∂u

∂n

)
dS (5.12)

3. 分析小球边界积分的极限：

现在重点分析小球边界 ∂Bε(x0) 上的积分。在球面 ∂Bε(x0) 上：
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♥ r = ε（常数）

♥ v = 1
4πr

= 1
4πε

♥ 法向导数：由于法向指向球心（与径向相反），有

∂v

∂n
= −∂v

∂r
= − d

dr

(
1

4πr

)
=

1

4πr2
=

1

4πε2

因此小球边界上的积分为：

Iε =
x

∂Bε(x0)

(
u
∂v

∂n
− v

∂u

∂n

)
dS

=
x

∂Bε(x0)

(
u · 1

4πε2
− 1

4πε

∂u

∂n

)
dS

将积分拆分为两部分：

Iε = I(1)ε + I(2)ε =
1

4πε2

x
∂Bε(x0)

udS − 1

4πε

x
∂Bε(x0)

∂u

∂n
dS

对于第一部分 I
(1)
ε ，由积分中值定理，存在 xε ∈ ∂Bε(x0) 使得：

x
∂Bε(x0)

udS = u(xε) · 4πε2

因此：

I(1)ε =
1

4πε2
· u(xε) · 4πε2 = u(xε)

当 ε→ 0 时，xε → x0，由 u 的连续性得：

lim
ε→0

I(1)ε = u(x0)

对于第二部分 I
(2)
ε ，由于 u ∈ C2(Ω)，其梯度有界，存在常数 M > 0 使得

∣∣ ∂u
∂n

∣∣ ≤M 在

∂Bε(x0) 上成立。利用球面面积公式：

∣∣I(2)ε

∣∣ =
∣∣∣∣∣∣ 1

4πε

x
∂Bε(x0)

∂u

∂n
dS

∣∣∣∣∣∣ ≤ 1

4πε
·M · 4πε2 =Mε

因此：

lim
ε→0

I(2)ε = 0

综合以上结果：

lim
ε→0

Iε = lim
ε→0

I(1)ε + lim
ε→0

I(2)ε = u(x0) + 0 = u(x0)

4. 取极限得到最终公式：

现在回到方程 (5.12)：

− 1

4π

y
Ωε

∆u

r
dV =

x
∂Ω

(
u
∂v

∂n
− v

∂u

∂n

)
dS + Iε

令 ε→ 0，注意到：
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♥ Ωε → Ω（在集合意义下）

♥
t

Ωε

∆u
r
dV →

t
Ω

∆u
r
dV（由控制收敛定理）

♥ limε→0 Iε = u(x0)

因此取极限后得到：

− 1

4π

y
Ω

∆u

r
dV =

x
∂Ω

(
u
∂v

∂n
− v

∂u

∂n

)
dS + u(x0)

整理后即得三维位势积分公式：

u(x0) =
x
∂Ω

(
u
∂

∂n

(
1

4πr

)
− 1

4πr

∂u

∂n

)
dS − 1

4π

y
Ω

∆u

r
dV

当 u 为调和函数时，∆u = 0，体积分项消失，得到简化形式：

u(x0) =
x
∂Ω

(
u
∂

∂n

(
1

4πr

)
− 1

4πr

∂u

∂n

)
dS

注. 我们也可以推广到 n 维位势积分公式：

对于 n ≥ 2 维空间 Rn 中的区域 Ω，Laplace 方程的基本解为：

v(x, x0) =

 1
(2−n)ωnrn−2 , n 6= 2

1
2π

ln 1
r
, n = 2

其中 ωn 为 n 维单位球的表面积，r = |x− x0| 为点 x 到点 x0 的距离。此时位势积分公式为：

u(x0) =

∫
∂Ω

(
u
∂v

∂n
− v

∂u

∂n

)
dS −

∫
Ω

v∆u dV (5.13)

当 u 为调和函数（∆u = 0 ）时，公式简化为仅含边界积分的形式：

u(x0) =

∫
∂Ω

(
u
∂v

∂n
− v

∂u

∂n

)
dS (5.14)

定理 5.1.14 (格林第一公式). 设 Ω ⊂ Rn 为具有分片光滑边界 ∂Ω 的有界区域，若

u, v ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω)，则成立：
x
∂Ω

u · ∂v
∂n

dS =
y
Ω

u ·∆v dx+
y
Ω

(∇u)T (∇v) dx (5.15)

其中 ∂v
∂n
表示 v 沿 ∂Ω 外法向的方向导数，∆v = ∇2v 为 v 的 Laplace 算子，∇u、∇v

分别为 u、v 的梯度，(∇u)T (∇v) 表示梯度的内积（即
∑n

i=1
∂u
∂xi

· ∂v
∂xi
）。

证明. 散度定理指出，对向量场 F ∈ C1(Ω;Rn)，有：
x
∂Ω

F · n dS =
y
Ω

∇ · F dx

其中 n 是 ∂Ω 的外法向单位向量，∇ · F 是 F 的散度。
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取向量场 F = u · ∇v，其中 u 是标量函数，∇v 是 v 的梯度向量。计算其散度：

∇ · F = ∇ · (u∇v)

利用乘积的散度法则 ∇ · (fG) = ∇f ·G+ f · ∇ ·G（f 为标量，G 为向量场），得：

∇ · (u∇v) = ∇u · ∇v + u · ∇ · (∇v)

由于 ∇ · (∇v) = ∆v（Laplace 算子的定义），因此：

∇ · (u∇v) = (∇u)T (∇v) + u ·∆v

对 F = u∇v 应用散度定理，左边边界积分中，F · n = u · ∇v · n = u · ∂v
∂n
（方向导数的

定义： ∂v
∂n

= ∇v · n），因此：
x
∂Ω

u · ∂v
∂n

dS =
y
Ω

∇ · (u∇v) dx

将散度的计算结果代入右边，得：

y
Ω

∇ · (u∇v) dx =
y
Ω

[
(∇u)T (∇v) + u ·∆v

]
dx

展开后即为： x
∂Ω

u · ∂v
∂n

dS =
y
Ω

u ·∆v dx+
y
Ω

(∇u)T (∇v) dx

5.2 Laplace 方程的 Dirichlet 问题

问题 5.2.1. 设 Ω ⊂ Rn 为开集，∂Ω 光滑。考虑 Laplace 方程的 Dirichlet 问题：∆u = 0, x ∈ Ω

u|∂Ω = g

其中 Γ(r,∞) 是 Laplace 算子基本解。

解. 以下是 n = 3 的情形。

由格林公式 (5.2)： ∫
Ω

(u∆v − v∆u)dx =

∫
∂Ω

(
u
∂v

∂n
− v

∂u

∂n

)
dS

令 v 满足 ∆v = 0

v|∂Ω = 1
4πr(p,Q)

(5.16)

其中 Q 是动点，p 是定点（实际上，v|∂Ω = −Γ(p,Q) ）。

此时 ∫
∂Ω

(
u
∂v

∂n
− v

∂u

∂n

)
dS = 0
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由位势积分公式 (3) 可知：

u(Q) =

∫
∂Ω

1

4πr
· ∂u
∂n
dSp −

∫
∂Ω

u · ∂
∂n

(
1

4πr

)
dSp

=

∫
∂Ω

(
1

4πr
− v

)
∂u

∂n
− u

∂

∂n

(
1

4πr
− v

)
dSp

由于 v|∂Ω = 1
4πr
，则有 −v ∂u

∂n
+ u ∂v

∂n
= 0 ，于是

u(Q) =

∫
∂Ω

∂G(p,Q)

∂n
· udSp

注. 这里的 G(p,Q) 被称为格林函数.

其中 G(p,Q) = − 1
4πr

+ v ，且满足：

1. G(p,Q)|∂Ω = 0

2. ∆G(p,Q) = ∆ (Γ(p,Q) + v(p,Q)) = δ(p,Q)

3. 对于 ∆u = 0, x ∈ Ω

u|∂Ω = g

有 u(Q) =
∫
∂Ω

∂G(p,Q)
∂n

g(p)dSp（形式解）

注. 实际上，这说明：对一般 Laplace 方程，只需求出格林函数即可得到解。

我们下面补充一下完整的格林函数的定义：

定义 5.2.1 (格林函数). 设 Ω ⊂ R3 是一个有界区域，边界 ∂Ω 充分光滑。对于 Q ∈ Ω，

格林函数 G(p,Q) 是满足如下条件的函数：∆pG(p,Q) = δ(p−Q), p ∈ Ω

G(p,Q)
∣∣
∂Ω

= 0
(5.17)

注. 我们肯定会有疑问，为什么 v 的选取要是这样的：∆v = 0

v|∂Ω = 1
4πr(p,Q)

在我们定义了格林函数后，实际上这个 v 的选取是由格林函数的定义反推出来的：

♥ 由第一个条件，因 ∆pΓ = δ(p−Q)，故需要：

∆pv(p,Q) = 0 在Ω 内

即 v 是调和函数。
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♥ 由第二个条件：
G(p,Q)|∂Ω = Γ(p,Q)|∂Ω + v(p,Q)|∂Ω = 0

所以：

v(p,Q)|∂Ω = −Γ(p,Q)|∂Ω =
1

4πr(p,Q)

下面我们给出一个用格林函数来求解的 Laplace 方程的 Dirichlet 问题的一个子问题：

问题 5.2.2. 设 ∆u = f

u|∂Ω = 0

求其解。

解. 和 () 相同，我们令

v =

∆v = 0

v|∂Ω = −Γ(p,Q)

⇒ 把 u, v 代入格林公式 (5.2)：∫
Ω

(u ·∆v −∆u · v)dx =

∫
∂Ω

(
u
∂v

∂n
− v

∂u

∂n

)
dSp

即有 ∫
Ω

v ·∆udx−
∫
∂Ω

v
∂u

∂n
dSp = 0

再次利用位势积分公式 (5.13)（n ≥ 3 时通用的位势积分公式）：

u(Q) =

∫
∂Ω

(−Γ(p,Q))
∂u

∂n
dSp +

∫
∂Ω

u
∂Γ(p,Q)

∂n
dSp +

∫
Ω

Γ(p,Q) ·∆udx

=

∫
∂Ω

(−Γ)
∂u

∂n
dS +

∫
Ω

Γ(p,Q)∆udx (因u|∂Ω = 0)

对其进行配平变换：

u(Q) =

∫
Ω

(Γ(p,Q) + v(p,Q))∆udx+

∫
∂Ω

(Γ(p,Q) + v)

(
−∂u
∂n

)
dS

由 v|∂Ω = −Γ(p,Q) ⇒ (Γ(p,Q) + v)|∂Ω = 0 ，故

u(Q) =

∫
Ω

G(p,Q)∆udx =

∫
Ω

G(p,Q) · f(p)dx

其中 Green 函数是 G(p,Q) = Γ(p,Q) + v(p,Q) ，这是形式解。

命题 5.2.1. 设 ∆u = f, x ∈ Ω

u|∂Ω = g

有形式解。
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证明. 由 problem 5.2.1 和 problem 5.2.2 我们可得∆u = f

u|∂Ω = g
,

∆u = 0

u|∂Ω = g
,

∆u = f

u|∂Ω = 0

对应的解分别记为 u, u1, u2 ，其中：u1(Q) =
∫
∂Ω

∂G(p,Q)
∂n

· udSp =
∫
∂Ω

∂G(p,Q)
∂n

· g(p)dSp

u2(Q) =
∫
Ω
G(p,Q)∆udx =

∫
Ω
G(p,Q) · f(p)dx

故：

u = u1 + u2 =

∫
∂Ω

∂G(p,Q)

∂n
· g(p)dSp +

∫
Ω

G(p,Q) · f(p)dx

性质 5.2.1 (格林函数的交换性). Q1, Q2 ∈ Ω，则：

G(Q1, Q2) = G(Q2, Q1)

证明. 令 B1 = Bϵ(Q1)，B2 = Bϵ(Q2)，记

Ωϵ := Ω \ (Bϵ(Q1) ∪Bϵ(Q2))

在 Ωϵ 中，G(p,Q1) 和 G(p,Q2) 均是调和函数。

对任意 p ∈ Ωϵ，应用格林第二公式 (5.8)：

0 =

∫
Ωϵ

[G(p,Q1)∆G(p,Q2)−G(p,Q2)∆G(p,Q1)] dx

=

∫
∂Ωϵ

[
G(p,Q1)

∂G(p,Q2)

∂n
−G(p,Q2)

∂G(p,Q1)

∂n

]
dSp

边界 ∂Ωϵ 由三部分组成： ∫
∂Ωϵ

=

∫
∂Ω

+

∫
∂B1

+

∫
∂B2

在边界 ∂Ω 上，由格林函数的定义有 G(p,Q1)|∂Ω = 0，G(p,Q2)|∂Ω = 0，所以该部分积

分为零。

因此： (∫
∂B1

+

∫
∂B2

)
K(p)dSp = 0 记作 I1 + I2 = 0

其中 K(p) = G(p,Q1)
∂G(p,Q2)

∂n
−G(p,Q2)

∂G(p,Q1)
∂n

。

现在计算 I1。当 P ∈ ∂B1 时，考虑第一项：∫
∂B1

G(p,Q1)
∂G(p,Q2)

∂n
dSp → 0 (ϵ→ 0)

这是因为：

sup |G(p,Q1)| = sup
∂B1

|Γ(p,Q1) + V (p)| ≤ Cn ·
1

ϵn−2
+ C1

sup
∣∣∣∣∂G(p,Q2)

∂n

∣∣∣∣ ≤ C2

其中 C1, C2 是常数，Cn 是基本解 Γ(r) 的系数。



Chapter 5. 椭圆型方程 67

因此： ∣∣∣∣∫
∂B1

G(p,Q1)
∂G(p,Q2)

∂n
dSp

∣∣∣∣ ≤ C2

(
Cn ·

1

ϵn−2
+ C1

)∫
∂B1

dSp

= Sn · ϵn−1 · C2

(
Cn ·

1

ϵn−2
+ C1

)
→ 0

现在考虑第二项： ∫
∂B1

−G(p,Q2)
∂G(p,Q1)

∂n
dSp

= −
∫
∂B1

G(p,Q2)

(
− ∂

∂r

)
(Γ(p,Q1) + V (p,Q1)) dSp

=

∫
∂B1

G(p,Q2)

(
∂

∂r
Γ(p,Q1) +

∂V

∂r

)
dSp

由积分中值定理：

= G(p∗, Q2) · (n− 2)Cn ·
1

ϵn−1
· Sn · ϵn−1 +

(
G · ∂V

∂r

)
(p̃, Q1) · Sn · ϵn−1

→ (n− 2)Cn · Sn ·G(Q1, Q2) (ϵ→ 0)

其中 p∗, p̃ ∈ ∂B1，当 ϵ→ 0 时，p∗, p̃→ Q1。

故有：

lim
ϵ→0

I1 = (n− 2)Sn · Cn ·G(Q1, Q2)

完全同理可得：

lim
ϵ→0

I2 = −(n− 2)Sn · Cn ·G(Q2, Q1)

由 I1 + I2 = 0，得到：

(n− 2)Sn · Cn · [G(Q1, Q2)−G(Q2, Q1)] = 0

因此 G(Q1, Q2) = G(Q2, Q1)，结论成立。

注. 思路和我们在数分二中利用格林公式来证明积分 =0 的原理是一样的，都是通过挖掉
一个小球后在剩余部分利用格林公式然后在小球上直接进行积分的放缩.

性质 5.2.2. 设 G(p,Q) 是格林函数，当 n = 3 时有如下性质：

1. 0 < −G(p,Q) <
1

r(p,Q)
，当 p 6= Q 时

2.
∫
∂Ω

∂G(p,Q)

∂n
dSp = 1

证明.

1. 格林函数可表示为：

G(p,Q) = Γ(p,Q) + ν(p,Q) = − 1

4πr(p,Q)
+ ν(p,Q)

则

−G(p,Q) =
1

4πr(p,Q)
− ν(p,Q)



68 5.2. Laplace 方程的 Dirichlet 问题

其中 ν 满足：

∆ν = 0, x ∈ Ω, ν|∂Ω = −Γ(p,Q) =
1

4πr(p,Q)

利用极值原理：

min
∂Ω

1

4πr(p,Q)
≤ ν ≤ max

∂Ω

1

4πr(p,Q)

当 p ∈ ∂Ω 时，p 6= Q，
1

4πr(p,Q)
> 0。当 p→ Q 时，−G(p,Q) → ∞。

存在 δ > 0，令 Bδ(Q) 是以 Q 为中心、δ 为半径的球，在边界 ∂Bδ(Q) 上有：

−G(p,Q)|∂Bδ(Q) > 0

考虑函数 −G(p,Q)，它满足：
∆(−G(p,Q)) = 0, p ∈ Ω \Bδ(Q)

−G(p,Q)|∂Ω = 0

−G(p,Q)|∂Bδ(Q) > 0

由极值原理可知：

−G(p,Q) > 0, ∀p ∈ Ω \Bδ(Q)

另一方面：

−G(p,Q) =
1

4πr(p,Q)
− ν(p,Q) ≤ 1

4πr(p,Q)
− min

∂Ω
ν(p,Q)

=
1

4πr(p,Q)
− min

∂Ω

1

4πr(p,Q)
<

1

4πr(p,Q)
<

1

r(p,Q)

因此 0 < −G(p,Q) <
1

r(p,Q)
。

2. 考虑调和方程：
∆u = 0, x ∈ Ω

由格林函数表示公式：

u(Q) =

∫
∂Ω

∂G(p,Q)

∂n
u(p)dSp

取 u ≡ 1，这是调和方程的解，代入得：

1 =

∫
∂Ω

∂G(p,Q)

∂n
dSp

这就证明了第二个性质。

接下来我们来看在特定区域上的 Laplace 方程的 Dirichlet 问题. 我们先来看半平面上的：
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问题 5.2.3 (半平面 Laplace 方程的 Dirichlet 问题). 在半平面上的 Dirichlet 问题，
n = 2 时，解可表示为：

u(α) =

∫
∂Ω

∂G(p, α)

∂n
f(p)dSp

其中 G(p, α) = Γ(p, α) + v(p)。

令 v 满足如下条件： ∆v = 0

v|∂Ω = −Γ(p, α)

并且 G(p, α)|∂Ω = 0。

Γ(p, α) 表示在点 Q 放置单位正电荷产生的电势，v(p) 通过在 Q 的对称点 Q1 处放置

适量负电荷使得边界上电势为零。

设在半平面中点 α 处放置单位正电荷，在对称点 (x,−y) 处放置单位负电荷。
当 n = 2 时，Laplace 算子的基本解为：

Γ(r) = − 1

2π
ln 1

r

故格林函数为：

G(p, α) = Γ(p, α) + v(p) = − 1

2π
ln 1

r(p, α)
+

1

2π
ln 1

r(p, α1)

其中

r(p, α) =
√
(xp − x)2 + (yp − y)2, r(p, α1) =

√
(xp − x)2 + (yp + y)2

由对称性可知，在边界上有 r(p, α) = r(p, α1)，即 G(p, α)|∂Ω = 0。

计算法向导数：
∂G(p, α)

∂n
=

1

2π

(
∂

∂yp
ln 1

r
− ∂

∂yp
ln 1

r1

)
分别计算两项：

∂

∂yp
ln 1

r
= − ∂

∂yp
ln r = −1

r
· ∂r
∂yp

= −yp − y

r2

∂

∂yp
ln 1

r1
= − ∂

∂yp
ln r1 = − 1

r1
· ∂r1
∂yp

= −yp + y

r21

因此：
∂G(p, α)

∂n
=

1

2π

(
yp + y

r21
− yp − y

r2

)
解表示为：

u(α) =

∫
∂Ω

∂G(p, α)

∂n
f(xp, yp)dSp

在边界 ∂Ω 上，恒有 yp = 0，代入得：

u(α) =

∫
∂Ω

1

2π
· y
r2
f(xp)dSp =

1

π

∫
R
f(xp) ·

y

(x− xp)2 + y2
dxp

得到最终的形式解：

u(x, y) =
1

π

∫
R
f(ξ) · y

(x− ξ)2 + y2
dξ
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命题 5.2.2. 若 u 满足 u|∂Ω = f，则 u 有以下形式：

u(Q) =

∫
∂Ω

∂G(p,Q)

∂n
f(p)dSp

即 u 是方程组的解。

证明. 先证 u(Q) 满足 Laplace 方程：

∆Qu(Q) = ∆Q

∫
∂Ω

∂G(p,Q)

∂n
f(p)dSp =

∫
∂Ω

∆Q

(
∂G(p,Q)

∂n

)
f(p)dSp

=

∫
∂Ω

∂

∂n
(∆QG(p,Q))f(p)dSp

事实上：

∆QG(p,Q) = δ(p−Q) =

0, p 6= Q

∞, p = Q

因此：

∆Qu(Q) =

∫
∂Ω

∂

∂n
(δ(p−Q))f(p)dSp

注意到 Ω 是连通开集，故 ∂Ω ∩ Ω = ∅。另一方面，p ∈ ∂Ω，Q ∈ Ω，故 δ(p−Q) ≡ 0。

因此 ∆Qu(Q) = 0，即 u(Q) 满足 Laplace 方程。
对于边值条件的验证，由于 Q ∈ Ω，无法直接达到边界。需要说明：

lim
Q→∂Ω

u(Q) = f

这是由解的稳定性保证的。

注. 我们来详细说明一下怎么由解的稳定性保证的。

1. 非负性与归一化 证明：

(a) K(p,Q) ≥ 0 对所有 p ∈ ∂Ω, Q ∈ Ω。

(b)
∫
∂Ω

K(p,Q) dSp = 1, ∀Q ∈ Ω。

这可由极大值原理和格林函数的性质得到。

2. 质量集中性质 对任意 δ > 0，定义 Bδ(Q0) = {p ∈ ∂Ω : |p−Q0| < δ}，则：

lim
Q→Q0

∫
∂Ω\Bδ(Q0)

K(p,Q) dSp = 0

即当 Q 接近边界点 Q0 时，核 K(p,Q) 的质量集中在 p ≈ Q0 附近。

3. 连续性论证 由于 f 在 ∂Ω 上连续，对任意 ε > 0，存在 δ > 0 使得：

|f(p)− f(Q0)| < ε, ∀p ∈ Bδ(Q0)
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于是：

|u(Q)− f(Q0)| =
∣∣∣∣∫
∂Ω

K(p,Q)[f(p)− f(Q0)] dSp

∣∣∣∣
≤
∫
Bδ(Q0)

K(p,Q)|f(p)− f(Q0)| dSp

+

∫
∂Ω\Bδ(Q0)

K(p,Q)|f(p)− f(Q0)| dSp

≤ ε

∫
Bδ(Q0)

K(p,Q) dSp + 2M

∫
∂Ω\Bδ(Q0)

K(p,Q) dSp

其中 M = sup∂Ω |f |。

4. 取极限 由归一性
∫
∂Ω
K(p,Q) dSp = 1，得：

|u(Q)− f(Q0)| ≤ ε+ 2M

∫
∂Ω\Bδ(Q0)

K(p,Q) dSp

令 Q→ Q0，由质量集中性质，第二项趋于 0，故：

lim sup
Q→Q0

|u(Q)− f(Q0)| ≤ ε

由 ε 任意性，得：

lim
Q→Q0

u(Q) = f(Q0)

在平面问题中：

u(Q) = u(x, y) =
1

π

∫ ∞

−∞
f(ξ) · y

(x− ξ)2 + y2
dξ

需要说明：

lim
y→0+

u(x, y) = f(x)

当 y → 0+ 时：

(x− ξ)2 + y2 → 0 (ξ 6= x)

但在 ξ = x 时，趋于 ∞。
因此：

y

(x− ξ)2 + y2
→ δ(x− ξ) (y → 0+)

此时：

lim
y→0+

u(x, y) = 〈δ(x− ξ), f(ξ)〉 = f(x)

这就证明了边值条件的满足。

接下来，我们来看圆上的：

例 5.2.1 (圆上的 Laplace 方程的 Dirichlet 问题). 与半平面上的求解方法类似，取格
林函数

G(p, α) = Γ(p, α) + V (p)

其中 G(p, α)|∂Ω = 0。



72 5.2. Laplace 方程的 Dirichlet 问题

取反演点 Q1，满足 4OPQ ∼ 4OQ1P。

由相似三角形性质可知：
r

R
=
r1
ρ1
,

ρ

R
=
R

ρ1

⇒ r

r1
=
R

ρ1
=
ρ

R
, 故在Q1处放置

R

ρ
负电荷

⇒ G(p, α) = − 1

2π
ln 1

r(p, α)
+

1

2π
ln R/ρ

r(p, α1)

其中

r2(p, α) = (xp − xα)
2 + (yp − yα)

2

Q1 是完全确定的。无论 P 在边界上何处，Q1, Q 形成的电荷在 P 上的电势为 0。
设用极坐标，设 P (ρp, θp)，Q(ρ, θ)，Q1(ρ1, θ)，则

r2 = |PQ|2 = ρ2p + ρ2 − 2ρpρ cos(θp − θ)

r21 = |PQ1|2 = ρ2p + ρ21 − 2ρpρ1 cos(θp − θ)

并且
∂

∂n
=

∂

∂ρ
。

对于狄利克雷问题： ∆u = 0, x ∈ Ω

u|∂Ω = f

解为：

u(Q) =

∫
∂Ω

∂G(p,Q)

∂n
f(p)dSp

其中

ln R

ρr1
= ln R

ρ
− ln r1

令 ν = θ − φ，则

∂

∂ρ

(
ln R

ρr1

)
= −ρp − ρ1 cos ν

r21
=
ρ2ρp − ρ21ρ1 cos ν

R2r2

∂

∂ρ

(
ln 1

r

)
= −ρp − ρ cos ν

r2

代入得：
∂G(p,Q)

∂n
=

1

2π

(
−ρ

2R− ρ21ρ1 cos ν
R2r2

+
R− ρ cos ν

r2

)
由 ρ1ρ = R2，化简得：

=
1

2πR
· R

2 − ρ2

r2
=

1

2πR
· R2 − ρ2

ρ2 +R2 − 2Rρ cos(θ − φ)

则

u(θ) =

∫
∂Ω

∂G(p, θ)

∂n
f(p)dSp

使用坐标变换：

=

∫
∂Ω

1

2πR
· R2 − ρ2

ρ2 +R2 − 2Rρ cos(θp − θ)
· f(p)dSp
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=
1

2πR

∫ 2π

0

R2 − ρ2

ρ2 +R2 − 2Rρ cos(θp − θ)
· f(R, θp) ·Rdθp

=
1

2π

∫ 2π

0

R2 − ρ2

ρ2 +R2 − 2Rρ cos(θp − θ)
· f(θp)dθp

得到形式解：

u(ρ, θ) =
1

2π

∫ 2π

0

R2 − ρ2

ρ2 +R2 − 2Rρ cos(φ− θ)
f(φ)dφ

记 θp = φ。

注. 当 n = 2 时是线积分，在圆周 L = {p : dist(p,Q) = R} 上积分。对参数化x = x(t)

y = y(t)

有 ∫
g(x, y)dl =

∫
g(x(t), y(t))

√
(x′(t))2 + (y′(t))2dt

这里 x = R cos θ

y = R sin θ

则

(x′(t))2 + (y′(t))2 = R2, θ ∈ [0, 2π]

代入即得上述结果。

命题 5.2.3. 设 u(ρ, θ) =
1

2π

∫ 2π

0

R2 − ρ2

R2 + ρ2 − 2Rρ cos(θ − φ)
f(φ)dφ，则 u 是狄利克雷

问题 ∆u = 0, ρ ∈ Ω

u|∂Ω = f(ρ)

的解。

证明. 首先验证 u 满足 Laplace 方程：

∆αu(θ) = ∆α

∫
∂Ω

∂G(p, α)

∂n
f(p)dSp =

∫
∂Ω

∂

∂n
(∆αG(p, α)) f(p)dSp = 0

对于边界条件，由于 α 是内点，需要验证当 α 趋近于边界时的情况：

lim
α→∂Ω

u(θ) = f

即

lim
ρ→R−

1

2π

∫ 2π

0

R2 − ρ2

R2 + ρ2 − 2Rρ cos(θ − φ)
f(φ)dφ = f(R, θ)

我们通过以下断言来完成我们的证明.
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断言 5.2.4. 若 Fρ(θ − φ) 是 φ ∈ [0, 2π] 的周期为 2π 的连续函数，且满足：

1. 对任意 φ1, φ2 ∈ [0, 2π]，有 ∣∣∣∣∫ φ2

φ1

Fρ(θ − φ)dφ

∣∣∣∣ ≤ C

2. 在 [φ1, φ2] 上，

lim
ρ→R−

∫ φ2

φ1

Fρ(θ − φ)dφ =

1, θ ∈ [φ1, φ2]

0, else

则

lim
ρ→R−

Fρ(θ − φ) = δ(θ − φ)

断言证明. 首先，记

Fρ(θ − φ) =
1

2π
· R2 − ρ2

R2 + ρ2 − 2Rρ cos(θ − φ)
=
R2 − ρ2

r2

1. 由于 ρ2 < R2 且 r2 > 0，则对任意 φ ∈ [0, 2π]，

Fρ(θ − φ) ≥ 0 (a)

对任意 φ0 ∈ [0, 2π]，可以观察到

Fρ(θ − φ) =
∂G(p,Q)

∂n
·R

并且 ∫
∂Ω

∂G(p,Q)

∂n
f(p)dSp = 1

考虑如下方程： ∆u = 0, x ∈ Ω

u|∂Ω = 1

此时有 ∫
∂Ω

∂G(p,Q)

∂n
f(p)dSp =

∫ 2π

0

Fρ(θ − φ)dφ = 1 (b)

由 (a) 和 (b) 可知：

0 ≤
∫ φ2

φ1

Fρ(θ − φ)dφ ≤ 1

2. 当 θ /∈ [φ1, φ2] 时，此时 cos(θ − φ) < 1 。

由几何性质可知：r2 ≥ δ > 0。

对分子，当 ρ→ R− 时，Fρ(θ − φ) → 0，因此

lim
ρ→R−

∫ φ2

φ1

Fρ(θ − φ)dφ = 0
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当 θ ∈ [φ1, φ2] 时，考虑积分：

I =

∫ 2π

0

Fρ(θ − φ)dφ =

(∫
[0,2π]\[φ1,φ2]

+

∫
[φ1,φ2]

)
Fρ(θ − φ)dφ ≜ I1 + I2

当 θ 不在积分区间时，limρ→R− I1 = 0；当 θ 在积分区间时，limρ→R− I2 = 1。

综上，

lim
ρ→R−

Fρ(θ − φ) = δ(θ − φ)

我们回到原命题（解的验证上）：

则当 ρ→ R− 时，∫ 2π

0

Fρ(θ − φ)f(φ)dφ = 〈δ(θ − φ), f(φ)〉 = f(θ)

故是方程的解。

5.3 调和函数的其他性质

定理 5.3.1 (平均值公式逆定理). 若 u 满足 u ∈ C(Ω) ∩ C2(Ω)，且对任意 BR(Q) ⊂ Ω

满足平均值公式：

u(Q) =
1

|BR(Q)|

∫
BR(Q)

u(p)dp (5.18)

或等价地满足球面平均值公式：

u(Q) =
1

|SR(Q)|

∫
SR(Q)

u(p)dp (5.19)

则 u 在 Ω 内调和。

注. 其中 |BR(Q)| = m(BR(Q))，|SR(Q)| = m(SR(Q)).

证明. 在 Ω 中任取一小球 B，满足 B ⊂⊂ Ω。

令 v 为如下边值问题的解： ∆v = 0, p ∈ B

v|∂B = u|∂B

由于 v 在 B 上调和，则 v 在 B 内满足平均值公式。进而 v 在 B 内满足极值原理。

已知 u 也满足平均值公式，则 u 在 B 内也满足极值原理。

考虑函数 w = u− v，则 w 在 B 内也满足平均值公式：

w(Q) =
1

|BR(Q)|

∫
BR(Q)

w(p)dp

因此 w 在 B 上满足极值原理。
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又因为

w|∂B = u|∂B − v|∂B = 0

由极值原理可得：

w|B = 0

即 u = v 在 B 上恒成立。

由于 B 是 Ω 中任意小球，可知 u = v 在 Ω 上成立，因此 u 在 Ω 内调和。

定理 5.3.2 (可去奇点定理，n = 2). 若 u(α) 在 A 点附近调和（A 处可能不调和），并

且

u(α) = o(1) · ln r(A,Q)

则可以补充 u(α) 在 A 点处的值使得 u 在整个邻域中调和（也包括 A）。

证明. 由于
u(α) = o(1) · ln r(A,Q)

则

lim
α→A

u(α)

ln r(A,Q)
= 0

给定固定的 R，使得 BR(A) ⊂ Ω，对任意 δ < R，考虑球环区域 BR(A) \Bδ(A)。
定义比较函数：

Vϵ = ϵ

(
ln 1

r(A,Q)
− ln 1

R

)
可知：

∆Vϵ = 0, Q ∈ BR(A) \Bδ(A)

且

Vϵ|∂BR(A) = ϵ

(
ln 1

R
− ln 1

R

)
= 0

现在定义 u1 为如下边值问题的解：∆u1 = 0, x ∈ BR(A)

u1|∂BR(A) = u|∂BR(A)

考虑函数 w = u1 − u，则 w 满足：∆w = 0, BR(A) \Bδ(A)

w|∂BR(A) = u1|∂BR(A) − u|∂BR(A) = 0

只需要比较 Vϵ 和 w。

对任意固定的 ϵ > 0，有

lim
α→A

u(α)

ln r(A,α) = 0, lim
α→A

u1(α)

ln r(A,α) = 0

⇒ lim
α→A

|w|
ln r(A,α) = lim

α→A

|u1 − u|
ln r(A,α) = 0

则存在 δ0 > 0，在 ∂Bδ0 上有 |w| ≤ Vϵ。
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考虑函数 w − Vϵ，它在区域 BR(A) \Bδ0(A) 中满足：
∆(w − Vϵ) = 0, x ∈ BR(A) \Bδ0(A)

(w − Vϵ)|∂BR(A) = 0

(w − Vϵ)|∂Bδ0
(A) ≤ 0

由极值原理，在 BR(A) \Bδ0(A) 中有：

w − Vϵ ≤ 0 即 w ≤ Vϵ

同理，考虑函数 w + Vϵ，可得：
∆(w + Vϵ) = 0, x ∈ BR(A) \Bδ0(A)

(w + Vϵ)|∂BR(A) = 0

(w + Vϵ)|∂Bδ0
(A) ≥ 0

由极值原理，在 BR(A) \Bδ0(A) 中有：

w + Vϵ ≥ 0 即 w ≥ −Vϵ

因此，在 BR(A) \Bδ0(A) 中成立：

|w| ≤ Vϵ

令 δ0 → 0+，依然成立 |w| ≤ Vϵ，即 |w| ≤ Vϵ 在 BR(A) \ {A} 上成立。
令 ϵ→ 0，则 Vϵ → 0，于是：

|u1 − u| = 0 在BR(A) \ {A} 上

即 u1 = u 在 BR(A) \ {A} 中。由于 u1 在 BR(A) 中调和，可以通过定义 u(A) = u1(A)

来补充 u 在 A 点的值，使得 u 在整个 BR(A) 中调和。

注. 证明的想法就是：我们要证明我们可以通过补充点的值来证明在整个邻域内都是调和
的，那我们就可以构造一个满足的函数来验证二者极限相等就可以证明结论.

注. n = 3 的说明请参见 8.2.6 节.

性质 5.3.1 (调和函数的解析性). 对于 ∆u = 0 的解 u 不仅属于 C2，还是实解析的。

若 u 是 ∆u = 0 的 D ′ 解（分布意义解），即对 ∀φ ∈ C∞
0 (Ω)，有

〈∆u, φ〉 = 〈0, φ〉 = 0

⇒ 〈u,∆φ〉 = 0 成立，则 u 称为 D ′ 意义下的解.

下面我们来介绍（或者说是回顾）我们在复变函数中学到的刘维尔定理.

感觉可能考证明.
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定理 5.3.3 (Liouville 定理). 在全空间 Rn 上调和并有界的函数为常值。

证明. 对任意 x ∈ Rn，取两个球 BR(0) 和 BR(x)，其中 R > |x|。
由调和函数的平均值公式：

u(0) =
1

|BR(0)|

∫
BR(0)

u dV

u(x) =
1

|BR(x)|

∫
BR(x)

u dV

计算差值的估计：

|u(x)− u(0)| = 1

|BR|

∣∣∣∣∫
BR(0)

u dV −
∫
BR(x)

u dV

∣∣∣∣
≤ 1

|BR|

(∫
BR(0)\BR(x)

|u| dV +

∫
BR(x)\BR(0)

|u| dV
)

设 |u| ≤M，则：

|u(x)− u(0)| ≤ M

|BR|
(|BR(0) \BR(x)|+ |BR(x) \BR(0)|)

注. [BR(0) \BR(x)] ∪ [BR(x) \BR(0)] = BR(x)∆BR(x)

注意到对称差集的体积：

|BR(0) \BR(x)|+ |BR(x) \BR(0)| ≤ Cn [(R+ |x|)n − (R− |x|)n]

而球体积 |BR| = ωnR
n，因此：

|u(x)− u(0)| ≤ M

ωnRn
· Cn [(R+ |x|)n − (R− |x|)n]

注. deg [(R+ |x|)n − (R− |x|)n] = n− 1

当 R→ ∞ 时，右边趋于 0，故 u(x) = u(0)。由 x 的任意性，u 为常值函数。

下面我们来介绍几个和 Harnack 定理相关的结论.

定理 5.3.4 (Harnack 定理). 设 {un(x)}∞n=1 是区域 Ω 中的调和函数序列，且在 Ω 中

内闭一致收敛于 u(x)，则 u(x) 也是 Ω 中的调和函数。

证明. 任取闭球 B ⊂⊂ Ω，则 un 在 ∂B 上一致收敛于 u。对每个 un 有：

un(α) =

∫
∂B

∂G(p, α)

∂n
· un(p)dSp

其中 G(p, α) 是相应区域的格林函数。

令 fn(p) = un(p)，则 fn(p) 在 ∂B 上一致收敛于 f(p) = u(p)。

因此：

un(α) =

∫
∂B

∂G

∂n
· fn(p)dSp →

∫
∂B

∂G

∂n
· f(p)dSp = u(α)

由于格林函数的法向导数在 B 内部是光滑的，且 fn 一致收敛，极限与积分可交换。

得到的极限函数 u(α) 满足 ∆u = 0，且由 B 的任意性可知 u 在整个 Ω 上调和。

感觉可能考证明.
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命题 5.3.5. 设 n = 2，u在 BR(Q)中非负调和，且 u ∈ C(BR)，对 ∀P ∈ BR，ρ = |PQ|，
则

R− ρ

R+ ρ
u(Q) ≤ u(P ) ≤ R+ ρ

R− ρ
u(Q) (5.20)

注. 一般的 Harnack 不等式：对紧集 K ⊂⊂ Ω，取调和函数 u，有 (5.22)

sup
K
u ≤ C inf

K
u

其中 C 是常数。

实际上：若取 C = R+ρ
R−ρ，由

u(P ) ≤ R+ ρ

R− ρ
u(Q), Q 是球心

可得

sup
B
u(P ) ≤ Cu(Q)

同理又由
1

C
u(Q) ≤ u(P ) ⇒ 1

C
u(Q) ≤ inf

B
u(P )

因此

sup
B
u(P ) ≤ Cu(Q) ≤ C2 inf

B
u(P )

证明. 由圆形边界可知：

u(P ) = u(ρ, θ) =
1

2π

∫ 2π

0

R2 − ρ2

R2 + ρ2 − 2Rρ cos(θ − φ)
f(φ)dφ

其中 f(φ) = u(R,φ) 是边界值。

由 −1 ≤ cos(θ − φ) ≤ 1，可得

R2 − ρ2

(R+ ρ)2
≤ R2 − ρ2

R2 + ρ2 − 2Rρ cos(θ − φ)
≤ R2 − ρ2

(R− ρ)2

即
R− ρ

R+ ρ
≤ R2 − ρ2

R2 + ρ2 − 2Rρ cos(θ − φ)
≤ R+ ρ

R− ρ

因此
R− ρ

R+ ρ
· 1

2π

∫ 2π

0

f(φ)dφ ≤ u(P ) ≤ R+ ρ

R− ρ
· 1

2π

∫ 2π

0

f(φ)dφ

由调和函数的平均值性质，当 ρ = 0 时：

u(Q) =
1

2π

∫ 2π

0

f(φ)dφ

代入即得：
R− ρ

R+ ρ
u(Q) ≤ u(P ) ≤ R+ ρ

R− ρ
u(Q)
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命题 5.3.6 (Harnack 不等式). 设 u 在 Ω 中非负调和，B4R ⊂ Ω，则

sup
BR

u ≤ 3n inf
BR

u (5.21)

证明. 取 p1, p2 ∈ BR，由平均值公式：

u(p1) =
1

|BR|

∫
BR(p1)

u dV, u(p2) =
1

|BR|

∫
BR(p2)

u dV

由几何关系：BR(p1) ⊂ B3R(p2) ⊂ B4R，并且：

|B3R| = 3n|BR|

由于 u 非负调和，则：∫
BR(p1)

u dV ≤
∫
B3R(p2)

u dV ≤ 3n
∫
BR(p2)

u dV

因此：

u(p1) · |BR| ≤ 3nu(p2) · |BR|

即：

u(p1) ≤ 3nu(p2)

由 p1, p2 的任意性可知：

sup
BR

u(p) ≤ 3n inf
BR

u(p)

命题 5.3.7. 对紧集 K ⊂⊂ Ω，取调和函数 u，有

sup
K
u ≤ C inf

K
u (5.22)

其中 C 是常数。

证明. 取 R = 1
4
dist(K, ∂Ω)，此时保证对 ∀p ∈ K，均有

B4R(p) ⊂ Ω

由于 K 是紧集，则是全有界的，即存在有限个点 {p1, . . . , pN} ⊂ K，使得

K ⊂
N⋃
n=1

BR(pn)

对任意 pα, pβ ∈ K，设 pα ∈ BR(pi1)，pβ ∈ BR(pi2)，则存在有限个点 pj1 , . . . , pjm，使得

BR(pj1) ∩BR(pi1) 6= ∅, BR(pj2) ∩BR(pj1) 6= ∅, . . . , BR(pi2) ∩BR(pjm) 6= ∅

由上一个命题反复迭代，可知存在常数 C 使得：

u(pα) ≤ Cu(pβ)

由 pα, pβ 的任意性可知：

sup
K
u(p) ≤ C inf

K
u(p)
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5.4 亚椭圆

其实我这部分搞得不是很懂... 但我感觉这部分不可能考吧～vrv 也没留作业讲这部分也一
笔带过感觉是介绍性的...

我们先来定义 singsupp.

定义 5.4.1 (奇异支集 (Singular Support)). 设 u 是分布（广义函数），u ∈ D′(Rn)。
u 的奇异支集，记作 singsupp(u)，定义为 Rn 中满足以下条件的最大开集的补集：在
该开集上 u 是一个 C∞ 函数。

等价地，x0 /∈ singsupp(u) 当且仅当存在 x0 的邻域 U 使得 u 在 U 上等于某个 C∞ 函

数。

即：

singsupp(u) = Rn \
⋃

{U ⊂ Rn 开集 : u|U ∈ C∞(U)}

例 5.4.1. ♥ 对于 Dirac δ 函数：singsupp(δ) = {0}

♥ 对于 Heaviside 函数 H(x)：singsupp(H) = {0}

♥ 对于 f(x) = |x|：singsupp(f) = {0}

♥ 对于光滑函数 g ∈ C∞：singsupp(g) = ∅

定义 5.4.2. 线性偏微分算子 P =
∑

|α|≤m aα(x)∂
α
x，其中 aα(x) ∈ C∞(Ω)。若满足对

u ∈ D ′(Ω) 有 singsupp u ⊆ singsupp Pu，则称 P 是亚椭圆的。

即：P 是亚椭圆的 ⇐⇒ 对 u ∈ D ′(Ω)，若 Pu ∈ C∞(Ω)，则 u ∈ C∞(Ω)。

证明. 设 u ∈ D ′(Ω)，若 Pu ∈ C∞(Ω)，则 u ∈ C∞(Ω)。

这意味着 u 光滑的区域要大于 Pu 光滑的区域，即

singsupp u ⊆ singsupp Pu

另一方面，已知 P 是亚椭圆的，u ∈ D ′(Ω) 且 Pu ∈ C∞(Ω)。

由于 singsupp u ⊆ singsupp Pu，且 Pu ∈ C∞(Ω) =⇒ singsupp Pu = ∅，因此
singsupp u = ∅，即 u ∈ C∞(Ω)。

定理 5.4.1. 对于 C∞(Ω) 系数线性偏微分算子 P，设 E 是基本解，则

PE = δ(x)

且

singsupp PE = singsupp δ = {0}

若 P 是亚椭圆的，则有

singsupp E ⊆ singsupp PE = {0}

即

singsupp E = {0}
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证明. 设 E 是 P 的基本解，满足 PE = δ。

由于 δ 的奇性支集为 {0}，即 singsupp δ = {0}。
若 P 是亚椭圆的，由定义有：

singsupp E ⊆ singsupp PE = singsupp δ = {0}

又因为 E 在原点处必有奇性（否则 PE 将光滑），所以

singsupp E = {0}

即 C∞ 系数线性偏微分算子 P 若为亚椭圆，则其基本解的奇性支集为 {0}。

定理 5.4.2. 设 P 是常系数线性偏微分算子，则

P 是亚椭圆的 ⇐⇒ 基本解E 满足PE = δ 且sing suppE = {0}.

其中：

1. P =
∑

|α|≤m aα∂
α
x 是常系数算子；

2. sing suppE = {0} 是常系数线性偏微分算子为亚椭圆的充要条件。

定理 5.4.3. Laplace 算子 ∆ 是亚椭圆的。

1. ∆ 是常系数、偏微分、线性算子；

2. 基本解 E(r) 满足 sing suppE(r) = {0}。

定理 5.4.4. ∆u = 0 的 D′(Ω) 解均是 C∞ 解，进而是实解析的。

证明. ∆ 是亚椭圆算子，u 是 ∆u = 0 的 D′ 解。

由 0 ∈ C∞ 可得 u ∈ C∞，因此 u 是 C2 的经典解。

由于 Laplace 方程的解具有解析性，故 u 是解析的。

注. 这里的正则性结论均针对区域内部，在边界上可能有奇性。



6. 抛物型方程

6.1 热传导方程的导出 83

6.2 热传导方程的边初值问题 90

我们在这一章节主要研究下面三个问题：

热方程：

∂tu− a2∆u = f(x, t) (6.1)

柯西问题： ∂tu− a2∆u = f(t, x), t > 0

u|t=0 = g(x)
(6.2)

初边值问题： 
∂tu− a2∆u = f(t, x), t > 0, x ∈ Ω

u|∂Ω = s(x, t)

u|t=0 = g(x)

(6.3)

6.1 热传导方程的导出

我们先导出热传导方程：

83
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问题 6.1.1 (热传导方程的导出 n = 3). 热传导算子的基本解（t > 0）。

对于 t > 0，有

E(x, t) = (4πa2t)−n/2H(t) exp
(
− |x|2

4a2t

)
(6.4)

设 E(x, t) 是基本解，则

∂E(x, t)

∂t
− a2∆E(x, t) = δ(x, t) (∗)

对 (∗) 式两边同时对 x 作 Fourier 变换：

Fx→ξ

(
∂E(x, t)

∂t
− a2∆E(x, t)

)
= Fx→ξ(δ(x, t))

化简之后得到：
∂

∂t
Ê(ξ, t) + a2|ξ|2Ê(ξ, t) = δ(t)

即关于 Ê(ξ, t) 的一阶非齐次常微分方程。

⇒ Ê(ξ, t) = H(t)e−a
2|ξ|2t

利用 Fourier 逆变换：

E(x, t) = (2π)−n
∫
Rn

eix·ξÊ(ξ, t)dξ

= (2π)−nH(t)

∫
Rn

eix·ξe−a
2|ξ|2tdξ

= (2π)−nH(t)

∫
Rn

e−a
2t|ξ|2+ix·ξdξ

利用高斯积分公式： ∫
Rn

e−A|ξ|2+ix·ξdξ =
( π
A

)n/2
e−

|x|2
4A

取 A = a2t，得：

E(x, t) = (2π)−nH(t)
( π

a2t

)n/2
e−

|x|2

4a2t

= H(t) · (4πa2t)−n/2 exp
(
− |x|2

4a2t

)
因此：

E(x, t) = H(t) · (4πa2t)−n/2 exp
(
− |x|2

4a2t

)

注. 我们对化简步骤进行补充一下：

1. 线性性：利用 Fourier 变换的线性性，将左边拆分为两项：

Fx→ξ

(
∂E(x, t)

∂t

)
− a2Fx→ξ (∆E(x, t))

2. 时间导数项：由于 Fourier 变换只对空间变量 x 进行，时间导数可以移到变换外面：

Fx→ξ

(
∂E(x, t)

∂t

)
=

∂

∂t
Ê(ξ, t)
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其中 Ê(ξ, t) = Fx→ξ[E(x, t)]。

3. 拉普拉斯算子的 Fourier 变换：利用 Fourier 变换的性质，对于拉普拉斯算子有：

Fx→ξ[∆E(x, t)] = −|ξ|2Ê(ξ, t)

这是因为在 Fourier 空间中， ∂
∂xj

→ iξj，所以

∆ =
n∑
j=1

∂2

∂x2j
→

n∑
j=1

(iξj)
2 = −|ξ|2

根据 Fourier 变换的微分性质：

一阶偏导 ∂E
∂xj
的 Fourier 变换为 iξjÊ(ξ, t)，因此二阶偏导 ∂2E

∂x2
j
的 Fourier 变换为

(iξj)
2Ê(ξ, t) = −ξ2j Ê(ξ, t)。

拉普拉斯算子 ∆ =
∑n

j=1
∂2

∂x2
j
的 Fourier 变换即为对所有方向求和：

∑n
j=1 −ξ2j Ê(ξ, t) =

−|ξ|2Ê(ξ, t)，其中 |ξ|2 =
∑n

j=1 ξ
2
j。

4. 右边项的 Fourier 变换：

Fx→ξ[δ(x)δ(t)] = δ(t)Fx→ξ[δ(x)] = δ(t) · 1 = δ(t)

因为 Dirac δ 函数的 Fourier 变换是常数 1。

将以上结果代入原式：

∂

∂t
Ê(ξ, t)− a2

(
−|ξ|2Ê(ξ, t)

)
= δ(t)

整理后得到：
∂

∂t
Ê(ξ, t) + a2|ξ|2Ê(ξ, t) = δ(t)

下面我们来分析一般的非齐次热传导方程 Cauchy 问题：

问题 6.1.2. 一般的非齐次热传导方程 Cauchy 问题：

(P )


∂u

∂t
− a2∆u = f(x, t), x ∈ Ω, t > 0

u|t=0 = φ(x)
(6.5)

方法一. 利用叠加原理，将问题分解为两个方程：

(P1)


∂u

∂t
− a2∆u = 0

u|t=0 = φ(x)
(P2)


∂u

∂t
− a2∆u = f(x, t)

u|t=0 = 0

由于 P 是线性问题，若 u1 是 P1 的解，u2 是 P2 的解，则 u = u1 + u2 是 P 的解。

Step 1 : 求解 P1

(P1)


∂u

∂t
− a2∆u = 0

u|t=0 = φ(x)
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我们对 x 进行 Fourier 变换，得
∂

∂t
û(ξ, t) + a2|ξ|2û(ξ, t) = 0

û(ξ, t)|t=0 = φ̂(ξ)

化为了一阶常系数常微分方程的初值问题，求解得到

û(ξ, t) = φ̂(ξ) · e−a
2|ξ|2t

对 û(ξ, t) 进行 Fourier 逆变换

u(x, t) = F−1
ξ→x(φ̂(ξ) exp(−a2|ξ|2t))

由卷积定理：(f ∗ g)̂ = f̂ · ĝ，则 f ∗ g = F−1(f̂ · ĝ)。

令 f̂1 = exp(−a2|ξ|2t)，f̂2 = φ̂(ξ)，则

u(x, t) = F−1(f̂1 · f̂2) = f1(x, t) ∗ f2(x)

其中 f2(x) = φ(x)，只需计算 f1(x, t)：

f1(x, t) = F−1(exp(−a2|ξ|2t))

= (2π)−n
∫
Rn

eix·ξe−a
2|ξ|2tdξ

= (4πa2t)−
n
2 e−

|x|2

4a2t

则

u(x, t) = φ(x) ∗ f1(x, t)

= (4πa2t)−
n
2

∫
Rn

φ(y)e−
|x−y|2

4a2t dy

= H(t) · (4πa2t)−n
2

∫
Rn

φ(y)e−
|x−y|2

4a2t dy

= E(x, t) ∗ φ(x)

其中 E(x, t) = H(t)(4πa2t)−n/2e−|x|2/(4a2t) 是热方程的基本解。

上述步骤表明，当 u(x, t) 满足 (P1) 时，

u(x, t) = E(x, t) ∗ φ(x)

下面我们验证 u(x, t) 满足 (P1)：

(
∂

∂t
− a2∆

)
u(x, t) =

(
∂

∂t
− a2∆

)
(E(x, t) ∗ φ(x))

=

[(
∂

∂t
− a2∆

)
E(x, t)

]
∗ φ(x)

= δ(x, t) ∗ φ(x)

= 〈δ(t, y), φ(x− y)〉y
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断言 6.1.1.
〈δ(x, t), f(x)〉 = δ(t)f(0) (6.6)

断言的证明. 我们使用磨光核逼近：设 δε(t, x) = δε(t)δε(x) ∈ C∞
0 (Rn+1)。

对 ∀ϕ ∈ C∞
0 (R)，则有

〈δε(t, x), f(x)〉, ϕ(t)〉 → 〈〈δ(t, x), f(x)〉, ϕ(t)〉

=

∫
ϕ(t)dt

∫
δε(t, x)f(x)dx

=

∫ ∫
ϕ(t)δε(t, x)f(x)dxdt

= 〈δε(t, x), f(x)ϕ(t)〉

→ 〈δ(t, x), f(x)ϕ(t)〉

= f(0)ϕ(0) = f(0)〈δ(t), ϕ(t)〉 = 〈f(0)δ(t), ϕ(t)〉

从而有 〈δ(t, x), f(x)〉 = f(0)δ(t)。

由断言结果：

〈δ(t, y), φ(x− y)〉y = φ(x)δ(t)

由于 t > 0，有 δ(t) = 0，则
(
∂

∂t
− a2∆

)
u(x, t) = 0。

下面我们验证初值条件：

lim
t→0+

u(x, t) = φ(x)

由于 u(x, t) = E(x, t) ∗ φ(x)，实际上需要验证 limt→0+ E(x, t) = δ(x)

则有

lim
t→0

u(x, t) = δ(x) ∗ φ(x) = φ(x)

满足初值条件。

Step 2 : 求解 P2

(P2)


∂u

∂t
− a2∆u = f(x, t), t > 0

u|t=0 = 0

考虑齐次化原理 (Duhamel 原理)，将 P2 化为齐次方程并受边界问题。

注. 关于 Duhamel 原理具体可参见 theorem 6.2.3.

设 U(x, t, τ) 是方程

(P3)


∂U

∂t
− a2∆U = 0, t > τ

U(x, t, τ)|t=τ = f(x, τ)

的解，则
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断言 6.1.2.
u(x, t) =

∫ t

0

U(x, t, τ)dτ (6.7)

是方程 P2 的解。

断言的证明.

∂u

∂t
= U(x, t, t) +

∫ t

0

∂U(x, t, τ)

∂t
dτ

= f(x, t) +

∫ t

0

a2∆U(x, t, τ)dτ (∆ 只与x 有关)

= f(x, t) + a2∆

∫ t

0

U(x, t, τ)dτ

= f(x, t) + a2∆u

对初值问题，积分上下限均为 0，则 u(x, t)|t=0 = 0。

注. 实际上我们就是通过 Duhamel原理把 (P2)化成一个形式上与 (P1)相似的 (P3)，

然后再根据 (P1) 的解表示成 (P3) 最后带回 (P2).

利用 (P1) 的解写出方程组 (P3) 的解：

U(x, t, τ) = U(x, t− τ)

= (4π(t− τ)a2)−
n
2

∫
Rn

f(y, τ) exp
(
− |x− y|2

4a2(t− τ)

)
dy

则

u(x, t) =

∫ t

0

U(x, t, τ)dτ

=

∫ t

0

[
(4π(t− τ)a2)−

n
2

∫
Rn

f(y, τ) exp
(
− |x− y|2

4a2(t− τ)

)
dy

]
dτ

直接写成 Rn 上的积分：

=
x

Rn+1

(4π(t− τ)a2)−
n
2 f(y, τ) exp

(
− |x− y|2

4a2(t− τ)

)
H(τ)H(t− τ)dydτ

= E(x, t) ∗ (H(t)f(x, t)) ≜ u2

需要验证 u2 是 (P2) 的解。

齐次化原理时已经验证 u2 是 (P2) 的解，并且对方程 (P3) 实际上是验证 U(x, t− τ) 是

类似于 P1 的解。实际上已经验证最终 (P ) 的解只需 u1 + u2。

解：方法二. 我们采用一种新的思路，用基本解 E(x, t) 直接求形式解：∂u
∂t

− a2∆u = f(x, t), t > 0

u|t=0 = φ(x)
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p =
∂

∂t
− a2∆

前提：若算子 p 的基本解是 E(x, t)，则 u = E ∗ f 是 pu = f 的 D′ 解。

对于方程（p）直接代入无弦展边边值信息，需进一步处理

令 ũ(x, t) = H(t)u(x, t)，其中 u(x, t) 是方程 p 的解

ũ(x, t)|t>0 = H(t)u(x, t)|t>0 = u(x, t)

则

(
∂

∂t
− a2∆)ũ(x, t) = (

∂

∂t
− a2∆)H(t)u(x, t) = F (x, t)

此时

ũ(x, t) = E(x, t) ∗ F (x, t) t>0
= u(x, t)

这里是对所有未知数的进行卷积。

对于 F (x, t) = (∂t − a2∆)H(t) · u(x, t)

= ∂tH(t)u(x, t)− a2∆H(t) · u(x, t)

= δ(t)u(x, t) +H(t) · ∂
∂t
u(x, t)−H(t) · a2∆u(x, t)

= δ(t)u(x, t) +H(t) · (∂u
∂t

− a2∆u)

= δ(t)u(x, t) +H(t) · f(x, t)

= δ(t)φ(x) +H(t) · f(x, t)

其中，对 ∀ξ ∈ C∞
0 (R1)，则有

〈δ(t)u(x, t), ξ(t)〉 = 〈δ(t), u(x, t)ξ(t)〉

= u(x, 0) · ξ(0) = u(x, 0)〈δ(t), ξ(t)〉 或 δ(t)u(x, t) = δ(t)φ(x)

= 〈δ(t)u(x, 0), ξ(t)〉 = 〈δ(t)φ(x), ξ(t)〉

故有

û(x, t) = E(x, t) ∗ F (x, t)

= E(x, t) ∗ (δ(t) · φ(x) +H(t) · f(x, t))

其中 E(x, t) = H(t) · (4πa2t)−n
2 exp(− |x|2

4a2t
)

(i) δ(t) · φ(x) ∗ E(x, t)

使用度为极距，则 δϵ(t) = δ(t) ∗ Φϵ(t) ∈ C∞
0 (R)

故 δϵ(t) · φ(x) ∗ E(x, t) =
s
Rn+1 δϵ(T )φ(y)E(x− y, t− T )dydT

由于 δϵ(t) ∈ C∞
0 (R), φ(x) 是有界连续

E(x, t) 在空间方向 x 上是急减的，从而积分有意义

故 δϵ(t) · φ(x) ∗ E(x, t) =
∫
Rn φ(y)dy

∫
R
δϵ(T )E(x− y, t− T )dT

= 〈φ(y), 〈δϵ(T ), E(x− y, t− T )〉T 〉y
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两边同时取极限，有

δ(t) · φ(x) ∗ E(x, t) = 〈φ(y), 〈δ(T ), E(x− y, t− T )〉T 〉y

= 〈φ(y), E(x− y, t)〉y

= E(x, t) ∗ φ(x)

= H(t)(4πa2t)−
n
2

∫
Rn

φ(y) exp(−|x− y|2

4a2t
)dy

注. 9 δ(t) · φ(x) ∗ E(x, t) = φ(x) ∗ E(x, t)

与法一中 (P1)

{
∂tu− a2∆u = 0,

u|t=0 = φ(x)
(t > 0) 的结果相同。

(ii) (H(t) · f(x, t)) ∗ E(x, t)

(H(t) · f(x, t)) ∗ E(x, t) =
x
Rn+1

H(T )f(y, T )H(t− T )[4πa2(t− T )]−
n
2 e

− |x−y|2

4a2(t−T ) dydT

注意该等式，H(T ) = 1 ⇒ T > 0

H(t− T ) = 1 ⇒ t− T > 0, 故 0 < T < t

=

∫
Rn

∫ t

0

f(y, T )(4πa2(t− T ))−
n
2 exp(− |x− y|2

4a2(t− T )
)dTdy

注. (H(t) · f(x, t)) ∗ E(x, t) 与 p2

{
∂tu− a2∆u = f(x, t), t > 0

u|t=0 = 0
的解相同。

综上：û(x, t) = φ(x) ∗ E(x, t) + (H(t) · f(x, t)) ∗ E(x, t)

这仍是形式解。需要进一步验证，这一步已在方法一中验证。

6.2 热传导方程的边初值问题

下面我们来看热传导方程的初边值问题：

问题 6.2.1 (热传导方程的初边值问题). 考虑热传导方程的初边值问题：
∂tu− α2∆u = 0, t > 0

u|t=0 = f(x)

u|Γ = g(x, t)

(6.8)

其中 Γ 表示空间区域的边界。抛物边界是指空间边界在时间区间 [0, T ] 上进行推移形

成的边界。设 ΓT 表示 [0, T ] 上的抛物边界，则有 u|ΓT
= g(x, t)。

当 n = 1 时，抛物边界为 x = α 和 x = β 两条直线；当 n = 2 时，抛物边界是柱体侧

面（除去上底面）。

注. 无内部热源的热传导过程对应于齐次热传导方程。
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下面我们给出热传导方程的初边值问题的极值原理.

定理 6.2.1 (极值原理). 设 u(x, t) 在区域 RT = {α ≤ x ≤ β, 0 ≤ t ≤ T} 上满足齐次
热传导方程 ∂tu− a2∂xxu = 0，则 u(x, t) 在 RT 上的最大值和最小值必在抛物边界 ΓT

上取得，即：

max
ΓT

u(x, t) = max
RT

u(x, t), min
ΓT

u(x, t) = min
RT

u(x, t)

注. 实际上这类极值原理都和复变函数中的最大模原理类似.

证明. 我们 仅证明最大值情形。

注. 考虑函数 w(x, t) = −u(x, t)，则 w 也满足热传导方程。由最大值情形：

max
RT

w = max
ΓT

w ⇒ −min
RT

u = −min
ΓT

u

因此 minRT
u = minΓT

u。

设 M = maxRT
u(x, t)，m = maxΓT

u(x, t)，显然 M ≥ m。采用反证法，假设 m < M，

即 u(x, t) 在 RT 内部某点 (x∗, t∗) 取得最大值 M，其中 α < x∗ < β，0 < t∗ ≤ T。

构造辅助函数：

v(x, t) = u(x, t) +
M −m

4L2
(x− x∗)2

其中 L = β − α。在抛物边界 ΓT 上考察 v(x, t)：

v(x, t)
∣∣
ΓT

= u(x, t)
∣∣
ΓT

+
M −m

4L2
(x− x∗)2

∣∣
ΓT

≤ m+
M −m

4
< M

因为 (x− x∗)2 ≤ L2 且在边界上严格小于 L2。然而在内部点 (x∗, t∗) 处：

v(x∗, t∗) = u(x∗, t∗) =M

因此 v(x, t) 在 RT 内部某点 (x1, t1) 取得最大值。

而在极大值点 (x1, t1) 处有：

∂xxv(x1, t1) ≤ 0, ∂tv(x1, t1) ≥ 0

注. 若函数 v(x, t) 在区域 RT 内部一点 (x1, t1) 处取得极大值，且在该点处可微，则必须

满足：

∂xxv(x1, t1) ≤ 0, ∂tv(x1, t1) ≥ 0

这是由于：对于空间变量 x，在极大值点处二阶导数非正（凹函数）；对于时间变量 t，在极

大值点处若 t1 < T，则时间导数为零（极值点必要条件），若 t1 = T，则时间导数非负（否则

在 t > T 时函数值会更大，与最大值假设矛盾）。

当 0 < t1 < T 时，∂tv(x1, t1) = 0；当 t1 = T 时，∂tv(x1, t1) ≥ 0。因此：

(∂t − a2∂xx)v(x1, t1) ≥ 0

但直接计算得：

(∂t − a2∂xx)v = (∂t − a2∂xx)u− a2 · M −m

2L2
= −a2 · M −m

2L2
< 0

这就产生了矛盾，故假设不成立，必有 m =M。
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下面我们来研究初边值问题解的唯一性和稳定性.

问题 6.2.2 (初边值问题唯一性与稳定性). 考虑热传导方程的初边值问题：
∂tu− a2∂xxu = f(x, t)

u|t=0 = φ(x)

u(α, t) = µ1(t), u(β, t) = µ2(t)

(6.9)

解.

唯一性 设 u1, u2 均是上述初边值问题的解，令 w(x, t) = u1 − u2，则 w(x, t) 满足：(∂t − a2∂xx)w = 0

w|ΓT
= 0

由极值原理可知 w ≡ 0，从而 u1 = u2。

稳定性 设 u1, u2 分别满足两个初边值问题：

(P1)

(∂t − a2∂xx)u = f(x, t)

u|ΓT
= g1(x, t)

(P2)

(∂t − a2∂xx)u = f(x, t)

u|ΓT
= g2(x, t)

若在抛物边界 ΓT 上满足 max |g1 − g2| ≤ ϵ，令 w = u1 − u2，则 w 满足：

(P )

(∂t − a2∂xx)w = 0

w|ΓT
= g1 − g2

由极值原理可得：

|u1 − u2| ≤ max
ΓT

|g1 − g2| ≤ ϵ

注. 这里证明的是热传导方程解关于边界条件的连续依赖性。具体而言，若两个解的边界
数据 g1 和 g2 在抛物边界 ΓT 上相差不超过 ϵ，则在整个区域 RT 内，两个解的差 |u1 − u2|
也不超过 ϵ。

这意味着边界条件的微小扰动只会引起解的微小变化，体现了热传导问题的稳定性。从

物理角度看，这符合热传导过程的平滑特性：边界温度的微小变化不会导致内部温度分布的

剧烈改变。

接下来我们考虑热传导方程初值问题的极值原理.

问题 6.2.3 (初值问题的极值原理). 考虑热传导方程的初值问题：∂tu− a2∂xxu = 0, t > 0

u|t=0 = φ(x)

有界函数类条件：存在常数 B > 0，对 ∀t ≥ 0，−∞ < x < +∞，满足 |u(x, t)| < B。
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注. 物理角度理解：u 表示物体的温度，在实际物理过程中温度总会存在最大值或
上界。

解. 我们通过初边值问题的极值原理来说明初值问题解的唯一性和稳定性：

唯一性 设 u1, u2 均满足该方程，令 u = u1 − u2，则 u 满足：∂tu− a2∂xxu = 0

u|t=0 = 0

并且 u 有界：|u| ≤ |u1|+ |u2| ≜M。

取任意给定点 (x0, t0)，t0 > 0，考虑区域 R0 = {(x, t) | |x− x0| ≤ L, 0 ≤ t ≤ t0}。

构造辅助函数：

v(x, t) =
4B

L2

(
|x− x0|2

2
+ a2t

)
则：

∂v

∂t
− a2

∂2v

∂x2
=

4Ba2

L2
− a2 · 4B

L2
= 0

在抛物边界 ΓT 上：

♥ 底边 t = 0：v(x, 0) = 2B
L2 (x− x0)

2 ≥ 0 = u(x, 0)

♥ 侧边 x = x0 ± L：v(x0 ± L, t) = 2B +
4Ba2

L2
t ≥ 2B ≥ u(x0 ± L, t)

因此 v(x, t)
∣∣
ΓT

≥ u(x, t)
∣∣
ΓT
成立，且满足：

∂v

∂t
− a2

∂2v

∂x2
= 0

v
∣∣
ΓT

≥ u
∣∣
ΓT

则在构造的抛物区域 R0 上均成立：

v(x, t) ≥ u(x, t)

注. 考虑函数 w(x, t) = v(x, t)− u(x, t)，则 w(x, t) 满足：

(a) 在区域内部：由于 (∂t − a2∂xx)v = 0 且 (∂t − a2∂xx)u = 0，因此

(∂t − a2∂xx)w = 0

(b) 在抛物边界 ΓT 上：由前面验证可知

w|ΓT
= v|ΓT

− u|ΓT
≥ 0

(c) 应用极值原理：对于热传导方程，如果函数在抛物边界上非负，且在内部满足方程，
则在整个区域上函数值保持非负，即

w(x, t) ≥ 0 在 R0 上恒成立
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因此得到 v(x, t) ≥ u(x, t) 在 R0 上成立。这是热传导方程极值原理的直接推论：解在

区域内部的值不会超过其在抛物边界上的最大值。(最大最小值都在抛物边界上取到)

即：

u(x, t) ≤ 4B

L2

(
|x− x0|2

2
+ a2t

)
同理可证：

u(x, t) ≥ −4B

L2

(
|x− x0|2

2
+ a2t

)
综上：

|u(x, t)| ≤ 4B

L2

(
|x− x0|2

2
+ a2t

)
在点 (x0, t0) 处：

|u(x0, t0)| ≤
4Ba2

L2
· t0

令 L→ ∞，则 u(x0, t0) = 0。由 (x0, t0) 的任意性，u(x, t) ≡ 0，即 u1 = u2。

稳定性 设 u1, u2 分别满足：∂tu1 − a2∂xxu1 = 0, t > 0

u1|t=0 = φ1(x)

∂tu2 − a2∂xxu2 = 0, t > 0

u2|t=0 = φ2(x)

并且 |φ1(x)− φ2(x)| < η，只需证明 |u1 − u2| < η。

令 w = u1 − u2，则 w 满足方程：∂tw − a2∂xxw = 0, t > 0

w|t=0 = φ1 − φ2

且 w 有界：|w| ≤ |u1|+ |u2| ≤ 2B。

取任意给定点 (x0, t0)，t0 > 0，考虑区域 R0 = {(x, t) | |x− x0| ≤ L, 0 ≤ t ≤ t0}。

构造辅助函数：

v(x, t) =
4B2

L2

(
|x− x0|2

2
+ a2t

)
+ η

则：
∂v

∂t
− a2

∂2v

∂x2
=

4B2a2

L2
− a2 · 4B

2

L2
= 0

在抛物边界 ΓT 上：

♥ 底边 t = 0：v(x, 0) = 2B2

L2 (x − x0)
2 + η ≥ η > |φ1(x) − φ2(x)| = w(x, 0)，因为

|φ1 − φ2| < η 且 (x− x0)
2 ≥ 0。

♥ 侧边 x = x0±L：v(x0±L, t) = 2B2+
4B2a2

L2
t+η ≥ 2B2+η ≥ 2B ≥ |w(x0±L, t)|，

因为 |w| ≤ 2B 且 2B2 + η ≥ 2B（取 B ≥ 1 时成立）。

因此 v(x, t)
∣∣
ΓT

≥ w(x, t)
∣∣
ΓT
成立。此时我们令 h = v − u，则有 h

∣∣
ΓT

≥ 0. 又由极值原
理，h 的最大最小值在抛物边界上取到，而 h

∣∣
ΓT

≥ 0，故在 R0 上成立：

h ≥ 0 ⇒ v(x, t) ≥ w(x, t)
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即

w(x, t) ≤ 4B2

L2

(
|x− x0|2

2
+ a2t

)
+ η

同理可证：

w(x, t) ≥ −4B2

L2

(
|x− x0|2

2
+ a2t

)
− η

因此：

|w(x, t)| ≤ v(x, t) =
4B2

L2

(
|x− x0|2

2
+ a2t

)
+ η

在点 (x0, t0) 处：

|w(x0, t0)| ≤
4B2a2

L2
t0 + η

令 L→ ∞，则 |w(x0, t0)| ≤ η。由 (x0, t0) 的任意性，|u1 − u2| ≤ η。

接下来我们考虑热传导方程初边值问题的求解.

问题 6.2.4 (热传导方程初边值问题的求解).
∂u

∂t
− a2

∂2u

∂x2
= f(x, t), t > 0

u(0, t) = µ1(t), u(l, t) = µ2(t)

u|t=0 = φ(x)

(6.10)

法一（叠加原理 + Duhamel 原理）.

Step1 ：化为零边值条件问题

构造 v(x, t) 使得 v(0, t) = µ1(t)

v(l, t) = µ2(t)

我们取 v(x, t) = µ1(t) +
x
l
(µ2(t)− µ1(t))，令 ū = u− v 满足

∂ū

∂t
− a2

∂2ū

∂x2
= f(x, t)− (

∂v

∂t
− a2

∂2v

∂x2
) := f̄(x, t)

ū(0, t) = ū(l, t) = 0

ū(x, 0) = φ(x)− v(x, 0) := ¯φ(x)

即得到零边值条件问题.

Step2 ：只考虑零边值条件问题：
∂u

∂t
− a2

∂2u

∂x2
= f(x, t), t > 0

u(0, t) = u(l, t) = 0

u|t=0 = φ(x)

(P0)
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我们考虑叠加原理： 
∂u

∂t
− a2

∂2u

∂x2
= 0, t > 0

u(0, t) = u(l, t) = 0

u|t=0 = φ(x)

(P1)


∂u

∂t
− a2

∂2u

∂x2
= f(x, t), t > 0

u(0, t) = u(l, t) = 0

u|t=0 = 0

(P2)

Step3 ：求解齐次方程非零初值问题(P1)

设解具有变量分离形式 u(x, t) = X(x)T (t)，代入齐次方程可得：

X(x)T ′(t)− a2T (t) ·X ′′(x) = 0

分离变量得：
X ′′(x)

X(x)
=

T ′(t)

a2T (t)
= −µ

由边界条件：

u(0, t) = X(0)T (t) = 0 对 ∀t, u(L, t) = X(L)T (t) = 0 对 ∀t

得到特征值问题： X ′′(x) + µX(x) = 0

X(0) = X(L) = 0

(a) 当 µ < 0 时，特征方程为 λ2 + µ = 0，即 λ = ±
√
−µ，通解为：

X(x) = C1e
√
−µx + C2e

−
√
−µx

代入边界条件： C1 + C2 = 0

C1e
√
−µL + C2e

−
√
−µL = 0

⇒ C1 = C2 = 0

则 X(x) ≡ 0，此时 u(x, t) = 0，不符合初值条件，舍去。

(b) 当 µ = 0 时，X(x) = C1x+ C2，代入边界条件：C2 = 0

C1L+ C2 = 0
⇒ C1 = C2 = 0

仍然只有零解，不符合要求。

(c) 当 µ > 0 时，通解为：

X(x) = C1 cos√µx+ C2 sin√
µx
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代入边界条件： X(0) = C1 = 0

X(L) = C2 sin√
µL = 0

当 µk =

(
kπ

L

)2

，k ∈ N∗ 时，C2 可以不为 0。

得到特征函数：

Xk(x) = Ck sin kπ
L
x

注. 其中 {µk} 的特征值，
{

sin kπ
L
x
}
为特征函数系.

注. 这实际上是确定 µ 的值使得上述线性 ODE 有非平凡解（特征值问题）。

而这样的求常数 µ 使得常微分方程初值问题有非零解，称为 Sturm-Liouville 问题

定理 6.2.2 (Sturm-Liouville 问题的正交性). S-L 问题的特征函数系 {Xk(x) =

sin kπ
L
x}∞k=1 是 L2[0, L] 中的完全正交系。

上述定理的证明. 我们只证明正交性：对任意 k 6= m，有∫ L

0

Xk(x) ·Xm(x) dx = 0

这是由于特征函数满足：X ′′
k (x) + µkXk(x) = 0

Xk(0) = Xk(L) = 0
和

X ′′
m(x) + µmXm(x) = 0

Xm(0) = Xm(L) = 0

将第一个方程乘以 Xm(x)，第二个方程乘以 Xk(x)，然后相减得：

X ′′
k (x) ·Xm(x)−X ′′

m(x) ·Xk(x) = (µm − µk)Xk(x)Xm(x)

两边在 [0, L] 上积分：∫ L

0

[X ′′
k (x)Xm(x)−X ′′

m(x)Xk(x)] dx = (µm − µk)

∫ L

0

Xm(x)Xk(x) dx

左边利用分部积分：∫ L

0

X ′′
k (x)Xm(x) dx = X ′

k(x)Xm(x)
∣∣L
0
−
∫ L

0

X ′
k(x)X

′
m(x) dx∫ L

0

X ′′
m(x)Xk(x) dx = X ′

m(x)Xk(x)
∣∣L
0
−
∫ L

0

X ′
m(x)X

′
k(x) dx

相减得：

[X ′
k(x)Xm(x)−X ′

m(x)Xk(x)]
∣∣L
0
−
∫ L

0

[X ′
k(x)X

′
m(x)−X ′

m(x)X
′
k(x)] dx = 0

由边界条件 Xk(0) = Xk(L) = 0，Xm(0) = Xm(L) = 0，可知：

[X ′
k(x)Xm(x)−X ′

m(x)Xk(x)]
∣∣L
0
= 0
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因此：

(µm − µk)

∫ L

0

Xm(x)Xk(x) dx = 0

由于 µm 6= µk，故： ∫ L

0

Xm(x)Xk(x) dx = 0

故正交性得证。

注. 关于 {Xk}∞k=1 是 L2[0, L] 中的完全正交系（即正交且张成整个空间），vrv 没证
明。

注. 实际上，由于 Xk(x) = sin kπ
L
x 为三角函数系显然是正交的. 上述证明提供了证

明一般性结果的方法.

承接我们对于 () 的求解：我们此时得到了特征值 µk = − T ′
k(t)

a2Tk(t)
=
(
kπ
L

)2
。

针对时间部分 T (t)，有：

T ′
k(t) + a2µkTk(t) = 0

解得：

Tk(t) = Bk exp
(
−a2

(
kπ

L

)2

t

)

于是得到基本解：

uk(x, t) = Xk(x) · Tk(t) = Ak · exp
(
−a2

(
kπ

L

)2

t

)
· sin

(
kπ

L
x

)
, k = 1, 2, · · ·

则原问题的形式解为：

u(x, t) =
∞∑
k=1

uk(x, t) =

∞∑
k=1

Ak · exp
(
−a2

(
kπ

L

)2

t

)
· sin

(
kπ

L
x

)

注. 使用级数形式求解是基于以下事实：
{

sin kπ
L
x
}∞
k=1
是 L2[0, L] 的完全正交系且满

足零边值条件 u(0, t) = u(L, t) = 0。

每个 uk(x, t) = Xk(x) · Tk(t)，k = 1, 2, · · ·，其中：

♥ Xk(x) 满足： X ′′
k (x) + µkXk(x) = 0

Xk(0) = Xk(L) = 0

♥ Tk(t) 满足：

T ′
k(t) + a2µkTk(t) = 0

因此每个 uk(x, t) 也满足： ∂tuk − a2∂xxuk = 0

uk(0, t) = uk(L, t) = 0
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由于这是零边值的线性齐次方程，线性组合

u(x, t) =
∑
k

Akuk(x, t)

仍然满足该方程。

接下来我们以下需要确定 u(x, t) 中的系数 {Ak}∞k=1。形式解为：

u(x, t) =
∞∑
k=1

Ak exp
(
−a2

(
kπ

L

)2

t

)
· sin

(
kπ

L
x

)

由初值条件 u|t=0 = φ(x)，代入得：

φ(x) = u(x, 0) =
∞∑
k=1

Ak · sin
(
kπ

L
x

)

这实际上是 φ(x) 在区间 [0, L] 上的正弦级数展开。由于
{

sin
(
kπ
L
x
)}∞

k=1
是 L2[0, L] 中

的完全正交系，且： ∫ L

0

sin
(
kπ

L
x

)
sin
(mπ
L
x
)
dx =

L

2
δkm

因此系数 Ak 可由正交性确定：

Ak =
2

L

∫ L

0

φ(x) sin
(
kπ

L
x

)
dx

这样就完全确定了热传导方程初边值问题的形式解。

最后，我们验证 u(x, t) 是原初边值问题的解。

设 φ(x) 在 [0, L] 上连续有界，对任意 δ > 0，当 t ≥ δ 时，对任意 p > 0，考虑：

∞∑
k=1

|uk(x)|p exp
(
−a2 k

2π2

L2
t

)

由于指数衰减因子 exp
(
−a2 k2π2

L2 t
)
在 t ≥ δ 时对 k 是指数衰减的，该级数一致收敛。

将解写为：

u(x, t) =
∞∑
k=1

uk(x)e
−a2 k2π2

L2 t

其中 uk(x) 有界连续，即存在常数 K > 0 使得 |uk(x)| ≤ K，则：

|u(x, t)| ≤ K
∞∑
k=1

e−a
2 k2π2

L2 t

由优势判别法，该级数对 x 一致收敛，因此 u(x, t) 有意义且具有良好的收敛性。

Step4 ：求解非齐次方程零初值问题(P2)
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定理 6.2.3 (Duhamel 原理 (齐次化原理)). 若 w(t, x; τ) 为初边值问题
∂w

∂t
− a2

∂2w

∂x2
= 0, t > τ

w(t, x; τ)|t=τ = f(x, τ)

w(t, 0; τ) = w(t, x; τ) = 0

的解，则

u(x, t) =

∫ t

0

w(t, x,−τ)dτ

为 
∂u

∂t
− a2

∂2u

∂x2
= f(x, t), t > 0

u(0, t) = u(l, t) = 0

u|t=0 = 0

(P2)

的解.

根据(P1)的解，我们写出：

w(t, x; τ) =
∞∑
k=1

Ake
−a2( kπ

L )
2
(t−τ) · sin

(
kπ

L
x

)
故

u2(x, t) =

∫ t

0

w(t, x,−τ)dτ =

∫ t

0

∞∑
k=1

Ake
−a2( kπ

L )
2
(t−τ) · sin

(
kπ

L
x

)
dτ

Step5 ：故我们的最终解为
u(x, t) = u1(x, t) + u2(x, t) + v(x, t)

法二（常数变易法）.

Step 1 ：把问题转化为零边值条件问题

取 v(x, t) = g0(t) +
x
l
(gl(t)− g0(t))

令 w(x, t) = u(x, t)− v(x, t)，则 w 满足方程 (Pw)


∂w

∂t
− a2 · ∂

2w

∂x2
= f(x, t)−

(
∂

∂t
− a2 · ∂

2

∂x2

)
v(x, t) ≜ fw(x, t)

w(0, t) = w(L, t) = 0

w|t=0 = φ(x)− v(x, 0) ≜ φw(x)

(Pw)

Step 2 ：先求解齐次问题 
∂w
∂t

− a2 · ∂2w
∂x2 = 0, t > 0

w(0, t) = w(l, t) = 0

w|t=0 = φw(x)
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Fourier 方法 ⇒ S-L 问题 x′′k(x) + µkxk(x) = 0

x(0) = x(l) = 0

其特征值是 µk =

(
kπ

l

)2

, k = 1, 2, · · ·

可知其特征函数 {xk(x) = sin
(
kπ

l
x

)
}∞k=1 且为 L2[0, l] 的完全正交系。

Step 3 ：使用常数变易法求解

利用 法一 的 Step 2 中求得的完全正交系 L2[0, l],

⇒ w(x, t) =
∞∑
k=1

wk(t) · sin kπ
l
x

其中 wk(t) 是未知的

fw(x, t) =
∞∑
k=1

fk(t) · sin kπ
l
x

φw(x) =
∞∑
k=1

φk sin kπ
l
x

把 w(x, t), fw(x, t), φw(x) 的展开式代入方程中求取 wk(t)。故w
′
k(t) + a2

(
kπ

l

)2

wk(t) = fk(t)

wk(0) = φk

这是关于 t 的 ODE。

⇒ wk(t) =

(
φk +

∫ t

0

fk(s) exp
(
a2
k2π2

l2
s

)
ds

)
· exp

(
−a2 k

2π2

l2
t

)

⇒ w(x, t) =
∞∑
k=1

wk(t) sin kπ
l
x

Step 4 ：求解方程
u(x, t) = w(x, t) + v(x, t).

注. 事实上，对于常数变易法，实际上齐次方程
∂tω − a2∂2

xω = 0

ω(0, t) = ω(l, t) = 0

ω|t=0 = φω(x)

的解 ω(x, t) =
∑∞

k=1Ak exp
(
−a2 k2π2

l2
t
)
· sin kπ

l
x

直接进行常数变易，即 ω∗(x, t) =
∑∞

k=1Ak(t) · exp
(
−a2 k2π2

l2
t
)
· sin kπ

l
x
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代入方程 ()，即∂tω
∗ − a2∂2

xω
∗ =

∑∞
k=1

(
A′
k(t) + a2 k

2π2

l2
Ak(t)

)
sin kπ

l
x = f(x, t)

ω∗|t=0 =
∑∞

k=1Ak(0) sin kπ
l
x = φ(x)

只需要使 f(x, t) 与 φ(x) 关于 x 的正弦级数各系数均相等，即

A
′
k(t) + a2

k2π2

l2
Ak(t) = fk(t)

Ak(0) = φk

其中

f(x, t) =
∞∑
k=1

fk(t) sin kπ
l
x

φ(x) =
∞∑
k=1

φk sin kπ
l
x

由此即可求得 ω(x, t)。

按照我们上面的求解方法，我们来求解一个类似的例子.

例 6.2.1. 求解下列初边值问题
∂tu− a2∂2

xu = x(t− x), 0 < x ≤ l, t > 0

u(0, t) = 0, u(l, t) = l

u(x, 0) = sin(πx/l)

解. 化为齐次边值问题，取 v(x, t) 满足以下条件：

v(0, t) = 0, v(l, t) = l

故 v(x, t) = x。

令 w(x, t) = u(x, t)− v(x, t) = u(x, t)− x，则 w 满足：

∂w

∂t
− a2

∂2w

∂x2
= x(t− x)w(0, t) = 0, w(l, t) = 0

w(x, 0) = sin
(πx
l

)
− x

其中注意到：

− ∂2

∂x2
v(x, t) = 0

先求解齐次线性方程： 
∂w

∂t
− a2 · ∂

2w

∂x2
= 0

w(0, t) = 0,
∂w

∂x
(l, t) = 0
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记其解为 wh(x, t)，且满足：

w(x, 0) = sin
(πx
l

)
− x

使用分离变量法，取 w(x, t) = X(x)T (t)，计算齐次边值问题可得：

X ′′(x)

X(x)
=

T ′(t)

a2T (t)
= −µ

其中 X(x) 满足以下 Sturm-Liouville 问题：X ′′(x) + µX(x) = 0

X(0) = 0, X ′(l) = 0

这来源于边界条件： ∀t > 0, X(0) · T (t) = 0

∀t > 0, X ′(l) · T (t) = 0

现在分情况讨论特征值问题：

♥ 当 µ < 0，

X(x) = C1e
√
−µx + C2e

−
√
−µx

根据边值条件： C1 + C2 = 0

C1

√
−µe

√
−µl − C2

√
−µe−

√
−µl = 0

可知 C1 = C2 = 0，无非零解。

♥ 当 µ = 0 时，

X(x) = C1x+ C2

由边值条件可知：C1 = C2 = 0，舍去。

♥ 当 µ > 0 时，

X(x) = C1 cos(√µx) + C2 sin(√µx)

由边值条件： X(0) = C1 = 0

X ′(l) =
√
µ · C2 cos(√µl) = 0

要使 C2 6= 0，则需：

cos(√µl) = 0 ⇒ √
µl =

π

2
+ kπ, k = 0, 1, 2, · · ·

即：

µk =

(
(2k + 1)π

2l

)2

, k = 0, 1, 2, · · ·

对应的特征函数为：

Xk(x) = Ck · sin
(
(2k + 1)π

2l
x

)
这是 L2[0, l] 的完全正交系。
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注. 接下来，我们仿照上面求解的两种方法：叠加原理 +Duhamel 原理、常数变易法 两
种方法来解决问题.

法一（叠加原理 + Duhamel 原理）.
由 T (t) 满足如下方程：

T ′
k(t) + a2µkTk(t) = 0

⇒ Tk(t) = Bk exp
(
−a2

(
(2k + 1)π

2L

)2

t

)
令

ωk(x, t) = Xk(x)Tk(t) = Ak exp
(
−a2

(
(2k + 1)π

2L

)2

t

)
· sin

(
(2k + 1)π

2L
x

)
则齐次方程的解为：

ωh(x, t) =
∞∑
k=0

ωk(x, t) =
∞∑
k=0

Ak exp
(
−a2

(
(2k + 1)π

2L

)2

t

)
· sin

(
(2k + 1)π

2L
x

)
其中系数由初始条件确定：

Ak =
2

L

∫ L

0

[
sin
(πx
L

)
− x
]

sin
(
(2k + 1)π

2L
x

)
dx

使用 Duhamel 齐次化原理求解非齐次方程：
∂ω

∂t
− a2 · ∂

2ω

∂x2
= x(L− x)

ω(0, t) = 0,
∂ω

∂x
(L, t) = 0

ω(x, 0) = sin
(πx
L

)
− x

设非齐次方程的解为：

ω(x, t) = ωh(x, t) + ωp(x, t)

其中 ωh(x, t) 为齐次解，ωp(x, t) 为特解。

最终原问题的解为：

u(x, t) = ω(x, t) + x

法二（常数变易法）.
我们用特征函数系

{
sin
(

(2k+1)π
2L

x
)}∞

k=0
将 w(x, t), sin

(πx
L

)
− x, x(L− x) 展开。

设非齐次项展开为：

x(L− x) =
∞∑
k=0

ak sin
(
(2k + 1)π

2L
x

)
其中系数为：

ak =
2

L

∫ L

0

x(L− x) sin
(
(2k + 1)π

2L
x

)
dx

初始条件展开为：

sin
(πx
L

)
− x =

∞∑
k=0

bk sin
(
(2k + 1)π

2L
x

)
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其中系数为：

bk =
2

L

∫ L

0

(
sin
(πx
L

)
− x
)

sin
(
(2k + 1)π

2L
x

)
dx

设解的形式为：

w(x, t) =
∞∑
k=0

wk(t) · sin
(
(2k + 1)π

2L
x

)
代入方程得到关于 wk(t) 的常微分方程组：w

′
k(t) + a2 ·

(
(2k + 1)π

2L

)2

wk(t) = ak

wk(0) = bk

解得：

wk(t) =

[
bk +

∫ t

0

ak exp
(
a2 ·

(
(2k + 1)π

2L

)2

s

)
ds

]
exp

(
−a2 ·

(
(2k + 1)π

2L

)2

t

)

因此解为：

w(x, t) =
∞∑
k=0

wk(t) sin
(
(2k + 1)π

2L
x

)
最终原问题的解为：

u(x, t) = w(x, t) + x



7. 波动方程

我们一般把下式称为波动方程：

∂2u

∂t2
− a2 · ∂

2u

∂x2
= f(x, t) (7.1)

下面我们先来求解波动方程 (7.1) 的基本解：

解. 设波动方程的基本解为 E(x, t)，则有

∂2E

∂t2
− a2 · ∂

2E

∂x2
= δ(x, t)

对两边同时进行 Fourier 变换（对 x 进行）：

∂2

∂t2
Ê(ξ, t) + a2|ξ|2 · Ê(ξ, t) = δ(t)

先看齐次方程：
∂2

∂t2
Ê(ξ, t) + a2|ξ|2 · Ê(ξ, t) = 0

其基本解组为：

Ê1(ξ, t) = sin(a|ξ|t), Ê2(ξ, t) = cos(a|ξ|t)

106
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对非齐次方程，设 Ê(ξ, t) = k1(t)Ê1(ξ, t) + k2(t)Ê2(ξ, t)，代入可得：k′1(t) sin(a|ξ|t) + k′2(t) cos(a|ξ|t) = 0

k′1(t)a|ξ| cos(a|ξ|t)− k′2(t)a|ξ| sin(a|ξ|t) = δ(t)

将第一式乘以 a|ξ| cos(a|ξ|t)，第二式乘以 sin(a|ξ|t)，然后相减：

k′2(t)a|ξ|(cos2(a|ξ|t) + sin2(a|ξ|t)) = 0

即 k′2(t)a|ξ| = 0，所以 k′2(t) = 0。

取 k2(t) = 0，代入原方程组：k′1(t) sin(a|ξ|t) = 0

k′1(t)a|ξ| cos(a|ξ|t) = δ(t)

由第二式得：

k′1(t) =
δ(t)

a|ξ| cos(a|ξ|t) =
δ(t)

a|ξ|

故：

k1(t) =


H(t)
a|ξ| , t > 0

−H(−t)
a|ξ| , t < 0

最终可得：

Ê(ξ, t) =

Ê+(ξ, t) =
H(t)·sin(a|ξ|t)

a|ξ| , t > 0

Ê−(ξ, t) =
−H(−t)·sin(a|ξ|t)

a|ξ| , t < 0

注. 下面我们简单来说一下为什么求解热传导算子不考虑 t < 0 情况：

E(x, t) = H(t)(4πa2t)−
n
2 exp

(
− |x|2

4a2t

)
, t > 0.

当 t < 0 时，基本解 E(x, t) 无法与 Schwartz 空间 S (Rn) 进行有效的 Fourier 变换（换言
之，E(x, t) /∈ S (Rn)）。这一数学特性反映了热传导过程的内在物理规律——热传导方程描述
的是一个不可逆的耗散过程，其解在时间上具有单向性，无法追溯 t = 0 之前的热状态。

我们得到了 E(x, t)的 Fourier变换后的结果 Ê(x, t)，那我们要求 E(x, t)只需通过 Fourier
逆变换将 Ê(x, t) 变回去即可.

下面我们用两种方法来证明：

法一：书上方法.
设曲面 S = {x | p(x) = 0, dp(x) 6= 0, p ∈ C∞}，定义广义函数 δ(p(x)) ∈ D ′(Rn)，对任意

φ ∈ C∞
0 (Ω)：

〈δ(p(x)), φ(x)〉 =
∫
p(x)=0

φ(x) ds

由此可得 sing supp δ(p(x)) = supp δ(p(x)) = {x | p(x) = 0}。

注. 若 {p(x) = 0} 是紧集，则 δ(p(x)) ∈ E ′(Rn) ⊆ D ′，于是

̂δ(p(x)) = 〈δ(p(x)), e−iξ·x〉 =
∫
{p(x)=0}

e−iξ·x ds
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我们以 n = 3 为例，设 p(x) = r− |x|，r > 0，则 S = {x | p(x) = 0} = {x | |x| = r} 是以
原点为圆心、r 为半径的球面。利用球坐标变换，设 x3 轴沿 ξ 方向，则 x · ξ = |x| · |ξ| · cos θ，
dSx = r2 sin θ dφdθ。
对 δ(r − |x|) 作 Fourier 变换：∫

|x|=r
e−ix·ξ dSx =

∫
|x|=r

e−ir|ξ| cos θ dSx

=

∫ 2π

0

∫ π

0

e−ir|ξ| cos θr2 sin θ dφdθ

= 2πr2
∫ π

0

e−ir|ξ| cos θ sin θ dθ

令 y = cos θ，则

= 2πr2
∫ 1

−1

e−ir|ξ|y dy = 2πr2 · e
−ir|ξ| − eir|ξ|

−ir|ξ|
= 4πr · sin(r|ξ|)

|ξ|

故有 δ(at− |x|) = 4πr · F−1
(

sin(a|ξ|t)
a|ξ|

)
。

观察 Ê(ξ, t) =


H(t) sin(a|ξ|t)

a|ξ| , t > 0

−H(−t) sin(a|ξ|t)
a|ξ| , t < 0

令上述式中 r = at，故 δ(at− |x|) = 4πat · F−1
(

sin(a|ξ|t)
a|ξ|

)
。

因此当 t > 0 时：

E(x, t) = F−1(Ê(ξ, t))(x, t) =
H(t)

4πat
δ(at− |x|)

而当 t < 0 时，令 r = −at，则有：

E(x, t) = F−1(Ê(ξ, t))(x, t) =
−H(−t)
4πat

δ(−at− |x|)

根据定义 δ(p(x)) 只与 p(x) = 0 有关，故

δ(at− |x|) = δ(at+ |x|) = −H(−t)
4πa2t

δ(at+ |x|) ≜ E−(x, t)

注.
sing supp E+(x, t) = supp E+(x, t) = {x | |x| = at}

sing supp E−(x, t) = supp E−(x, t) = {x | |x| = −at}

可知 (x, t) 构成的是锥面。

法二：一种更具普适性的方法.

Ê(ξ, t) =


Ê+(ξ, t) =

H(t) sin(a|ξ|t)
a|ξ|

, t > 0

Ê−(ξ, t) = −H(−t) sin(a|ξ|t)
a|ξ|

, t < 0

1. 当 t > 0 时，我们直接对 Ê+(ξ, t) 进行 Fourier 逆变换：

E+(x, t) =

∫
R3

eix·ξÊ+(ξ, t)
dξ

(2π)3
=
H(t)

a

∫
R3

eix·ξ
sin(a|ξ|t)

|ξ|
dξ

(2π)3
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采用球坐标变换，令 ρ = |ξ|，并取 x 方向为极轴。在球坐标系中，体积元为 dξ =

ρ2 sin θdρdφdθ，其中 θ ∈ [0, π]，φ ∈ [0, 2π]：

E+(x, t) =
H(t)

a(2π)3

∫ ∞

0

dρ

∫ 2π

0

dφ

∫ π

0

dθ eiρ|x| cos θ sin(aρt)ρ2 sin θ

=
H(t)

a(2π)3

∫ ∞

0

ρ sin(aρt)dρ
∫ 2π

0

dφ

∫ π

0

eiρ|x| cos θ sin θdθ

先计算方位角积分：
∫ 2π

0
dφ = 2π。

再计算极角积分，令 y = cos θ，则 dy = − sin θdθ，积分限变为 y : 1 → −1：

∫ π

0

eiρ|x| cos θ sin θdθ =
∫ −1

1

eiρ|x|y(−dy) =
∫ 1

−1

eiρ|x|ydy

=

[
eiρ|x|y

iρ|x|

]1
−1

=
eiρ|x| − e−iρ|x|

iρ|x|
=

2 sin(ρ|x|)
ρ|x|

代入原式：

E+(x, t) =
H(t)

a(2π)3
· 2π ·

∫ ∞

0

ρ sin(aρt) · 2 sin(ρ|x|)
ρ|x|

dρ

=
H(t)

4π2a|x|

∫ ∞

0

2 sin(aρt) sin(ρ|x|)dρ

利用三角恒等式进行积化和差：

2 sin(aρt) sin(ρ|x|) = cos[ρ(at− |x|)]− cos[ρ(at+ |x|)]

于是：

E+(x, t) =
H(t)

4π2a|x|

∫ ∞

0

[cos(ρ(at− |x|))− cos(ρ(at+ |x|))] dρ

考虑广义积分极限。对于任意测试函数 ϕ(α)，有：

lim
A→∞

∫ A

0

cos(αρ)dρ = lim
A→∞

sin(Aα)
α

在广义函数意义下，该极限收敛于 πδ(α)，即：

lim
A→∞

sin(Aα)
α

= πδ(α)

应用此结果：

E+(x, t) =
H(t)

4π2a|x|
[πδ(at− |x|)− πδ(at+ |x|)]

=
H(t)

4πa|x|
[δ(at− |x|)− δ(at+ |x|)]

由于 t > 0 且 |x| ≥ 0，at+ |x| > 0，因此 δ(at+ |x|) = 0。再利用 δ 函数的缩放性质：

δ(at− |x|) = 1

a
δ

(
t− |x|

a

)
=

1

a2t
δ(at− |x|)
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其中最后一个等号利用了 δ(f(t)) = δ(t− t0)/|f ′(t0)|，这里 f(t) = at− |x|，f ′(t) = a。

最终得到：

E+(x, t) =
H(t)

4πa2t
δ(at− |x|)

2. 当 t < 0 时：

E−(x, t) = −H(−t)
a

∫
R3

eix·ξ
sin(a|ξ|t)

|ξ|
dξ

(2π)3

注意到 t < 0 时，sin(a|ξ|t) = − sin(a|ξ||t|)，因此：

E−(x, t) =
H(−t)
a

∫
R3

eix·ξ
sin(a|ξ||t|)

|ξ|
dξ

(2π)3

采用与 t > 0 情形完全相同的球坐标变换和积分计算：

E−(x, t) =
H(−t)
4π2a|x|

∫ ∞

0

sin(aρ|t|) sin(ρ|x|)dρ

=
H(−t)
8π2a|x|

∫ ∞

0

[cos(ρ(a|t| − |x|))− cos(ρ(a|t|+ |x|))] dρ

=
H(−t)
8πa|x|

[δ(a|t| − |x|)− δ(a|t|+ |x|)]

由于 a|t| = −at > 0 且 |x| ≥ 0，δ(a|t|+ |x|) = 0。再利用 δ 函数的性质：

δ(a|t| − |x|) = δ(−at− |x|) = 1

a2|t|
δ(−at− |x|) = − 1

a2t
δ(at+ |x|)

代入得：

E−(x, t) = −H(−t)
4πa2t

δ(at+ |x|)

综上，我们可得波动方程的基本解为：

E(x, t) =


H(t)δ(at− |x|)

4πa2t
, t > 0

−H(−t)δ(at+ |x|)
4πa2t

, t < 0

注. 其中，基本解的奇性支集与支集均为光锥面：

sing supp E+(x, t) = supp E+(x, t) = {(x, t) | |x| = at}

sing supp E−(x, t) = supp E−(x, t) = {(x, t) | |x| = −at}

这表明波动在空间中以速度 a 向外传播（t > 0）或向内收敛（t < 0），且扰动仅存在于

光锥面上，符合波动方程的特征。

下面我们来解决一维弦振动方程的 Cauchy 问题：
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问题 7.0.1 (一维弦振动方程的 Cauchy 问题).∂2u
∂t2

− a2 · ∂2u
∂x2 = f(x, t),−∞ < x < +∞

u|t=0 = φ(x), ∂u
∂t
|t=0 = g(x)

解. 由叠加原理，方程可以转化为以下两个方程解之和。

(P1)

∂2u
∂t2

− a2 · ∂2u
∂x2 = 0,−∞ < x < +∞

u|t=0 = φ(x), ∂u
∂t
|t=0 = g(x)

(P2)

∂2u
∂t2

− a2 · ∂2u
∂x2 = f(x, t),−∞ < x < +∞

u|t=0 = 0, ∂u
∂t
|t=0 = 0

1. 先求解齐次波动方程 (P1)

(P1)

∂2u
∂t2

− a2 · ∂2u
∂x2 = 0,−∞ < x < +∞

u|t=0 = φ(x), ∂u
∂t
|t=0 = g(x)

为了求解这个齐次波动方程，我们引入特征坐标变换。令 ξ = x− at, η = x+ at，这个

变换将方程化为更简单的形式。

计算一阶偏导数：

∂u

∂x
=
∂u

∂ξ
· ∂ξ
∂x

+
∂u

∂η
· ∂η
∂x

=
∂u

∂ξ
+
∂u

∂η

∂u

∂t
=
∂u

∂ξ
· ∂ξ
∂t

+
∂u

∂η
· ∂η
∂t

= −a∂u
∂ξ

+ a · ∂u
∂η

计算二阶偏导数：

∂2u

∂x2
=

∂

∂x

(
∂u

∂ξ
+
∂u

∂η

)
=
∂2u

∂ξ2
+ 2 · ∂

2u

∂ξ∂η
+
∂2u

∂η2

∂2u

∂t2
=

∂

∂t

(
−a∂u

∂ξ
+ a · ∂u

∂η

)
= a2 · ∂

2u

∂ξ2
− 2a2 · ∂

2u

∂ξ∂η
+ a2 · ∂

2u

∂η2

代入波动方程：

∂2u

∂t2
− a2 · ∂

2u

∂x2
=

(
a2 · ∂

2u

∂ξ2
− 2a2 · ∂

2u

∂ξ∂η
+ a2 · ∂

2u

∂η2

)
− a2

(
∂2u

∂ξ2
+ 2 · ∂

2u

∂ξ∂η
+
∂2u

∂η2

)
= −4a2 · ∂

2u

∂ξ∂η
= 0

因此得到：
∂2u

∂ξ∂η
= 0

这意味着 ∂u
∂η
与 ξ 无关，即 ∂u

∂η
= α(η)，其中 α(η) 是只依赖于 η 的函数。

对 η 积分得：

u =

∫
α(η)dη + F (ξ) = G(η) + F (ξ)

其中 F (ξ) 是积分常数（关于 ξ 的函数）。因此通解为：

u = F (ξ) +G(η) = F (x− at) +G(x+ at)
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现在利用初始条件确定函数 F 和 G。

代入初始条件 u|t=0 = φ(x), ∂u
∂t
|t=0 = g(x)，可得：F (x) +G(x) = φ(x)

−aF ′(x) + aG′(x) = g(x)

对第二式从 x0 到 x 积分得：

−a[F (x)− F (x0)] + a[G(x)−G(x0)] =

∫ x

x0

g(y)dy

令 C = −aF (x0) + aG(x0)，则：

−aF (x) + aG(x) = C +

∫ x

x0

g(y)dy

联立方程组： F (x) +G(x) = φ(x)

−aF (x) + aG(x) = C +
∫ x
x0
g(y)dy

解得：

F (x) =
1

2
φ(x)− 1

2a

∫ x

x0

g(y)dy +
C

2a

G(x) =
1

2
φ(x) +

1

2a

∫ x

x0

g(y)dy − C

2a

代入通解 u(x, t) = F (x− at) +G(x+ at)，得到：

u(x, t) =
1

2
[φ(x− at) + φ(x+ at)]− 1

2a

∫ x−at

x0

g(y)dy +
1

2a

∫ x+at

x0

g(y)dy

=
1

2
(φ(x− at) + φ(x+ at)) +

1

2a

∫ x+at

x−at
g(y)dy

这里我们利用了积分的性质：
∫ x+at
x0

g(y)dy −
∫ x−at
x0

g(y)dy =
∫ x+at
x−at g(y)dy，并且常数 C

在相减过程中消去了。

注. 下面我们来详细解释 F (x− at) 与 G(x+ at) 的物理意义：

考虑函数 F (x− at)。假设在初始时刻 t = 0，在位置 x0 有一个扰动，即 F (x0)。在时

刻 t，这个扰动传播到了位置 x，满足 x− at = x0，即 x = x0 + at。

扰动的传播速度为：
x− x0
t− 0

= a > 0

由于速度 a > 0，这个波向右传播，称为正波或右行波。

类似地，考虑函数 G(x+at)。假设在初始时刻 t = 0，在位置 x0 有一个扰动 G(x0)。在

时刻 t，这个扰动传播到了位置 x，满足 x+ at = x0，即 x = x0 − at。

扰动的传播速度为：
x− x0
t− 0

= −a < 0

由于速度 −a < 0，这个波向左传播，称为反波或左行波。

因此，在无外力的情况下，弦的振动可以分解为向右传播的正波和向左传播的反波的叠

加，这就是达朗贝尔公式的物理意义。
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2. 下面我们来求解 (P2)：

(P2)

∂2u
∂t2

− a2 · ∂2u
∂x2 = f(x, t),−∞ < x < +∞

u|t=0 = 0, ∂u
∂t
|t=0 = 0

注. 齐次化原理的基本思想是：将非齐次项 f(x, t) 看作在时间 τ 时刻瞬间作用的一

个源，然后对这些瞬间作用的源产生的响应进行时间积分。

定义辅助函数 U(x, t, τ) 为如下方程的解：
∂2U
∂t2

− a2 · ∂2U
∂x2 = 0, t > τ

U(x, t, τ)|t=τ = 0

∂U
∂t
(x, t, τ)|t=τ = f(x, τ)

注. 这个辅助问题描述的是：在时刻 τ 给系统一个瞬时冲击 f(x, τ)，然后系统在

t > τ 时自由演化。

根据齐次化原理 theorem 6.2.3，原问题 (P2) 的解为：

u(x, t) =

∫ t

0

U(x, t, τ)dτ

对于辅助问题，我们可以直接使用达朗贝尔公式。注意初始时刻是 τ 而不是 0，初始位

移为 0，初始速度为 f(x, τ)。

由达朗贝尔公式得：

U(x, t, τ) =
1

2a

∫ x+a(t−τ)

x−a(t−τ)
f(y, τ)dy

因此原问题 (P2) 的解为：

u(x, t) =

∫ t

0

U(x, t, τ)dτ =
1

2a

∫ t

0

∫ x+a(t−τ)

x−a(t−τ)
f(y, τ)dydτ

这个积分表示对所有时刻 τ ∈ [0, t] 的瞬时冲击响应的叠加。

最后，根据叠加原理，原问题的完整解为 (P1) 和 (P2) 的解之和：
综上所述，弦振动方程 Cauchy 问题的解为

u(x, t) =
1

2
(φ(x− at) + φ(x+ at)) +

1

2a

∫ x+at

x−at
g(y)dy +

1

2a

∫ t

0

dτ

∫ x+a(t−τ)

x−a(t−τ)
f(y, τ)dy

注. 这就是著名的达朗贝尔公式，它给出了弦振动方程柯西问题的显式解。第一项表示初
始位移产生的左右行波的叠加，第二项表示初始速度产生的影响，第三项表示外力项产生的

影响。

下面我们来解决一维弦振动方程的初边值问题：
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问题 7.0.2 (一维弦振动方程的初边值问题).

(P )


∂2u
∂t2

− a2 · ∂2u
∂x2 = f(x, t), t > 0

u|t=0 = φ(x), ∂u
∂t
|t=0 = g(x)

u(0, t) = u(l, t) = 0

解. 我们使用叠加原理拆分成齐次方程非零初值问题和零初值非齐次方程问题

(P1)


∂2u
∂t2

− a2 · ∂2u
∂x2 = 0

u|t=0 = φ(x), ∂u
∂t
|t=0 = g(x)

u(0, t) = u(l, t) = 0

(P2)


∂2u
∂t2

− a2 · ∂2u
∂x2 = f(x, t)

u|t=0 = 0, ∂u
∂t
|t=0 = 0

u(0, t) = u(l, t) = 0

1. 我们首先求解 (P1)： 
∂2u
∂t2

− a2 · ∂2u
∂x2 = 0

u|t=0 = φ(x), ∂u
∂t
|t=0 = g(x)

u(0, t) = u(l, t) = 0

使用 Fourier 方法（分离变量法），令 u(x, t) = X(x)T (t)。

代入方程得：
X ′′(x)

X(x)
=

T ′′(t)

a2T (t)
= −µ

这里 µ 是分离常数。由于等式左边只依赖于 x，右边只依赖于 t，所以两边必须等于同

一个常数。接着我们利用边界条件 u(0, t) = X(0)T (t) = 0, u(l, t) = X(l)T (t) = 0，且

T (t) 6= 0，得 X(0) = X(l) = 0。

因此 X(x) 满足如下 Sturm-Liouville 问题：X ′′(x) + µX(x) = 0

X(0) = X(l) = 0

这是一个标准的特征值问题。通过求解得到：

特征值为 µk =
(
kπ
l

)2
, k = 1, 2, · · ·，特征函数为 Xk(x) = sin kπ

l
x。

这些特征函数构成完全正交系
{

sin kπ
l
x
}
，满足正交性关系：∫ l

0

sin kπ
l
x · sin mπ

l
xdx =

l

2
δkm

将特征值 µk 代入时间部分的方程：

T ′′
k (t) + a2µkTk(t) = 0

这是一个简谐振动方程，解得：

Tk(t) = Āk sin akπ
l
t+ B̄k cos akπ

l
t
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因此第 k 个模态的解为：

uk(x, t) = Tk(t) ·Xk(x) =

(
Āk sin akπ

l
t+ B̄k cos akπ

l
t

)
· sin kπ

l
x

由线性叠加原理，通解为所有模态的叠加：

u(x, t) =
∞∑
k=1

uk(x, t) =
∞∑
k=1

(
Ak cos akπ

l
t+Bk sin akπ

l
t

)
· sin kπ

l
x

其中 Ak = B̄k, Bk = Āk 为待定系数。

现在利用初始条件确定系数 Ak 和 Bk：u(x, t)|t=0 =
∑∞

k=1Ak sin kπ
l
x = φ(x)

∂u
∂t
|t=0 =

akπ
l

·
∑∞

k=1Bk sin kπ
l
x = g(x)

利用特征函数的正交性，将初始函数按特征函数系展开：

Ak =
2

l

∫ l

0

φ(x) · sin kπ
l
x dx

Bk =
2

akπ

∫ l

0

g(x) sin kπ
l
x dx

2. 下面我们求解 (P2)：

(P2)


∂2u
∂t2

− a2 · ∂2u
∂x2 = f(x, t), 0 < x < l

u|t=0 = 0, ∂u
∂t
|t=0 = 0

u(0, t) = u(l, t) = 0

应用齐次化原理（Duhamel 原理），边值问题不影响转化。

齐次化原理的基本思想是：将非齐次项 f(x, t) 看作在时间 τ 时刻瞬间作用的源，然后

对这些瞬时作用的源产生的响应进行时间积分。

定义辅助函数 w(x, t, τ) 为如下方程的解：
∂2w
∂t2

− a2 · ∂2w
∂x2 = 0, t > τ

w|t=τ = 0, ∂w
∂t
|t=τ = f(x, τ)

w(0, t) = w(l, t) = 0

根据齐次化原理 theorem 6.2.3，原问题 (P2) 的解为：

u(x, t) =

∫ t

0

w(x, t, τ)dτ

对于辅助问题，我们可以使用分离变量法求解。设：

w(x, t, τ) =
∞∑
k=1

Tk(t, τ) · sin kπ
l
x
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代入辅助问题的方程和初始条件，得到：

w(x, t, τ) =
∞∑
k=1

Bk(τ) · sin kπ
l
x · sin akπ

l
(t− τ)

其中系数 Bk(τ) 由初始速度条件确定：

Bk(τ) =
2

akπ

∫ l

0

f(x, τ) · sin kπ
l
x dx

因此原问题 (P2) 的解为：

u(x, t) =
∞∑
k=1

∫ t

0

Bk(τ) · sin akπ
l

(t− τ) · sin kπ
l
x dτ

最后，根据叠加原理，原初边值问题的完整解为 (P1) 和 (P2) 的解之和：

u(x, t) =
∞∑
k=1

(
Ak cos akπ

l
t+Bk sin akπ

l
t

)
·sin kπ

l
x+

∞∑
k=1

∫ t

0

Bk(τ) ·sin
akπ

l
(t−τ) ·sin kπ

l
x dτ

注. 这个解具有清晰的物理意义：第一项是初始条件引起的自由振动，第二项是外力引起
的受迫振动。每个模态都以特征频率 akπ

l
振动，体现了弦振动的驻波特性。

问题 7.0.3 (一端固定的半无界自由振动问题).
∂2u

∂t2
− α2 · ∂

2u

∂x2
= 0, t > 0, 0 < x <∞

u(x, 0) = φ(x),
∂u

∂t
(x, 0) = g(x)

u(0, t) = 0

解. 设 x < 0 时仍有弦，只是在振动过程中保持 x = 0 处固定。我们用 Φ(x)、G(x) 分别表示

φ(x)、g(x) 延拓后的函数。

则达朗贝尔公式给出：

u(x, t) =
1

2
(Φ(x− αt) + Φ(x+ αt)) +

1

2α

∫ x+αt

x−αt
G(y)dy

将 u(x, t) 代入边界条件 u(0, t) = 0 得：

1

2
(Φ(−αt) + Φ(αt)) +

1

2α

∫ αt

−αt
G(y)dy = 0

为使上述恒成立，令 Φ(x)、G(x) 为 φ(x)、g(x) 的奇延拓函数：

Φ(x) =

φ(x), x ≥ 0

−φ(−x), x < 0
, G(x) =

g(x), x ≥ 0

−g(−x), x < 0

此时代入 u(x, t) 中，需分情况讨论：
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1. 情况 �：x− αt ≥ 0

此时 x+ αt ≥ 0，有：

Φ(x− αt) = φ(x− αt), Φ(x+ αt) = φ(x+ αt), G(y) = g(y)

代入得：

u(x, t) =
1

2
(φ(x− αt) + φ(x+ αt)) +

1

2α

∫ x+αt

x−αt
g(y)dy

2. 情况 �：x− αt < 0 且 x+ αt ≥ 0

此时：

Φ(x− αt) = −φ(αt− x), Φ(x+ αt) = φ(x+ αt), G(y) =

g(y), y ≥ 0

−g(−y), y < 0

代入得：

u(x, t) =
1

2
(−φ(αt− x) + φ(x+ αt)) +

1

2α

∫ x+αt

x−αt
G(y)dy

=
1

2
(−φ(αt− x) + φ(x+ αt)) +

1

2α

[∫ 0

x−αt
G(y)dy +

∫ x+αt

0

G(y)dy

]
=

1

2
(−φ(αt− x) + φ(x+ αt)) +

1

2α

[∫ 0

x−αt
−g(−y)dy +

∫ x+αt

0

g(y)dy

]

对第一个积分作变量代换 z = −y，则当 y = x− αt 时 z = αt− x，当 y = 0 时 z = 0：∫ 0

x−αt
−g(−y)dy =

∫ 0

αt−x
−g(z)(−dz)

=

∫ 0

αt−x
g(z)dz = −

∫ αt−x

0

g(z)dz

代入得：

u(x, t) =
1

2
(−φ(αt− x) + φ(x+ αt)) +

1

2α

[
−
∫ αt−x

0

g(z)dz +

∫ x+αt

0

g(y)dy

]
=

1

2
(φ(x+ αt)− φ(αt− x)) +

1

2α

∫ x+αt

αt−x
g(y)dy

综上，一端固定的半无界自由振动的解为：

u(x, t) =

 1
2
(φ(x− αt) + φ(x+ αt)) + 1

2α

∫ x+αt
x−αt g(y)dy, x ≥ αt

1
2
(φ(x+ αt)− φ(αt− x)) + 1

2α

∫ x+αt
αt−x g(y)dy, 0 ≤ x < αt

命题 7.0.1. 弦振动方程的 Cauchy 问题的达朗贝尔解与弦振动方程的初边值问题
Fourier 方法之间的关系：在适当的延拓意义下，两者是等价的。
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证明. 考虑有限区间 [0, l] 上具有固定端点条件的弦振动方程初边值问题：
∂2u

∂t2
− a2

∂2u

∂x2
= 0, 0 < x < l, t > 0

u(0, t) = u(l, t) = 0

u(x, 0) = φ(x),
∂u

∂t
(x, 0) = g(x)

Fourier 方法求解：
将初值函数进行正弦级数展开：

φ(x) =
∞∑
k=1

ak sin kπx
l
, g(x) =

∞∑
k=1

bk sin kπx
l

其中 Fourier 系数为：

ak =
2

l

∫ l

0

φ(x) sin kπx
l
dx, bk =

2

l

∫ l

0

g(x) sin kπx
l
dx

由分离变量法可得解为：

u(x, t) =
∞∑
k=1

[
ak cos

(
kπa

l
t

)
+

bkl

kπa
sin
(
kπa

l
t

)]
sin kπx

l

达朗贝尔方法求解：

达朗贝尔公式给出：

u(x, t) =
1

2
[φ(x+ at) + φ(x− at)] +

1

2a

∫ x+at

x−at
g(y)dy

为满足边界条件 u(0, t) = u(l, t) = 0，需将 φ(x) 和 g(x) 进行奇延拓和周期延拓。具体

地，将 φ(x) 和 g(x) 延拓为以 2l 为周期的奇函数：

Φ(x) =


φ(x), 0 ≤ x ≤ l

−φ(−x), −l ≤ x < 0

Φ(x+ 2l) = Φ(x)

, G(x) =


g(x), 0 ≤ x ≤ l

−g(−x), −l ≤ x < 0

G(x+ 2l) = G(x)

将延拓后的函数代入达朗贝尔公式：

u(x, t) =
1

2
[Φ(x+ at) + Φ(x− at)] +

1

2a

∫ x+at

x−at
G(y)dy

等价性证明：

将延拓后的函数用 Fourier 级数表示。由于 Φ(x) 和 G(x) 是奇函数且周期为 2l，它们的

Fourier 级数只含正弦项：

Φ(x) =
∞∑
k=1

ak sin kπx
l
, G(x) =

∞∑
k=1

bk sin kπx
l

代入达朗贝尔公式：

u(x, t) =
1

2

[
∞∑
k=1

ak sin kπ(x+ at)

l
+

∞∑
k=1

ak sin kπ(x− at)

l

]

+
1

2a

∫ x+at

x−at

∞∑
k=1

bk sin kπy
l
dy
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利用三角恒等式 sinα+ sinβ = 2 sin α+β
2

cos α−β
2
，第一项化为：

1

2

∞∑
k=1

ak

[
sin kπ(x+ at)

l
+ sin kπ(x− at)

l

]
=

∞∑
k=1

ak sin kπx
l

cos kπa
l
t

第二项计算积分：

1

2a

∫ x+at

x−at

∞∑
k=1

bk sin kπy
l
dy =

1

2a

∞∑
k=1

bk

∫ x+at

x−at
sin kπy

l
dy

=
1

2a

∞∑
k=1

bk

[
− l

kπ
cos kπy

l

]y=x+at
y=x−at

=
1

2a

∞∑
k=1

bk ·
l

kπ

[
cos kπ(x− at)

l
− cos kπ(x+ at)

l

]
再利用三角恒等式 cosα− cosβ = −2 sin α+β

2
sin α−β

2
：

cos kπ(x− at)

l
− cos kπ(x+ at)

l
= −2 sin kπx

l
sin
(
−kπa

l
t

)
= 2 sin kπx

l
sin kπa

l
t

代入得：

1

2a

∞∑
k=1

bk ·
l

kπ
· 2 sin kπx

l
sin kπa

l
t =

∞∑
k=1

bkl

kπa
sin kπx

l
sin kπa

l
t

因此达朗贝尔解最终化为：

u(x, t) =
∞∑
k=1

ak sin kπx
l

cos kπa
l
t+

∞∑
k=1

bkl

kπa
sin kπx

l
sin kπa

l
t

这与 Fourier 方法得到的解完全相同，从而证明了两种方法的等价性。

接下来我们来看高维波动方程的 Cauchy 问题：

问题 7.0.4 (三维波动方程的 Cauchy 问题).
∂2u

∂t2
− a2∆u = f(x, t), t > 0,

u|t=0 = g0(x),
∂u

∂t

∣∣∣
t=0

= g1(x),

其中 f(x, t) ∈ C2, g0(x) ∈ C3, g1(x) ∈ C2. 作这些规定是因为我们想求 C2 解.

注. 我们的基本思路是：定义 ũ(x, t) = H(t)u(x, t)，其中 u(x, t) 是原方程的解、H(t) 是

Heaviside 函数，则 (
∂2

∂t2
− a2∆

)
ũ(x, t) = F (x, t),

且

ũ(x, t) = E(x, t) ∗ F (x, t),

其中 E(x, t) 是波动算子的基本解。
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证明.
F (x, t) =

(
∂2

∂t2
− a2∆

)
[H(t)u(x, t)]

=

(
∂2

∂t2
H(t)

)
u(x, t) + 2

∂H(t)

∂t

∂u

∂t
+H(t)

(
∂2u

∂t2
− a2∆u

)
= H(t)f(x, t) + δ′(t)u(x, t) + 2δ(t)

∂u

∂t
.

对任意 φ ∈ C∞
0 ，有

〈δ′(t)u(x, t), φ〉t = 〈δ′(t), uφ〉

= −
〈
δ(t),

∂

∂t
(uφ)

〉
= −〈δ(t), utφ+ uφt〉

= (−1) 〈δ(t), (∂tu)φ〉+ (−1) 〈δ(t), u(x, t)φ′(t)〉

= (−1)

〈
δ(t)

∂u

∂t
, φ

〉
+ (−1) 〈δ(t)u(x, t), φ′(t)〉

= (−1)

〈
δ(t)

∂u

∂t
, φ

〉
+

〈
∂

∂t
(δ(t)u(x, t)), φ(t)

〉
=

〈
−δ(t)∂u

∂t
+
∂

∂t
(δ(t)u(x, t)), φ(t)

〉
即广义函数意义下成立：

δ′(t)u(x, t) = −δ(t)∂u
∂t

+
∂

∂t
(δ(t)u(x, t))

因此，

F (x, t) = H(t)f(x, t) + δ(t)
∂u

∂t
+
∂

∂t
(δ(t)u(x, t)).

其中对任意 φ ∈ C∞
0 ，有〈

∂

∂t
(δ(t)u), φ

〉
= (−1) 〈δ(t)u(x, t), φ′(t)〉

= (−1) 〈δ(t), u(x, t)φ′(t)〉

= (−1)u(x, 0)φ′(0)

= (−1)g0(x) 〈δ(t), φ′(t)〉

= (−1) 〈δ(t)g0(x), φ′(t)〉

= 〈∂t(δ(t)g0(x)), φ(t)〉

⇒ ∂

∂t
(δ(t)u) = ∂t(δ(t)g0(x))

以及 〈
δ(t)

∂u

∂t
, φ

〉
= 〈δ(t), utφ〉

= ut(x, 0)φ(x, 0)

= g1(x)〈δ(t), φ〉

= 〈g1(x)δ(t), φ〉.

⇒ δ(t)
∂u

∂t
= g1(x)δ(t)
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因此得到：

F (x, t) = H(t)f(x, t) + ∂t (g0(x)δ(t)) + g1(x)δ(t).

若 E(x, t) 是算子 ∂2
t − a2∆ 的基本解，则

ũ(x, t) = E(x, t) ∗ F (x, t) = I1 + I2 + I3,

其中

I1 = E(x, t) ∗ (H(t)f(x, t)) ,

I2 = E(x, t) ∗ [∂t (g0(x)δ(t))] ,

I3 = E(x, t) ∗ (g1(x)δ(t)) .

对于 I2

〈E+(x, t) ∗ ∂t(g0(x)δ(t)), φ(x, t)〉x,t
= 〈∂t [E+(x, t) ∗ (g0(x) · δ(t))] , φ(x, t)〉x,t
=
〈
∂tE+(x, t), 〈δ(τ) · g0(y), φ(x+ y, t+ τ)〉y,τ

〉
x,t

=
〈
∂tE+(x, t), 〈g0(y), φ(x+ y, t)〉y

〉
x,t

= 〈∂t [E+(x, t) ∗ g0(x)] , φ(x, t)〉

故在分布意义下：

I2 = E+(x, t) ∗ ∂t(g0(x)δ(t)) = ∂t [E(x, t) ∗ g0(x)] .

对于 I3 〈
E+(x, t) ∗(x,t) (g(x)δ(t)), φ(x, t)

〉
x,t

=
〈
E+(x, t), 〈δ(τ)g(y), φ(x+ y, t+ τ)〉y,τ

〉
x,t

=
〈
E+(x, t), 〈g(y), φ(x+ y, t)〉y

〉
x,t

= 〈E+(x, t) ∗x g(x), φ(x, t)〉x,t
故在分布意义下：

I3 = E+(x, t) ∗(x,t) (g(x)δ(t)) = E+(x, t) ∗x g(x)

故：

ũ(x, t) = E(x, t) ∗ F (x, t)

= E(x, t) ∗ (H(t)f(x, t)) + E(x, t) ∗ [∂t (g0(x)δ(t))] + E(x, t) ∗ (g1(x)δ(t))

= E(x, t) ∗ (H(t)f(x, t)) + ∂t [E(x, t) ∗ g0(x)] + E+(x, t) ∗x g(x)

= I ′1 + I ′2 + I ′3

其中

I ′1 = E(x, t) ∗ (H(t)f(x, t)) ,

I ′2 = ∂t [E(x, t) ∗ g0(x)] ,

I ′3 = E+(x, t) ∗x g(x).

对于 I ′1

I ′1 =

∫
R
dτ

∫
Rn

H(τ)f(y, τ) · E(x− y, t− τ) dy
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代入三维波动方程的基本解：

E(x, t) =
H(t)

4πa2t
δ(at− |x|)

得到：

I ′1 =

∫
R
dτ

∫
Rn

H(τ)f(y, τ) · H(t− τ)

4πa2(t− τ)
δ(a(t− τ)− |x− y|) dy

而H(τ) > 0 ⇐⇒ τ > 0

H(t− τ) > 0 ⇐⇒ t− τ > 0 ⇐⇒ τ < t
⇒ 0 < τ < t, H(τ)H(t− τ) = 1

利用 δ 函数的性质，它只在 a(t− τ) = |x− y| 时有取值，于是：

I ′1 =

∫ t

0

dτ

∫
a(t−τ)=|x−y|

f(y, τ) · 1

4πa2(t− τ)
dy

由于在球面 a(t− τ) = |x− y| 上，有 |x− y| = a(t− τ)，代入得：

I ′1 =
1

4πa

∫ t

0

dτ

∫
a(t−τ)=|x−y|

f(y, τ)

|x− y|
dy

=
1

4πa

∫ t

0

dτ

∫
|x−y|=a(t−τ)

f(y, τ)

|x− y|
dSy

注. 这实际上可以看成在半径为 r = a(t− τ) 的球面上进行积分。

通过变量替换 τ = t− |x−y|
a
，我们可将积分转化为空间区域上的三重积分：

I ′1 =
1

4πa2

∫
|x−y|≤at

f
(
y, t− |x−y|

a

)
|x− y|

dy

对于 I ′3

I ′3 =
H(t)

4πa2t
·
∫
R3

g1(y)δ(at− |x− y|) dy

由于 H(t) = 1 当且仅当 t > 0，在 t > 0 时有：

I ′3 =
1

4πa2t
·
∫
R3

g1(y)δ(at− |x− y|) dy

利用 δ 函数的球面积分性质，在球面 |x− y| = at 上积分得：

I ′3 =
1

4πa2t
·
∫
|x−y|=at

g1(y) dSy

其中积分在半径为 r = at 的球面上进行。

将表达式改写为：

I ′3 = t · 1

4πa2t2

∫
|x−y|=at

g1(y) dSy

定义球面平均值算子：

M{gi} ≜ 1

4πa2t2

∫
|x−y|=at

gi(y) dSy

其中 M{gi} 表示函数 gi 在球面 {y : |x− y| = at} 上的球面平均值。



Chapter 7. 波动方程 123

因此最终得到：

I ′3 = t ·M{g1}

对于 I ′2

同 I ′3，我们可得：

I ′2 = ∂t [E(x, t) ∗ g0(x)] = ∂t [t ·M{g0}]

把 I ′1, I
′
2, I

′
3 代回原式，我们得到原问题的解为：

u(x, t) = ũ(x, t)
∣∣
t>0

=
1

4πa2

∫
|x−y|≤at

f
(
y, t− |x−y|

a

)
|x− y|

dy +
∂

∂t
[t ·M{g0}] + t ·M{g1}.

下面我们来验证 u(x, t) 是否满足波动方程的柯西问题：


∂2
t u− a2∆u = f(x, t), t > 0 (波动方程)

u|t=0 = g0(x),
∂u

∂t

∣∣∣∣
t=0

= g1(x) (初值条件)

首先说明 u(x, t) 满足波动方程。由之前的推导：(
∂2

∂t2
− a2∆

)
[H(t)u(x, t)] = H(t)f(x, t) + ∂t(g0(x) · δ(t)) + g1(x) · δ(t)

在 t > 0 时，H(t) = 1 且 δ(t) = 0，因此：(
∂2

∂t2
− a2∆

)
u(x, t) = f(x, t)

即 u(x, t) 满足波动方程。

再验证 u(x, t) 满足初值条件：

u(x, t) =
1

4πa2

∫
|x−y|≤at

f
(
y, t− |x−y|

a

)
|x− y|

dy + ∂t (tM{g0}) + tM{g1}

记作：

u(x, t) = I1 + I2 + I3

实际上就是需要验证：

(a) lim
t→0+

u(x, t) = g0(x)

(b) lim
t→0+

∂u

∂t
(x, t) = g1(x)

这等价于验证以下六个条件：

(i) lim
t→0+

I1 = 0

(ii) lim
t→0+

I2 = lim
t→0+

∂t (tM{g0}) = g0(x)

(iii) lim
t→0+

I3 = lim
t→0+

t ·M{g1} = 0
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(iv) lim
t→0+

∂tI1 = 0

(v) lim
t→0+

∂tI2 = lim
t→0+

∂2
t (t ·M{g0}) = 0

(vi) lim
t→0+

∂tI3 = lim
t→0+

∂t (t ·M{g1}) = g1(x)

注. 条件 (i)-(iii) 保证初值位移条件，条件 (iv)-(vi) 保证初值速度条件。

验证 (i)(iv)

I1 =
1

4πa

∫ t

0

aτ ·
∫
|x−y|=a(t−τ)

f(y, τ)

|x− y|
dSy dτ

=
1

4πa2

∫
|x−y|≤at

f
(
y, t− |x−y|

a

)
|x− y|

dy

使用球坐标变换，令 y = (y1, y2, y3)，其中 0 ≤ r ≤ at：
y1 = x1 + r sinφ cos θ

y2 = x2 + r sinφ sin θ

y3 = x3 + r cosφ

雅可比行列式为：
D(y1, y2, y3)

D(r, θ, φ)
= r2 sinφ

令 τ = t− r

a
，我们可得：

I1 =
1

4πa2

∫ at

0

∫ π

0

∫ 2π

0

f
(
y1, y2, y3, t−

r

a

)
r sinφdθ dφdr

当 t→ 0+ 时，r → 0，|f(x+ r sinφ cos θ, t− r
a
)| ≤M（有界）。

对 I1 关于 t 求导：

∂I1
∂t

=
1

4πa2

∫ 2π

0

∫ π

0

f
(
y1, y2, y3, t−

r

a

)
at sinφdφdθ

+
1

4πa2

∫ at

0

∫ π

0

∫ 2π

0

3∑
k=1

f ′
yk

(
y1, y2, y3, t−

r

a

) ∂yk
∂t

r sinφdθ dφdr

当 t→ 0+ 时，at 与 t 都趋于零，因此：

lim
t→0+

∂I1
∂t

= 0

综上可得：

lim
t→0+

I1 = 0 且 lim
t→0+

∂I1
∂t

= 0

验证 (iii)

lim
t→0+

tM{g1} = lim
t→0+

t

4π(at)2

∫
|x−y|=at

g1(y) dSy

= lim
t→0+

t

4π(at)2
· g1(y∗1) · 4π(at)2 = lim

t→0+
t · g1(y∗1) = 0

注. 其中 limt→0+ g(y
∗
1) = 0 ⇐⇒ |x− y∗1 | ≤ at.
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验证 (ii)(vi)

∂t(t ·M{g1}) =M{g1}+ t · ∂t(M{g1})

其中由积分中值定理我们可得

lim
t→0+

M{g1} = g1(x).

而

t · ∂t(M{g1}) = t · ∂
∂t

(
1

4πa2t2

∫
|x−y|=at

g1(y) dSy

)
作球面坐标变换，y = (y1, y2, y3)：

y1 = x1 + at cos θ sinφ

y2 = x2 + at cos θ cosφ

y3 = x3 + at sin θ

√
EG− F 2 = a2t2|ξ(θ, φ)|

故

t · ∂t(M{g1}) = t · ∂
∂t

(
1

4π

∫ 2π

0

∫ π

0

g1(y1, y2, y3)ξ(θ, φ)dφdθ

)
=

t

4π
·
∫ 2π

0

∫ π

0

3∑
k=1

g′1yk
(y1, y2, y3)

∂yk
∂t

· ξ(θ, φ)dφdθ

→ 0 (t→ 0+)

故

lim
t→0+

∂t(tM{g1}) = g1(x)

同理

lim
t→0+

∂t(tM{g0}) = g0(x)

验证 (v)
法 1

∂2
t (t ·M{g0}) = t · ∂2

t (M{g0}) + 2 · ∂t(M{g0})

lim
t→0+

∂t(M{g0}) =
1

4π

∫ 2π

0

∫ π

0

lim
t→0+

3∑
k=1

g′yk(y1, y2, y3)
∂yk
∂t

· ξ(θ, φ)dφdθ

由于

∂t(M{g0}) =
1

4π

∫ 2π

0

∫ π

0

3∑
k=1

g′yk(y1, y2, y3)
∂yk
∂t

· ξ(θ, φ)dφdθ

则

∂2
t (M{g0}) =

1

4π

∫ 2π

0

∫ π

0

3∑
i,j=1

g′′yiyj (y1, y2, y3)
∂yi
∂t

∂yj
∂t

· ξ(θ, φ)dφdθ

⇒ lim
t→0+

t · ∂2
t (M{g0}) = 0

⇒ lim
t→0+

∂2
t (t ·M{g0}) = 0.
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法 2
令 t ·M{g0} = v(x, t) 可知

由于

v(x, t) = E+(x, t) ∗ g0(x)

则 (
∂2

∂t2
− a2∆

)
(E+(x, t) ∗ g0(x)) = δ(x, t) ∗ g0(x)

= 〈δ(y, τ), g0(x− y)〉 = δ(t) · g0(x) = 0

因此有

lim
t→0+

∂2
t v(x, t) = lim

t→0+

(
∂2

∂t2
− a2∆

)
v(x, t) + a2∆v(x, t)

= lim
t→0+

a2 ·∆v(x, t)

= lim
t→0+

a2∆x (E+(x, t) ∗ g0(x))

= lim
t→0+

a2 · E+(x, t) ∗∆g0(x)

= lim
t→0+

a2 · t ·M{∆g0} = 0.

下面我们用降维法（利用 n = 3 的情形求解 n = 2）：

问题 7.0.5. 
∂2u
∂t2

− a2
(
∂2u
∂x2

1
+ ∂2u

∂x2
2

)
= 0,

u|t=0 = g0(x1, x2),

∂u
∂t
|t=0 = g1(x1, x2).

解. 考虑二维波动方程的 Cauchy 问题如下：
由于 g0(x1, x2) 和 g1(x1, x2) 中不含 x3 分量，且 f(x, t) = 0，我们可以将二维问题嵌入

到三维空间中求解。此时解的形式为：

u(x1, x2, t) =
∂

∂t
(tMg0

at ) + tMg1
at ,

其中 Mg
at 表示函数 g 在以 (x1, x2, 0) 为中心、半径为 at 的球面上的平均值。

先考虑第二项 tMg1
at。在三维空间中，球面平均值为：

tMg1
at =

t

4πa2t2

∫
|x−y|=at

g1(y1, y2) dSy.

由于 g1 不依赖于 y3，可将球面积分化为平面上的二重积分。注意到球面微元 dSy 在 y1y2 平

面上的投影满足：

cos θ · dSy = dy1dy2,

其中 θ 是球面法向量与 y3 轴方向的夹角，且

cos θ =
√
a2t2 − (x1 − y1)2 − (x2 − y2)2

at
.
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于是，

tMg1
at =

t

4πa2t2

∫
|x−y|=at

g1(y1, y2)

cos θ cos θ dSy

=
t

4πa2t2
· 2
∫
|x1−y1|2+|x2−y2|2≤a2t2

g1(y1, y2)

cos θ dy1dy2 (上下半球面的叠加)

=
1

2πa

∫
|x1−y1|2+(x2−y2)2≤a2t2

g1(y1, y2)√
a2t2 − (x1 − y1)2 − (x2 − y2)2

dy1dy2.

类似地，第一项为：

∂

∂t
(tMg0

at ) =
1

2πa

∂

∂t

∫
|x1−y1|2+(x2−y2)2≤a2t2

g0(y1, y2)√
a2t2 − (x1 − y1)2 − (x2 − y2)2

dy1dy2.

两式相加，即得到二维波动方程 Cauchy 问题的解：

u(x1, x2, t) =
1

2πa

[
∂

∂t

∫
|x−y|≤at

g0(y)√
a2t2 − |x− y|2

dy +

∫
|x−y|≤at

g1(y)√
a2t2 − |x− y|2

dy

]
,

其中 x = (x1, x2), y = (y1, y2), |x− y|2 = (x1 − y1)
2 + (x2 − y2)

2。

图 7.1: 示意图

下面我们用降维法求解 n = 1 维波动方程：

问题 7.0.6. 考虑一维齐次波动方程的 Cauchy 问题：
∂2u
∂t2

− a2 · ∂2u
∂x2 = 0,

u|t=0 = g0(x),

∂u
∂t
|t=0 = g1(x).

解. 我们通过降维法，将三维空间中的球面平均公式投影到一维直线上来求解。
在三维空间中，齐次波动方程的解为 Kirchhoff 公式：

u(x, t) =
∂

∂t
(tMg0

at ) + tMg1
at ,

其中 Mg
at 表示函数 g 在以 x 为中心、半径为 at 的球面上的平均值。
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对于一维情况，我们将三维球面投影到 x1 轴上。考虑以 (x1, 0, 0) 为中心、半径为 at 的

球面。球面上对应于 y1 坐标的微元 dy1 所对应的球面带状区域的面积微元为：

dS = 2πr dy1,

其中 r =
√
(at)2 − (x1 − y1)2 是球面在 y1 处的截面圆半径。

球面法向量与 y1 轴方向的夹角 θ 满足：

cos θ = r

at
.

因此，球面微元 dS 与 dy1 的关系为：

dS =
2πat

cos θdy1 = 2πat dy1.

现在计算 tMg1
at：

tMg1
at =

t

4πa2t2

∫
|x−y|=at

g1(y1) dS

=
t

4πa2t2

∫ x1+at

x1−at
g1(y1) · 2πat dy1

=
1

2a

∫ x1+at

x1−at
g1(y1) dy1.

类似地，计算第一项：

∂

∂t
(tMg0

at ) =
∂

∂t

[
1

2a

∫ x1+at

x1−at
g0(y1) dy1

]
=

1

2a

∂

∂t

∫ x1+at

x1−at
g0(y1) dy1.

利用含参变量积分的求导公式（Leibniz 规则）：

∂

∂t

∫ x1+at

x1−at
g0(y1) dy1 =

∂

∂t
[G(x1 + at)−G(x1 − at)]

= ag0(x1 + at)− (−a)g0(x1 − at)

= a [g0(x1 + at) + g0(x1 − at)] ,

其中 G′(y) = g0(y)。

因此，

∂

∂t
(tMg0

at ) =
1

2a
· a [g0(x1 + at) + g0(x1 − at)] =

1

2
[g0(x+ at) + g0(x− at)] .

两式相加，得到一维齐次波动方程的解：

u(x, t) =
1

2
[g0(x+ at) + g0(x− at)] +

1

2a

∫ x+at

x−at
g1(y) dy.

注. 这正是我们所熟知的 d’Alembert 公式。

下面我们来看波传播的物理意义：
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n = 3

(1) f 6= 0, g0 = g1 = 0

u(x, t) =
1

4πa2

∫
|x−y|≤at

f
(
y, t− |x−y|

a

)
|x− y|

dy

其中
f(y,t− |x−y|

a )
|x−y| 表示弦在 t 时刻 x 位置时的振动是受到外力 f 在 y 点 t − |x−y|

a

时刻作用的影响. 其中 t− |x−y|
a
表示振动的影响推迟了.

(2) f = 0, g0 = 0, g1 6= 0

注. 我们只考虑 g1 对 u 的影响，g0 同理.

此时：

u(x, t) = tM {g1} =
t

4πa2t
·
∫
|x−y|=at

g1(y) dSy

设 x 为 suppg1 外的一点，记 r 为振动 (波) 的前端与 x 的距离，记 R 为振动 (波)
的末端与 x 的距离.

i. 当 at < r 时，即 t < r
a
时，满足

{y : |x− y| = at} ∩ supp g1 = ∅,

这意味着在时刻 t，从点 x出发、半径为 at的球面与初始扰动区域不相交。因

此，此时扰动尚未传播到 x 点，x 点保持平静，解在该点处的值 u(x, t) ≡ 0。

ii. 当 r < at < R 时，即 r
a
< t < R

a
时，波前（即扰动的领先部分）已经通过点

x，但波后（即扰动的尾部）尚未完全通过。此时，球面 {y : |x− y| = at} 与
supp g1 有非空交集，初始扰动对点 x 产生影响，振动，u(x, t) 6= 0。

iii. 当 at > R 时，即 t > R
a
时，满足

supp g1 ∩ {y : |x− y| = at} = ∅,

这是因为半径为 at 的球面已经完全超出了初始扰动区域的范围。因此，扰动

已经完全离开点 x，此后 x 点重新恢复平静，即 u(x, t) ≡ 0。

n = 2

对于 n = 2 的情况，解由对圆盘（而非球面）的积分给出。因此当时间 t 满足 t > r
a
且

t < R
a
时，圆盘 {y : |x − y| ≤ at} 与初始扰动区域 supp g1 的交集逐渐扩大。特别地，

当 t > R
a
时，

{y : |x− y| ≤ at} ∩ supp g1 = Ω

其中 Ω 表示 supp g1 的整个区域。这意味着整个初始扰动区域都对点 x 有贡献，因此

即使在 t > R
a
后，点 x 处的解仍然不会立即变为零，而是会在一段时间内持续波动，不

会像三维情形那样迅速恢复平静。这是二维波动方程与三维情形的本质区别。

其余两种时间阶段（at < r 和 r < at < R）的行为与 n = 3 时完全一致。

n = 1

对于 n = 1 的情况，在扰动未到达阶段（at < r）和扰动完全影响阶段（r < at < R）的

行为与高维情况类似。
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关键区别出现在 t > R
a
时。此时，初始位移 g0(x) 的影响已经消失（在一维波动公式

中，g0 的贡献仅来自两个端点，且随时间衰减），但初始速度 g1 的影响仍然存在。由

于一维波的传播沿两条特征线 x ± at 进行，当 t 充分大时，点 x 处的解依赖于区间

[x− at, x+ at] 上 g1 的积分。只要该区间与 supp g1 的交集非空，即

[x− at, x+ at] ∩ supp g1 6= ∅,

解就不为零。由于一维情况下波的传播没有几何衰减，且扰动会来回反射（若有边界）

或持续扩散（在无限直线上），因此点 x 在扰动首次到达后，通常无法恢复平静 (振动)，
解可能会持续振荡或趋于一个非零的渐近状态。

命题 7.0.2 (弦振动方程的基本解). 定义函数 E(x, t) 如下：

E(x, t) =

 1
2a
, a2t2 − x2 ≥ 0, t ≥ 0,

0, 其他情况.

则 E(x, t) 是弦振动方程 ∂2u
∂t2

− a2 ∂
2u
∂x2 = δ(x, t) 的基本解，即它在分布意义下满足

(∂2
t − a2∂2

x)E(x, t) = δ(x, t)。

证明. 为了验证 E(x, t) 是基本解，对 ∀φ ∈ C∞
0 (R2)，证明以下分布意义下的等式成立：

〈(∂2
t − a2∂2

x)E(x, t), φ(x, t)〉 = 〈δ(x, t), φ(x, t)〉 = φ(0, 0).

根据分布导数的定义，我们有：

〈(∂2
t − a2∂2

x)E(x, t), φ(x, t)〉 = 〈E(x, t), (∂2
t − a2∂2

x)φ(x, t)〉.

因为 E(x, t) 是局部可积函数，右侧可写为积分形式：

〈E(x, t), (∂2
t − a2∂2

x)φ(x, t)〉 =
x
R2

E(x, t) · (∂2
t − a2∂2

x)φ(x, t) dx dt.

由 E(x, t) 的定义，其支集在区域 {a2t2 − x2 ≥ 0, t ≥ 0} 上，且在该区域内取常数值 1
2a
。因

此， x
R2

E(x, t)(∂2
t − a2∂2

x)φ(x, t) dx dt =
1

2a

x
a2t2−x2≥0, t≥0

(∂2
t − a2∂2

x)φ(x, t) dx dt.

为了计算这个积分，作变量替换以简化区域。令

y = x+ at, z = at− x,

则逆变换为

x =
y − z

2
, t =

y + z

2a
.

在此变换下，原积分区域 a2t2 − x2 ≥ 0 且 t ≥ 0 等价于 y ≥ 0 且 z ≥ 0。同时，计算 Jacobi
行列式： ∣∣∣∣D(x, t)

D(y, z)

∣∣∣∣ = 1

2a
.

函数 φ 在新变量下记为 φ̃(y, z) = φ
(
y−z
2
, y+z

2a

)
。

现在计算微分算子在新变量下的表达式。直接计算可得：

∂2φ̃

∂y∂z
=

1

4a
(∂2
t − a2∂2

x)φ(x, t).
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因此，

(∂2
t − a2∂2

x)φ(x, t) = 4a
∂2φ̃

∂y∂z
.

将积分转换到 (y, z) 变量下：

1

2a

x
a2t2−x2≥0, t≥0

(∂2
t − a2∂2

x)φ(x, t) dx dt =
1

2a

x
y≥0, z≥0

(
4a

∂2φ̃

∂y∂z

)
· 1

2a
dy dz

=
x

y≥0, z≥0

∂2φ̃

∂y∂z
dy dz.

对上述重积分依次进行积分：

x
y≥0, z≥0

∂2φ̃

∂y∂z
dy dz =

∫ ∞

0

[∫ ∞

0

∂2φ̃

∂y∂z
dz

]
dy

=

∫ ∞

0

[
∂φ̃

∂y

∣∣∣∣z→∞

z=0

]
dy

=

∫ ∞

0

(
−∂φ̃
∂y

(y, 0)

)
dy (因为φ 紧支，当z → ∞ 时导数为零)

= − [φ̃(y, 0)]
∞
0 = φ̃(0, 0).

由于 φ̃(0, 0) = φ(0, 0)，我们得到：

〈(∂2
t − a2∂2

x)E(x, t), φ(x, t)〉 = φ(0, 0).

这正好等于 〈δ(x, t), φ(x, t)〉。因此，在分布意义下，

(∂2
t − a2∂2

x)E(x, t) = δ(x, t).

故 E(x, t) 是弦振动方程的基本解。

下面我们来验证波动方程初边值问题解的唯一性与稳定性 (n = 2)：

问题 7.0.7 (二维波动方程初边值问题解的唯一性与稳定性).

(∂2
t − a2(∂2

x + ∂2
y))u(x, y, t) = f(x, y, t), (x, y) ∈ Ω ⊂ R2, t > 0.

u(x, y, t)|t=0 = φ(x, y),

∂u
∂t
(x, y, t)|t=0 = g(x, y).

u|∂Ω = 0.

(7.2)

证明. 在物理上，系统的动能 T 和势能 V 分别定义为：

T =
1

2

∫
Ω

ρ u2t dx dy

V =
1

2

∫
Ω

T (u2x + u2y) dx dy

其中 ρ 为密度，T 为张力。不计常数因子，总能量定义为：

E(t) =

∫
Ω

[
u2t + a2(u2x + u2y)

]
dx dy, 其中a2 =

T

ρ
.
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唯一性 令 u = u1 − u2，则 u 满足齐次方程及齐次初边值条件：

(∂2
t − a2(∂2

x + ∂2
y))u(x, y, t) = 0, (x, y) ∈ Ω, t > 0,

u(x, y, t)|t=0 = 0,

∂u

∂t
(x, y, t)|t=0 = 0,

u|∂Ω = 0.

(7.3)

首先，考虑无外力情况（f = 0），并证明此时系统的总能量守恒，即 dE(t)
dt

= 0。计算能

量 E(t) 对时间的导数：

dE(t)

dt
=

d

dt

∫
Ω

[
u2t + a2(u2x + u2y)

]
dx dy

=

∫
Ω

[
2ututt + 2a2(uxuxt + uyuyt)

]
dx dy.

利用分部积分公式：

uxuxt = ∂x(uxut)− uxxut,

uyuyt = ∂y(uyut)− uyyut.

代入上式得：

dE(t)

dt
=

∫
Ω

[
2ututt + 2a2 (∂x(uxut)− uxxut + ∂y(uyut)− uyyut)

]
dx dy

=

∫
Ω

2ut
(
utt − a2(uxx + uyy)

)
dx dy + 2a2

∫
Ω

(∂x(uxut) + ∂y(uyut)) dx dy.

由 u 满足齐次波动方程 utt − a2(uxx + uyy) = 0，第一项为零。对第二项应用散度定理：∫
Ω

(∂x(uxut) + ∂y(uyut)) dx dy =

∫
∂Ω

(uxut cos(α, n⃗) + uyut cos(γ, n⃗)) dS,

其中 n⃗ 是边界 ∂Ω 的单位外法向量。由于边界条件 u|∂Ω = 0，故在边界上 ut|∂Ω = 0，

从而整个边界积分为零。因此，
dE(t)

dt
= 0.

注. 我们将
∫
Ω
(∂x(uxut) + ∂y(uyut)) dx dy 视为向量场 F⃗ = (uxut, uyut) 的散度积

分，由散度定理： ∫
Ω

∇ · F⃗ dx dy =

∫
∂Ω

F⃗ · n⃗ dS.

这里 F⃗ · n⃗ = uxutnx + uyutny = ut(uxnx + uyny)，其中 (nx, ny) 是单位外法向量 n⃗ 的

分量。而 uxnx + uyny 恰好是 u 沿法向的方向导数。

这意味着总能量 E(t) 不随时间变化，即 E(t) = E(0) 对任意 t > 0 成立。

现在计算初始能量 E(0)。由初始条件：

u(x, y, 0) = 0 ⇒ ux(x, y, 0) = 0, uy(x, y, 0) = 0,

ut(x, y, 0) = 0.

代入能量表达式得：

E(0) =

∫
Ω

[
u2t + a2(u2x + u2y)

] ∣∣
t=0
dx dy = 0.
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由于能量守恒，对任意 t > 0，有：

E(t) =

∫
Ω

[
u2t + a2(u2x + u2y)

]
dx dy = E(0) = 0.

被积函数 u2t + a2(u2x + u2y) 非负，故在整个区域 Ω 及任意时刻 t 上，必须有：

u2t + a2(u2x + u2y) = 0.

这迫使：

ut = ux = uy = 0.

因此，u(x, y, t) 是一个常数函数。又因为 u(x, y, 0) = 0，所以该常数必须为零，即：

u(x, y, t) ≡ 0.

从而 u1(x, y, t) ≡ u2(x, y, t)，唯一性得证。

稳定性

Step 1 外力 f(x, y, t) 对 E(t) 的影响，此时 f(x, y, t) 6= 0。

dE(t)

dt
=

d

dt

∫
Ω

[
u2t + a2(u2x + u2y)

]
dxdy

= 2

∫
Ω

ut
(
utt − a2(uxx + uyy)

)
dxdy

+ 2a2
∫
∂Ω

[uxut cos(α, n⃗) + uyut cos(γ, n⃗)] dS

= 2

∫
Ω

ut · f dxdy

这里利用了边界条件 u|∂Ω = 0 和 ut|∂Ω = 0。

由不等式 2utf ≤ u2t + f2 可得：

dE(t)

dt
≤
∫
Ω

u2t dxdy +

∫
Ω

f2 dxdy

≤
∫
Ω

[
u2t + a2(u2x + u2y)

]
dxdy +

∫
Ω

f2 dxdy

= E(t) +

∫
Ω

f2 dxdy.

总结有：
dE(t)

dt
≤ E(t) +

∫
Ω

f2 dxdy.

上式乘以 e−t 并整理：

e−t · dE(t)

dt
− e−tE(t) ≤ e−t ·

∫
Ω

f2 dxdy,

d

dt

(
e−t · E(t)

)
≤ e−t ·

∫
Ω

f2 dxdy.

两边从 0 到 t 积分：∫ t

0

d

dτ

(
e−τE(τ)

)
dτ ≤

∫ t

0

e−τ
(∫

Ω

f2(x, y, τ) dxdy

)
dτ,

e−tE(t)− E(0) ≤
∫ t

0

e−τ ·
∫
Ω

f2 dxdy dτ.
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于是：

E(t) ≤ et
[
E(0) +

∫ t

0

e−τdτ ·
∫
Ω

f2 dxdy

]
, t ∈ [0, T ].

由于 t ∈ [0, T ]，则 et ≤ eT，e−τ ≤ 1，代入得：

E(t) ≤ C0

[
E(0) +

∫ t

0

∫
Ω

f2(x, y, τ) dxdy dτ

]
.

Step 2 定义 E0(t) =
∫
Ω
u2(x, y, t) dxdy。

dE0(t)

dt
=

d

dt

∫
Ω

u2(x, y, t) dxdy

= 2

∫
Ω

u · ut dxdy.

由不等式 2uut ≤ u2 + u2t 可得：

dE0(t)

dt
≤
∫
Ω

u2 dxdy +

∫
Ω

u2t dxdy

≤ E0(t) + E(t).

于是有：
dE0(t)

dt
≤ E0(t) + E(t).

解得：

E0(t) ≤ et
[
E0(0) +

∫ t

0

e−τE(τ) dτ

]
.

而： ∫ t

0

e−τE(τ) dτ = −
[
e−τE(τ)

]t
0
+

∫ t

0

e−τ dE(τ)

= −e−tE(t) + E(0) +

∫ t

0

e−τ dE(τ)

≤ E(0) +

∫ t

0

e−τ dE(τ) (e−tE(t) ≥ 0)

≤ E(0) +

∫ t

0

dE(τ) (e−τ ≤ 1)

= E(0) + E(t)− E(0)

= E(t)

故：

E0(t) ≤ C1 [E0(0) + E(t)] .

将 E(t) 的估计代入：

E0(t) ≤ C̃

[
E0(0) + E(0) +

∫ t

0

∫
Ω

f2(x, y, τ) dxdy dτ

]
.

下面我们来正式证明稳定性：
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若 u1, u2 分别满足以下方程：

(∂2
t − a2(∂2

x + ∂2
y))ui(x, y, t) = fi(x, y, t), (x, y) ∈ Ω ⊂ R+, t > 0,

ui(x, y, t)|t=0 = φi(x, y),

∂ui
∂t

(x, y, t)|t=0 = gi(x, y), (i = 1, 2),

ui|∂Ω = 0.

令 u = u1 − u2，则 u 满足：

(∂2
t − a2(∂2

x + ∂2
y))u(x, y, t) = f1 − f2,

u(x, y, t)|t=0 = φ1 − φ2,

∂u

∂t
(x, y, t)|t=0 = g1 − g2,

u|∂Ω = 0.

其中初始数据和外力扰动满足：
‖φ1 − φ2‖L2(Ω) ≤ η, ‖φ1x − φ2x‖L2(Ω) ≤ η, ‖φ1y − φ2y‖L2(Ω) ≤ η,

‖g1 − g2‖L2(Ω) ≤ η,

‖f1 − f2‖L2([0,T ]×Ω) ≤ η.

那么：

‖u1 − u2‖2L2(Ω×[0,T ]) =

∫
Ω

(u1 − u2)
2dxdy =

∫
Ω

u2dxdy = E0(t)

≤ C̃

[
E0(0) + E(0) +

∫ t

0

∫
Ω

f2(x, y, τ) dxdy dτ

]
则对于能量范数，有：

E0(0) =

∫
Ω

u2(x, y, 0) dxdy ≤ ‖φ1 − φ2‖2L2(Ω)

E(0) =

∫
Ω

[
u2t + a2(u2x + u2y)

] ∣∣
t=0
dxdy

≤ ‖g1 − g2‖2L2(Ω) + a2‖φ1x − φ2x‖2L2(Ω) + a2‖φ1y − φ2y‖2L2(Ω)∫ t

0

∫
Ω

(f1 − f2)
2 dxdy dτ ≤ ‖f1 − f2‖2L2([0,T ]×Ω)

代入 E0(t) 和 E(t) 的估计式，得到：

‖u1 − u2‖2L2(Ω×[0,T ]) ≤ K
(
η2 + η2 + η2 + η2

)
= 4Kη2.

同理，对于 a2‖u1x − u2x‖2L2(Ω)，有：

a2‖u1x − u2x‖2L2(Ω) =

∫
Ω

a2u2x dxdy

≤ E(t)

≤ C0

[
E(0) +

∫ t

0

∫
Ω

(f1 − f2)
2 dxdy dτ

]
≤ K

(
‖g1 − g2‖2L2(Ω) + ‖φ1x − φ2x‖2L2(Ω) + ‖φ1y − φ2y‖2L2(Ω) + ‖f1 − f2‖2L2([0,T ]×Ω)

)
≤ 4Kη2.
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因此，当 η → 0 时，‖u1 − u2‖L2 和 ‖u1x − u2x‖L2 均趋于零，对于 ‖u1y − u2y‖L2 也相

同，稳定性得证。

例 7.0.1. 考虑具有总摩擦力且端点固定的有界弦振动方程：

(P )



∂2u

∂t2
− a2 · ∂

2u

∂x2
+ c · ∂u

∂t
= f(x, t),

u|x=0 = u|x=l = 0,

u|t=0 = φ(x),
∂u

∂t
|t=0 = g(x)

其中 c > 0 为阻尼系数。证明齐次方程 utt − a2uxx + cut = 0 的能量随时间减少。

并证明上述问题解的唯一性：若 u1, u2 均是问题 (P ) 的解，则 u1 ≡ u2。

证明.

能量减少 定义能量函数：

E(t) =

∫ l

0

[
u2t + a2u2x

]
dx.

计算能量对时间的导数：

dE(t)

dt
=

d

dt

∫ l

0

[
u2t + a2u2x

]
dx

=

∫ l

0

[
2ututt + 2a2uxuxt

]
dx

= 2

∫ l

0

ututt dx+ 2a2
∫ l

0

uxuxt dx.

对第二项使用分部积分：∫ l

0

uxuxt dx =

∫ l

0

∂x(uxut) dx−
∫ l

0

uxxut dx = uxut

∣∣∣l
0
−
∫ l

0

uxxut dx.

由边界条件 u(0, t) = u(l, t) = 0 可得 ut(0, t) = ut(l, t) = 0，因此：

uxut

∣∣∣l
0
= ux(l, t)ut(l, t)− ux(0, t)ut(0, t) = 0.

于是：

dE(t)

dt
= 2

∫ l

0

ututt dx+ 2a2

(
−
∫ l

0

uxxut dx

)

= 2

∫ l

0

ut
(
utt − a2uxx

)
dx.

代入齐次方程 utt − a2uxx = −cut（当 f = 0 时）：

dE(t)

dt
= 2

∫ l

0

ut(−cut) dx

= −2c

∫ l

0

u2t dx ≤ 0.
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由于 c > 0 且 u2t ≥ 0，故 dE(t)
dt

≤ 0，且等号成立当且仅当 ut ≡ 0。这表明能量 E(t) 随

时间非增，即能量减少。

唯一性 令 u = u1 − u2，则 u 满足齐次初边值问题：

∂2u

∂t2
− a2

∂2u

∂x2
+ c · ∂u

∂t
= 0,

u|x=0 = u|x=l = 0,

u|t=0 = 0,
∂u

∂t
|t=0 = 0.

定义 u 的能量：

E(t) =

∫ l

0

[
u2t + a2u2x

]
dx.

由上述命题可知 dE(t)
dt

≤ 0，故 E(t) 非增。特别地，对任意 t ≥ 0，有：

E(t) ≤ E(0).

计算初始能量：

E(0) =

∫ l

0

[
u2t (x, 0) + a2u2x(x, 0)

]
dx.

由初始条件 u(x, 0) = 0 得 ux(x, 0) = 0，由 ut(x, 0) = 0，故 E(0) = 0。

因此对任意 t ≥ 0，有：

E(t) ≤ E(0) = 0.

但根据定义 E(t) ≥ 0（被积函数非负），故必有 E(t) = 0。进而可得：∫ l

0

[
u2t + a2u2x

]
dx = 0.

由于被积函数非负，这意味着在 [0, l] 上几乎处处有：

u2t (x, t) = 0 且 u2x(x, t) = 0.

因此：

ut(x, t) = 0 且 ux(x, t) = 0 a.e. x ∈ [0, l], t ≥ 0.

由 ut = 0 知 u 与时间无关，即 u(x, t) = h(x)。再由 ux = 0 知 h′(x) = 0，故 h(x) 为

常数，即 u(x, t) = C（常数）。

利用边界条件 u(0, t) = 0，得 C = 0，故 u(x, t) ≡ 0。从而 u1 ≡ u2，唯一性得证。

例 7.0.2. 考虑变系数波动方程的初边值问题：
p(x)utt − ∂

∂x
(k(x)ux) + q(x)u = 0, 0 < x < L, t > 0,

u(x, 0) = ut(x, 0) = 0, 0 < x < L,

u(0, t) = u(L, t) = 0, t ≥ 0,

其中系数满足：k(x) ≥ k0 > 0, q(x) ≥ q0 > 0, p(x) ≥ p0 > 0，k0, p0, q0 为正常数。
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利用能量积分公式：

E(t) =
1

2

∫ L

0

[
k(x)u2x + p(x)u2t + q(x)u2

]
dx,

证明该方程的解 u ≡ 0。

证明. 定义能量函数：

E(t) =
1

2

∫ L

0

[
k(x)u2x + p(x)u2t + q(x)u2

]
dx.

计算能量对时间的导数：

dE(t)

dt
=

1

2

d

dt

∫ L

0

[
k(x)u2x + p(x)u2t + q(x)u2

]
dx

=

∫ L

0

[k(x)uxuxt + p(x)ututt + q(x)uut] dx.

对第一项进行分部积分：∫ L

0

k(x)uxuxt dx =

∫ L

0

k(x)ux
∂

∂t
(ux) dx

=

∫ L

0

∂

∂x
(k(x)uxut) dx−

∫ L

0

∂

∂x
(k(x)ux)ut dx

= k(x)uxut

∣∣∣L
0
−
∫ L

0

∂

∂x
(k(x)ux)ut dx.

由边界条件 u(0, t) = u(L, t) = 0，可得 ut(0, t) = ut(L, t) = 0，因此：

k(x)uxut

∣∣∣L
0
= k(L)ux(L, t)ut(L, t)− k(0)ux(0, t)ut(0, t) = 0.

将分部积分结果代回能量导数表达式：

dE(t)

dt
=

∫ L

0

[
− ∂

∂x
(k(x)ux)ut + p(x)ututt + q(x)uut

]
dx

=

∫ L

0

ut

[
p(x)utt −

∂

∂x
(k(x)ux) + q(x)u

]
dx.

由方程 p(x)utt − ∂
∂x

(k(x)ux) + q(x)u = 0，方括号内表达式为零，故：

dE(t)

dt
= 0.

这意味着能量守恒：E(t) = E(0) 对所有 t ≥ 0 成立。

计算初始能量：

E(0) =
1

2

∫ L

0

[
k(x)u2x(x, 0) + p(x)u2t (x, 0) + q(x)u2(x, 0)

]
dx.

由初始条件 u(x, 0) = 0 得 ux(x, 0) = 0，由 ut(x, 0) = 0，故：

E(0) = 0.

因此，对任意 t ≥ 0：

E(t) = E(0) = 0.
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由能量表达式 E(t) = 0 可得：∫ L

0

[
k(x)u2x + p(x)u2t + q(x)u2

]
dx = 0.

由于系数 k(x) ≥ k0 > 0, p(x) ≥ p0 > 0, q(x) ≥ q0 > 0，且被积函数非负，故必须有：

u2x(x, t) = 0, u2t (x, t) = 0, u2(x, t) = 0 对几乎处处的x ∈ [0, L].

从而：

ux(x, t) = 0, ut(x, t) = 0, u(x, t) = 0 a.e. x ∈ [0, L], t ≥ 0.

由于 u 连续（作为微分方程的解），故 u(x, t) ≡ 0。

以下部分是 vrv 在 2025 年 12 月 11 日周四晚上第 2 节课讲的东西，之前笔记都没有：

例 7.0.3. 设 u(x, y, t) 是以下问题的解：
utt − a2(uxx + uyy) = 0, x ∈ Ω, a2 = T

ξ

(T ∂u
∂n

+ σu)|∂Ω = 0, T > 0, σ > 0

u|t=0 = 0, ∂u
∂t
|t=0 = 0

其能量

E(t) =

∫
Ω

ξ

2
u2t +

T

2
(u2x + u2y)dxdy

E0(t) =

∫
Ω

u2dxdy

证明能量不等式：

E0(t) ≤ etE0(t) +
2

ξ
(et − 1)E(0)

证明.
dE(t)

dt
=

∫
Ω

ξ

2
· 2ututt +

T

2
· 2(uxuxt + uyuyt)dxdy +

∫
∂Ω

σ

2
· 2uutds

=

∫
Ω

[ξututt + T (∂x(uxut) + ∂y(uyut)− uxxut − uyyut)] dx dy +

∫
Ω

σuutds

=

∫
Ω

ut (futt − T (uxx + uyy)) dx dy +

∫
∂Ω

T (uxut cos(n, x) + uy cos(n, y))ds−
∫
∂Ω

T
∂u

∂n
· utds

由 a2 = T
ρ
，我们可得： ∫

Ω

[futt − T (uxx + uyy)] = 0

故

=

∫
∂Ω

T
∂u

∂n
· utds−

∫
∂Ω

T
∂u

∂n
· utds = 0

E(t) = E(0), t > 0

d(E0(t))

dt
= 2

∫
Ω

uutdxdy ≤
∫
Ω

u2dxdy +

∫
Ω

u2tdxdy

=

∫
Ω

u2dxdy +
2

ξ

∫
Ω

ξ

2
u2tdxdy

≤ E0(t) +
2

ξ
E(t) = E0(t) +

2

ξ
E(0)
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两边同乘 e−t，再 (0, t) 上积分：

E0(t) ≤ etE0(0) +
2

ξ
et
∫ t

0

e−τE(0)dτ = etE0(t) +
2

ξ
(et − 1)E(0)

问题 7.0.8 (柯西问题的能量方法). 对 n = 2
∂2u
∂t2

− a2(∂
2u
∂x2 + ∂2u

∂y2
) = 0, t > 0

u|t=0 = φ(x)

∂u
∂t
|t=0 = ψ(x)

考虑一维齐次波动方程

utt − a2(uxx + uyy) = 0

Ωt =
{
(x, t) | (x− x0)

2 + (y − y0)
2 ≤ a2(t0 − t)2

}
Ω0 =

{
(x, t) | (x− x0)

2 + (y − y0)
2 ≤ a2t20

}
证明. 无外力时（f ≡ 0）：

能量递减

E1(Ωt) =

∫
Ωt

u2t + a2(u2x + u2y)dxdy ≤ E1(Ω0) =

∫
Ω0

u2t + a2(u2x + u2y)dxdy

只要证明：在 0 ≤ t ≤ t0 时：
dE1(Ωt)

dt
≤ 0

dE1(Ωt)

dt
=
d

dt

∫
(x−x0)2+(y−y0)2≤a2(t0−t)2

u2t + a2(u2x + u2y)dxdy

=
d

dt

∫ a(t0−t)

0

∫ 2πr

0

u2t + a2(u2x + u2y)dsdr

=

∫ a(t0−t)

0

∫ 2πr

0

2ututt + 2a2(uxuxt + uyuyt)dsdr − a

∫ 2πa(t0−t)

0

u2t + a2(u2x + u2y)ds

=2

∫ a(t0−t)

0

∫ 2πr

0

ututt + a2(∂x(uxut)− uxxut + ∂y(uyut)− uyyut)dsdr

− a

∫
∂Ωt

u2t + a2(u2x + u2y)ds

=2

∫ a(t0−t)

0

∫ 2πr

0

ut(utt − a2(uxx + uyy))dsdr + 2a2
∫ a(t0−t)

0

∫ 2πr

0

∂x(uxut) + ∂y(uyut)dsdr

− a

∫
∂Ωt

u2t + a2(u2x + u2y)ds

=2a2
∫
∂Ωt

uxut cos(n, x) + uyut cos(n, y)ds− a

∫
∂Ωt

u2t + a2(u2x + u2y)ds

= −a
∫
∂Ωt

u2t + a2(u2x + u2y)− 2auxut cos(n, x)− 2auyut cos(n, y)ds
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其中

u2t + a2(u2x + u2y)− 2auxut cos(n, x)− 2auyut cos(n, y)

=u2t cos2(n, x) + u2t cos2(n, y) + a2(u2x + u2y)− 2auxut cos(n, x)− 2auyut cos(n, y)

=(ut cos(n, x)− aux)
2 + (ut cos(n, y)− auy)

2 ≥ 0

⇒dE1(Ωt)

dt
≤ 0

⇒E1(Ωt) ≤ E1(Ω0)

唯一性 设 u1, u2 均为方程的解，令 u = u1 − u2 满足
∂2u
∂t2

− a2(∂
2u
∂x2 + ∂2u

∂y2
) = 0, t > 0

u|t=0 = 0

∂u
∂t
|t=0 = 0

E1(Ωt) ≤ E1(Ω0) =

∫
Ω0

u2t + a2(u2x + u2y) |t=0 dxdy

由 u |t=0= 0 我们可知：ux |t=0= uy |t=0= 0 且 ∂u
∂t

|t=0= 0

⇒ 0 = E1(Ω0) = E1(Ωt) =

∫
Ωt

u2t + a2(u2x + u2y)dxdy

⇒ ut = ux = uy = 0 ⇒ u ≡ const

又由 u |t=0= 0 我们可知

u ≡ 0 ⇒ u1 ≡ u2

稳定性

E0(Ωt) =

∫
Ωt

u2dxdy

证：在 t ∈ [0, t0] 上有：

E0(Ωt) ≤ c(E1(Ω0) + E0(Ω0))

dE0(Ωt)

dt
= 2

∫
Ωt

u
∂u

∂t
dxdy − a

∫
∂Ωt

u2ds

≤ 2

∫
Ωt

u
∂u

∂t
dxdy

≤
∫
Ωt

u2dxdy +

∫
Ωt

u2tdxdy

≤ E1(Ω0) + E0(Ω0)

两边同乘 e−t 再关于 t 作积分可得：

E0(Ωt) ≤ e−tE0(Ω0) +

∫ t

0

et−τE1(Ωτ )dτ

≤ e−tE0(Ω0) +

∫ t

0

et−τE1(Ω0)dτ

⇒ E0(Ωt) ≤ c(E1(Ω0) + E0(Ω0))

接着就易证稳定性.
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8.1 期末习题

习题 8.1.1. 设 f(x) 在 Ω 上连续，对 ∀φ ∈ C∞
0 (Ω) 都有∫

Ω

f(x)φ(x)dx = 0

证明：f ≡ 0.

(反证)

假设 ∃x0 ∈ Ω0, f(x0) > 0，取 x0 的邻域 Ux0
(充分小)，取 φ(x) > 0 ∈ C∞

0 (Ux0
)

注. 能取到这样的 φ(x) > 0 是由 φ 的连续性所保证的.

⇒
∫
Ω

f(x)φ(x)dx =

∫
Ux0

f(x)φ(x)dx > 0

142
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这与 ∫
Ω

f(x)φ(x)dx = 0

矛盾！

习题 8.1.2.

1. 写出磨光核 φε(x) 的定义

2. 令 fε(x) =
∫
φε(x− y)dy(截断函数)，证明：

|∂αx fε(x)| ≤ C(α, n)ε−|α|

1. 取 g(x) ∈ C∞
0 (Rn)且 suppg ⊂ {x : |x| ≤ 1}且 c =

∫
Rn g(x)dx 6= 0，作 φε(x) =

1
cεn
g
(
x
ε

)
，

有 ∫
φε(x) dx =

1

cεn

∫
g
(x
ε

)
dx =

1

c

∫
g(x) dx = 1.

2. 把磨光核的定义代入直接展开，再利用其具有紧支集的进行放缩.

习题 8.1.3. 设 f(x) ∈ CR(Ω)，对 Ω 内的任意紧子集 K 必存在一族 C∞
0 函数列 fε(x)

在 K 上成立一致收敛：

fε(x) → f(x), ε→ 0

对 ∀α ∈ N∗, |α| < k，有：

∂αx fε(x) → ∂αx f(x)

1. K ⊂ Ω，∃ε0 > 0 使得 Kε0 ⊂ Ω.

注. 紧集在开集中可以被稍大的紧集所包含

令 f̃(x) =

f(x), x ∈ Kε0

0, x /∈ Kε0

，则 suppf̃ ∈ Kε0 .

对 f̃ 进行磨光，由 f̃ε(x) = φε(x) ∗ f̃ ⇒ f̃ε(x) ∈ C∞(Ω) ⊇ suppf̃ε(x).

注. 这样的 fε 就是想要的 C∞
0 函数列.

代入验证最终可得到：

|f̃ε(x)− f(x)| ≤ max
|x−y|≤ε,x∈K

|f(y)− f(x)| ·

∣∣∣∣∣
∫
Rn

φε(x− y)dy

∣∣∣∣∣→ 0

= 1紧集上的连续函数必然一致连续，故 |f(y) − f(x)| < ε → 0

2. 构造和上面一模一样：

注. ∫
Rn

f̃(y)(∂αxφε(x− y))dy =

∫
Rn&Kε0

⊆Ω

(∂αy f̃(y))φε(x− y)dy
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我觉得这个可以理解为：

〈f̃(y), ∂αxφ(x− y)〉 = 〈f̃(y), (−1)|α|∂αy φ(x− y)〉 = 〈∂αy f̃(y), φ(x− y)

严谨的还是利用分部积分 + 紧支集性质.

|∂αx fε(x)− ∂αx f(x)| =
∣∣∣∣∫

Rn

f̃(y)(∂αxφε(x− y))dy −
∫
Rn

(∂αx f(x))φε(x− y)dy

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
∫
Rn&Kε0

⊆Ω

(∂αy f̃(y))φε(x− y)dy −
∫
Rn

(∂αx f(x))φε(x− y)dy

∣∣∣∣∣
≤ max

|x−y|≤ε,x∈K
|∂αy f̃(y)− ∂αx f(x)| ·

∣∣∣∣∣
∫
Rn

φε(x− y)dy

∣∣∣∣∣→ 0

= 1仍然沿用：紧集上的连续函数必然一致连续，结合 ∂α
x f(x) 为连续函数

故 |∂α
y f̃(y) − ∂α

x f(x)| = |∂α
y f(y) − ∂α

x f(x)| < ε → 0

习题 8.1.4. 证明
L ′
loc(Ω) ⊂ D ′(Ω)

要证明 f ∈ D ′(Ω)，我们只需验证线性性和连续性

注.

(i) 线性性

c1, c2 实数，

< f, c1φ1 + c2φ2 >= c1 < f, φ1 > +c2 < f, φ2 > (8.1)

(ii) 连续性

若 φj → 0 在 D(Ω) 上，则 < f, φj >→ 0, j → ∞.

(iii) 连续的等价定义

对任一紧集 K ⊂ Ω，必存在 c 和非负整数 k 使得 ∀φ ∈ C∞
0 (K) 都有：

| < f, φ > | ≤ c
∑

|α|≤m

sup
K

|∂αxφ| (8.2)

这题线性性显然（积分的线性性），我们只需验证连续性：

对紧集 K ⊂ Ω，φ ∈ C∞
0 (K)，

| < f, φ > | =
∣∣∣∣∫
K

f(x)φ(x)dx

∣∣∣∣
≤
∫
K

|f(x)φ(x)| dx

≤ sup
K

|φ(x)|
∫
K

|f(x)|dx

≤c · sup
K

|φ(x)| = c
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习题 8.1.5. 设 {fn(x)} ⊂ C∞(R)，满足：

(i) 对 ∀M > 0, |a|, |b| < M，有： ∣∣∣∣∣
∫ b

a

fn(x)dx

∣∣∣∣∣ ≤ c

(ii) 固定 a, b，有：

lim
n→∞

∫ b

a

fn(x) dx =

0, 若a, b 同号;

1, 若a < 0 < b

则 limn→∞ fn(x) = δ(x)，在 D ′ 意义下.

令

Fn(x) =

∫ x

a

fn(y)dy → H(x)

注. 这里要证明的相等指的是广义相等！即 ∀φ ∈ C∞
0 (Ω) ⇒ 〈f1 − f2, φ〉 = 0

对 ∀φ ∈ C∞
0 (R)：

lim
n→∞

〈fn(x), φ(x)〉 = lim
n→∞

〈F ′
n(x), φ(x)〉 = (−1) lim

n→∞
〈Fn(x), φ′(x)〉

=(−1) lim
n→∞

∫
Fn(x)φ

′(x)dx = (−1)

∫
( lim
n→∞

Fn(x))φ
′(x)dx

=(−1)

∫
H(x)φ′(x)dx = (−1)〈H(x), φ′(x)〉 = 〈δ(x), φ(x)〉

Lebesgue 控制收敛定理

故我们可知：limn→∞ fn(x) = δ(x).

习题 8.1.6. 若 f ∈ D ′(Ω)，在 Ω 上为 0，则 f 在 Ω 上的任意开子集上均为 0. 反之，
若 Ω 有一开覆盖 {Uα}，则对 ∀α，有 f |Uα

= 0，则可知 f 在 Ω 上为 0.

零延拓 + 单位分解

1. 已知 ∀φ ∈ C∞
0 (Ω)，< f, φ >= 0，u 是 Ω 的任一开子集. 对于 ∀ψ ∈ C∞

0 (u)，作零延拓，

令 ψ̃ =

ψ(x) x ∈ u

0 x ∈ Ω− u
，有 ψ̃ ∈ C∞

0 (Ω) 则 < f, ψ >|u=< f, ψ̃ >|Ω= 0

2. ∀ψ ∈ C∞
0 (Ω)，记 K = suppφ 则 K 为紧集，由 K ⊆ Ω 可知 {Uα} 是 K 的开覆盖，从

而必定有有限子覆盖：{Uk}nk=1

作从属于 {Uk} 的单位分解：ψ1, . . . , ψn 则：φ = φ · 1 = φ
∑n

k=1 ψk =
∑n

k=1 φ · ψk，其
中 φ · ψk ∈ C∞

0 (Ω)，suppφ · ψk ⊆ supp(ψk) ⊆ Uk.

此时 < f, φ >=< f,
∑n

k=1 φ · ψk >=
∑n

k=1 < f, ψk >= 0.
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习题 8.1.7.

1. 写出磨光核 φε(x) 的定义

2. 证明：
φε(x) → δ(x), ε→ 0, 在D ′(Rn)中

展开验证即可：

〈φε(x), φ(x)〉 =
∫
Rn

φε(x)φ(x)dx =

∫
Rn

1

cεn
g(
x

ε
)φ(x)dx =

1

cεn

∫
g(
x

ε
)φ(x)dx

y= x
ε==== 1

cεn

∫
g(y)φ(εy)d(εy) =

1

cεn

∫
g(y)φ(εy)εnd(y) =

1

c

∫
g(y)φ(εy)d(y)

lim
ε→0+

〈φε(x), φ(x)〉 = lim
ε→0+

1

c

∫
g(y)φ(εy)d(y) =

1

c

∫
g(y) lim

ε→0+
φ(εy)d(y)

=
1

c

∫
g(y) lim

ε→0+
φ(εy)d(y) =

1

c
φ(0)

∫
g(y)d(y) = φ(0) = 〈δ(x), φ(x)〉

Lebesgue 控制收敛定理

习题 8.1.8. 证明 δ ∗ f = f

1. f ∈ C(Rn)

2. f ∈ D ′(Rn)

1. 普通连续函数直接证明普通相等即可：

δ ∗ f = f(x), (δ ∗ f)(x) = 〈δ(y), f(x− y)〉 = f(x)

2. 广义函数证明广义相等：

〈δ ∗ f, φ〉 = 〈f(x), 〈δ(y), φ(x+ y)〉〉 = 〈f(x), φ(x)〉 ⇒ δ ∗ f = f

习题 8.1.9. 设 f(x), g(x), h(x) ∈ D ′(Rn)，其中至少有两个具有紧支集，证明：

1. (f ∗ g) ∗ h = f ∗ (g ∗ h)

2. ∂α(f ∗ g) = ∂α1f ∗ ∂α2g，其中 α = α1 + α2

1. 展开证明相等即可：

〈(f ∗ g) ∗ h, φ〉 = 〈(f ∗ g)(x), 〈h(y), φ(x+ y)〉〉 = 〈f(x), 〈g(z), 〈h(y), φ(x+ z + y)〉〉〉

〈f ∗ (g ∗ h), φ〉 = 〈f(x), 〈(g ∗ h)(y), φ(x+ y)〉〉 = 〈f(x), 〈g(z), 〈h(z), φ(x+ z + y)〉〉〉
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2. 展开证明相等即可：

〈∂αx (f ∗ g)(x), φ(x)〉 =(−1)|α|〈(f ∗ g)(x), ∂αxφ(x)〉

=(−1)|α|〈f(x), 〈g(y), ∂αxφ(x+ y)〉〉

〈∂α1f ∗ ∂α2g(x), φ(x)〉 =〈∂α1
x f(x), 〈∂α2

y g(y), φ(x+ y)〉〉

=(−1)|α1|〈f(x), 〈∂α2
y g(y), ∂α1

x φ(x+ y)〉〉

=(−1)|α1|+|α2|〈f(x), 〈g(y), ∂αxφ(x+ y)〉〉

=(−1)|α|〈f(x), 〈g(y), ∂αxφ(x+ y)〉〉

习题 8.1.10. 证明：

1. 设 f ∈ S (Rn) 成立，则

D̂αf = ξαf̂(ξ), x̂αf(ξ) = (−Dξ)
αf̂(ξ)

2. 若 f ∈ S ′(Rn) 成立，则

D̂αf = ξαf̂(ξ), x̂αf(ξ) = (−Dξ)
αf̂(ξ)

其中 Dxj
= 1

i
∂xj

, (−Dx)
αe−ix·ξ = ξαe−ix·ξ

1.

ξαF(φ) = ξα
∫
e−ix·ξφ(x)dx

=

∫
ξαe−ix·ξφ(x)dx

=

∫
(−Dx)

αe−ix·ξ · φ(x)dx （在无穷远处等同于 0，边界项消失）

分部积分======
∫
Rn

e−ix·ξ(Dα
xφ)(x)dx+ 0

= F(Dα
xφ)

(−Dξ)
αF(φ) = (−Dξ)

α

∫
e−ix·ξφ(x)dx

=

∫
Rn

(−Dξ)
αe−ix·ξφ(x)dx

=

∫
Rn

xαe−ix·ξφ(x)dx

=

∫
Rn

e−ix·ξ(xαφ(x))dx

= F(xαφ)

2. 对 ∀φ ∈ S (Rn)

〈D̂αf, φ〉 = 〈Dαf, φ̂〉 = 〈f, (−1)|α|Dαφ̂〉 = 〈f,F(ξαφ(ξ))〉 = 〈ξαf̂(ξ), φ(ξ)〉

〈x̂αf, φ(ξ)〉 = 〈xαf, φ̂〉 = 〈f, xαφ̂〉 = 〈f, D̂α
ξ φ(ξ)〉 = 〈f̂(ξ), Dα

ξ φ(ξ)〉 = 〈(−Dξ)
αf̂(ξ), φ(ξ)〉
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习题 8.1.11. 设 f, g ∈ S (Rn)，则

1. f̂ ∗ g = f̂ · ĝ

2. f̂ · g = (2π)−n(f̂ ∗ ĝ)

1. 定义 + Fubini 定理

F(f ∗ g) =
∫
e−ix·ξ(f ∗ g)(x)dx

=

∫
e−ix·ξdx

∫
f(y)g(x− y)dy

Fubini=====
∫
f(y)dy

∫
e−ix·ξg(x− y)dx

=

∫
f(y)dy

∫
e−i(x−y+y)·ξg(x− y)dx

=

∫
f(y)e−iy·ξdy

∫
e−i(x−y)·ξg(x− y)dx

= f̂(ξ) · ĝ(ξ) ∈ S (Rn)

2. 逆变换的定义：∫
e−ix·ξf(x)g(x)dx =

∫
e−ix·ξf(x)dx ·

∫
(2π)−neix·η ĝ(η)dη

= (2π)−n
∫
ĝ(η)dη ·

∫
e−ix·ξf(x)eix·ηdx

= (2π)−n
∫
ĝ(η)dη ·

∫
e−ix·(ξ−η)f(x)dx

= (2π)−n (f̂ ∗ ĝ)(ξ)

习题 8.1.12. 求 P = d
dx

+ a, a ∈ R 的基本解.

先解齐次的，再利用常数变易法，最后再对 a 是否大于 0 进行讨论，最后的结果：

y(x) = [H(x) + C]e−ax

E(x) =

H(x)e−ax, a > 0

−H(−x)e−ax, a < 0
=

a

|a|
H

(
a

|a|
x

)
e−ax

习题 8.1.13. 求 ∆ 算子的基本解.

1. 先验证
∆E(r) =

d2E

dr2
+
n− 1

r
· dE
dr
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换元令 W (r) = dE(r)
dr
代入可得 d

dr
(rn−1W (r)) = 0 ⇒W (r) = C

rn−1 ⇒ dE(r)
dr

= C
rn−1

故可得：

E(r) =

Cnr
2−n, n ≥ 3

C2 ln 1

r
, n = 2

2. 一般来说是证明 n = 3：

φ(0) = 〈δ(x), φ(x)〉

= 〈∆E(x), φ(x)〉 = 〈E(x),∆φ(x)〉

= C3

〈
1

r
,∆φ(x)

〉
= C3

∫
R3

1

r
∆φ(x)dx

3. 由位势积分公式：

u(x0) =
1

4π

∫
∂Ω

(
1

r
· ∂u
∂n

− u ·
∂ 1
r

∂n

)
dS − 1

4π

∫
Ω

1

r
∆u dx

取 u = φ，Q = 0. 由于 supp(φ) ⊂ Ω，在边界 ∂Ω 上 φ 和 ∂φ
∂n
都为零，可得：

φ(0) = − 1

4π

∫
R3

1

r
∆φ(x)dx

比较可得 C3 = − 1
4π
，即：

E(r) = − 1

4πr

习题 8.1.14. 设 u 在 Ω 内调和，BR(Q) ⊂ Ω,Ω ∈ R3，证明 u 满足球面的平均值公式

和球体平均值公式.

1. 利用位势积分公式，可得：

u(Q) =
1

4πR

∫
∂BR

∂u

∂n
ds+

1

4πR2

∫
∂BR

uds

由格林第二公式可得 ∫
∂Ω

∂u

∂n
ds = 0

进而可得：

u(Q) =
1

4πR2

∫
∂BR

uds

2. 我们只需在球面平均值公式上求积分（两边乘以 4πr2 并对 r 从 0 到 R 积分）：

4

3
πR3u(Q) =

∫ R

0

4πr2u(Q)dr =
y
BR(Q)

u(P )dVP ⇒ u(Q) =
1

4
3
πR3

y
BR(Q)

u(P )dVP
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习题 8.1.15. 利用 Green 函数表示:

(P )

∆u = f, inΩ

u |∂Ω= g

的解.

拆成： ∆u = 0

u|∂Ω = g
,

∆u = f

u|∂Ω = 0

两个小方程的处理方法都是构造：∆v = 0

v|∂Ω = 1
4πr(p,Q)

= −Γ(p,Q)

再代入位势积分公式、格林第二公式可得：u1(Q) =
∫
∂Ω

∂G(p,Q)
∂n

· udSp =
∫
∂Ω

∂G(p,Q)
∂n

· g(p)dSp

u2(Q) =
∫
Ω
G(p,Q)∆udx =

∫
Ω
G(p,Q) · f(p)dx

最终有：

u = u1 + u2 =

∫
∂Ω

∂G(p,Q)

∂n
· g(p)dSp +

∫
Ω

G(p,Q) · f(p)dx

习题 8.1.16. 证明 Green 函数的性质：

G(Q1, Q2) = G(Q2, Q1)

B1 = Bϵ(Q1)，B2 = Bϵ(Q2)，记 Ωϵ := Ω \ (Bϵ(Q1) ∪Bϵ(Q2))，则在 Ωϵ 中，G(p,Q1) 和

G(p,Q2) 均是调和函数. 由格林第二公式有：

0 =

∫
∂Ωϵ

[
G(p,Q1)

∂G(p,Q2)

∂n
−G(p,Q2)

∂G(p,Q1)

∂n

]
dSp =

∫
∂Ω

+

∫
∂B1

+

∫
∂B2

=

∫
∂B1

+

∫
∂B2

= I1+I2

在 I1 中：∣∣∣∣∫
∂B1

G(p,Q1)
∂G(p,Q2)

∂n
dSp

∣∣∣∣ ≤ C2

(
Cn ·

1

ϵn−2
+ C1

)∫
∂B1

dSp = Sn·ϵn−1·C2

(
Cn ·

1

ϵn−2
+ C1

)
→ 0

∫
∂B1

−G(p,Q2)
∂G(p,Q1)

∂n
dSp =

∫
∂B1

G(p,Q2)

(
∂

∂r
Γ(p,Q1) +

∂V

∂r

)
dSp

= G(p∗, Q2) · (n− 2)Cn ·
1

ϵn−1
· Sn · ϵn−1 +

(
G · ∂V

∂r

)
(p̃, Q1) · Sn · ϵn−1

→ (n− 2)Cn · Sn ·G(Q1, Q2) (ϵ→ 0)

故有：

lim
ϵ→0

I1 = (n− 2)Sn · Cn ·G(Q1, Q2)
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完全同理可得：

lim
ϵ→0

I2 = −(n− 2)Sn · Cn ·G(Q2, Q1)

由 I1 + I2 = 0，得到：

(n− 2)Sn · Cn · [G(Q1, Q2)−G(Q2, Q1)] = 0 ⇒ G(Q1, Q2) = G(Q2, Q1)

习题 8.1.17. 设 Ω ∈ Rn 开区域，u ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω̄)，证明位势积分公式.

u(Q) =

∫
∂Ω

u
∂Γ(p,Q)

∂n
− Γ(p,Q)

∂u

∂n
dSp +

∫
Ω

Γ(p,Q) ·∆udx

其中 Γ(p,Q) = Cn
1

rn−2 .

令 v = −Γ(P,Q)，取 Ωε = Ω−Bε(Q)，则 ∆v |Ωε
= 0，代入格林第二公式：∫

Ωε

(u∆v − v∆u)dx =

∫
∂Ωε

(
u
∂v

∂n
− v

∂u

∂n

)
ds =

∫
∂Ω

+

∫
∂Bε

注. 在 ∂Bε 上有 ∂
∂n

= − ∂
∂r
和 r = ε.

代入后再用积分中值定理令 ε→ 0 可得∫
∂Bε

(
u
∂v

∂n
− v

∂u

∂n

)
ds→ −(n− 2)Cnu(Q)Sn = u(Q)

带回格林第二公式的那个式子即得位势积分公式.

习题 8.1.18. 设 n = 3，G(P,Q) 为 Green 函数，则：

1. 0 < −G(P,Q) < 1
r(P,Q)

, P 6= Q

2.
∫
∂Ω

∂G(P,Q)
∂n

dsP = 1

1. 由极值原理：
min
∂Ω

1

4πr(p,Q)
≤ ν ≤ max

∂Ω

1

4πr(p,Q)

当 p→ Q 时，−G(p,Q) → ∞。

存在 δ > 0，在边界 ∂Bδ(Q) 上有：−G(p,Q)|∂Bδ(Q) > 0 考虑函数 −G(p,Q)，它满足：
∆(−G(p,Q)) = 0, p ∈ Ω \Bδ(Q)

−G(p,Q)|∂Ω = 0

−G(p,Q)|∂Bδ(Q) > 0

由极值原理可知：−G(p,Q) > 0, ∀p ∈ Ω \Bδ(Q)

另一方面：

−G(p,Q) =
1

4πr(p,Q)
− ν(p,Q) ≤ 1

4πr(p,Q)
− min

∂Ω
ν(p,Q)

=
1

4πr(p,Q)
− min

∂Ω

1

4πr(p,Q)
<

1

4πr(p,Q)
<

1

r(p,Q)
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2. 取 u = 1 有

∆u = 0

u|∂Ω = 1
故可得：1 =

∫
∂Ω

∂G(p,Q)

∂n
dSp

习题 8.1.19. 证明一般的 Hamack 不等式：
设 u ≥ 0 在 Ω 中调和，K ⊂⊂ Ω 中的连通紧子集，证明：

sup
K
u ≤ c · inf

K
u,C = C(n,K,Ω)

先证明：设 u 在 Ω 中非负调和，B4R ⊂ Ω，则

sup
BR

u ≤ 3n inf
BR

u

取 p1, p2 ∈ BR，由平均值公式：

u(p1) =
1

|BR|

∫
BR(p1)

u dV, u(p2) =
1

|BR|

∫
BR(p2)

u dV

由几何关系：BR(p1) ⊂ B3R(p2) ⊂ B4R，并且：|B3R| = 3n|BR| 由于 u 非负调和，则：∫
BR(p1)

u dV ≤
∫
B3R(p2)

u dV ≤ 3n
∫
BR(p2)

u dV ⇒ u(p1) · |BR| ≤ 3nu(p2) · |BR|

由 p1, p2 的任意性可知：

sup
BR

u(p) ≤ 3n inf
BR

u(p)

回到原题：

由于K 是紧集，则是全有界的，即存在有限个点 {p1, . . . , pN} ⊂ K，使得K ⊂
⋃N
n=1BR(pn)

对任意 pα, pβ ∈ K，设 pα ∈ BR(pi1)，pβ ∈ BR(pi2)，则存在有限个点 pj1 , . . . , pjm，使得

BR(pj1) ∩BR(pi1) 6= ∅, BR(pj2) ∩BR(pj1) 6= ∅, . . . , BR(pi2) ∩BR(pjm) 6= ∅

由上一个命题反复迭代，可知存在常数 C 使得：u(pα) ≤ Cu(pβ)

由 pα, pβ 的任意性可知：supK u(p) ≤ C infK u(p)

习题 8.1.20. 证明 n = 3 调和函数的可去奇点定理.
设 u(x) 在 BR(A) \ {A} 中调和，且在 A 点附近满足

u(x) = o

(
1

|x−A|

)
当x→ A

则我们可以通过补充定义 u 在 A 点的值，使得 u 在整个 BR(A) 中调和。

取固定半径 R 使得 BR(A) ⊂ Ω，对任意 δ < R，考虑球环区域 BR(A) \Bδ(A)。令：

VC(x) = C

(
1

|x−A|
− 1

R

)
我们直接构造 u1 为如下边值问题的解：∆u1 = 0, x ∈ BR(A)

u1|∂BR(A) = u|∂BR(A)
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注. 实际上 u1 就是 u 补充上 u(A) 的值，那我们只需证明 u1 和 u 在非 A 处均相等即可。

令 w = u1 − u，则 w 满足：∆w = 0, x ∈ BR(A) \Bδ(A)

w|∂BR(A) = u1|∂BR(A) − u|∂BR(A) = 0

由条件 limx→A
u(x)

1/|x−A| = 0，以及 u1 在 A 点附近有界，对任意固定的 C > 0，存在

δ0 > 0，使得当 |x−A| = δ0 时，有：|w(x)| ≤ VC(x)

对于剩余区域 BR(A)\Bδ0(A)，我们对 w−Vc 和 w+Vc 分别用极值原理也可得 |w(x)| ≤
VC(x)

再令 C → 0 我们可得：w 在 BR(A)− {A} 处均为 0，即 u1 和 u 在非 A 处均相等。

习题 8.1.21. 求热传导算子 ∂
∂t

− a2∆ 的基本解.

先做 Fourier 变换化简可得：

∂

∂t
Ê(ξ, t) + a2|ξ|2Ê(ξ, t) = δ(t) ⇒ Ê(ξ, t) = H(t)e−a

2|ξ|2t

注. 其中 Fx→ξ[∆E(x, t)] = −|ξ|2Ê(ξ, t)

再由 Fourier 逆变换和高斯积分公式可得：

E(x, t) = (2π)−nH(t)

∫
Rn

e−a
2t|ξ|2+ix·ξdξ = H(t) · (4πa2t)−n/2 exp

(
− |x|2

4a2t

)

注. 其中 ∫
Rn

e−A|ξ|2+ix·ξdξ =
( π
A

)n/2
e−

|x|2
4A

可以用 Fourier 变换：Fx→ξ[e
− |x|2

2 ] = (2π)
n
2 e−

|ξ|2
2 来解释。

习题 8.1.22. 用两种方法求 Cauchy 问题的解：∂u
∂t

− a2∆u = f(x, t), t > 0

u |t=0= φ(x)

利用叠加原理，分解为两个方程：

(P1)


∂u

∂t
− a2∆u = 0

u|t=0 = φ(x)
(P2)


∂u

∂t
− a2∆u = f(x, t)

u|t=0 = 0

1. 对 x 进行 Fourier 变换，得
∂

∂t
û(ξ, t) + a2|ξ|2û(ξ, t) = 0

û(ξ, t)|t=0 = φ̂(ξ)
⇒ û(ξ, t) = φ̂(ξ) · e−a

2|ξ|2t

对 û(ξ, t) 进行 Fourier 逆变换 u(x, t) = F−1
ξ→x(φ̂(ξ) exp(−a2|ξ|2t))
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注. 由卷积定理：(f ∗ g)̂ = f̂ · ĝ，则 f ∗ g = F−1(f̂ · ĝ)。

令 f̂1 = exp(−a2|ξ|2t)，f̂2 = φ̂(ξ)，代入可得：

f1(x, t) = F−1(exp(−a2|ξ|2t)) = (2π)−n
∫
Rn

eix·ξe−a
2|ξ|2tdξ = (4πa2t)−

n
2 e−

|x|2

4a2t

u(x, t) = φ(x) ∗ f1(x, t) = (4πa2t)−
n
2

∫
Rn

φ(y)e−
|x−y|2

4a2t dy

= H(t) · (4πa2t)−n
2

∫
Rn

φ(y)e−
|x−y|2

4a2t dy = E(x, t) ∗ φ(x)

2. 由 Duhamel 原理我们可知：设 U(x, t, τ) 是方程

(P3)


∂U

∂t
− a2∆U = 0, t > τ

U(x, t, τ)|t=τ = f(x, τ)

的解，则

u(x, t) =

∫ t

0

U(x, t, τ)dτ

是方程 P2 的解。结合 P1 的求解过程我们可知

u(x, t) =

∫ t

0

U(x, t, τ)dτ

=

∫ t

0

[
(4π(t− τ)a2)−

n
2

∫
Rn

f(y, τ) exp
(
− |x− y|2

4a2(t− τ)

)
dy

]
dτ = E(x, t) ∗ (H(t)f(x, t))

习题 8.1.23. 设 f ∈ C3(Rn)，证明在 D ′(Rn) 中

〈δ(t, x), f(x)〉x = f(0)δ(t)

对 ∀ϕ ∈ C∞
0 (R)，有

〈δε(t, x), f(x)〉, ϕ(t)〉 → 〈〈δ(t, x), f(x)〉, ϕ(t)〉

=

∫
ϕ(t)dt

∫
δε(t, x)f(x)dx =

∫ ∫
ϕ(t)δε(t, x)f(x)dxdt

= 〈δε(t, x), f(x)ϕ(t)〉 → 〈δ(t, x), f(x)ϕ(t)〉

= f(0)ϕ(0) = f(0)〈δ(t), ϕ(t)〉 = 〈f(0)δ(t), ϕ(t)〉

注. 这里我们不能直接用内积的性质，而是应该对 δ(x, t) 正则化：即使用光滑函数逼近，

我们将其磨光，设 δε(t, x) = δε(t)δε(x) ∈ C∞
0 (Rn+1)

习题 8.1.24. 证明 Duhamel 原理：设 w(x, t; τ) 满足∂w
∂t

− a2∆w = 0

w |t=τ= f(x, τ)
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令 u(x, t) =
∫ t
0
w(x, t; τ)dτ，则 u(x, t) 为∂u

∂t
− a2∆u = f(x, t), t > 0

u |t=0= 0

的解.

这没啥好说的吧，代入验证即可...

习题 8.1.25. 用分离变量法求
∂u
∂t

− a2 ∂
2u
∂x2 = 0, x ∈ (0, π), t > 0

u(0, t) = u(π, t) = 0

u(x, 0) = sinx

分离变量，求出特征函数，常数变易，再利用 SL 特征函数系的性质来确定系数：对任意
k 6= m，有 ∫ L

0

Xk(x) ·Xm(x) dx = 0

最终可得：

u(x, t) = e−a
2t sinx

习题 8.1.26. 求初边值问题的解
∂u
∂t

− a2 ∂
2u
∂x2 = x(l − x), x ∈ (0, π), t > 0

u(0, t) = 0, ∂u
∂x
(l, t) = l

u(x, 0) = sin π
x

令 w = u− v 其中 v(x, t) = x 化为零边值问题，用叠加原理拆成两个方程，对于齐次方程

我们采用跟上面一题相同的做法：分离变量、求出特征函数系，然后我们进行常数变易（当然

也可以求解第二个方程，利用 Duhamel 原理），将求的的解代入原方程方程，再利用正交性
求出系数即可。可得最终解为：

w(x, t) =
∞∑
k=0

wk(t) sin
(
(2k + 1)π

2L
x

)
其中

wk(t) =

[
bk +

∫ t

0

ak exp
(
a2 ·

(
(2k + 1)π

2L

)2

s

)
ds

]
exp

(
−a2 ·

(
(2k + 1)π

2L

)2

t

)

ak =
2

L

∫ L

0

x(L− x) sin
(
(2k + 1)π

2L
x

)
dx

bk =
2

L

∫ L

0

(
sin
(πx
L

)
− x
)

sin
(
(2k + 1)π

2L
x

)
dx
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注. 对于一般的热传导方程初边值问题：
∂u

∂t
− a2

∂2u

∂x2
= f(x, t), t > 0

u(0, t) = µ1(t), u(l, t) = µ2(t)

u|t=0 = φ(x)

构造 v(x, t) 使得 v(0, t) = µ1(t)

v(l, t) = µ2(t)

我们取 v(x, t) = µ1(t) +
x
l
(µ2(t)− µ1(t))，令 ū = u− v 满足

∂ū

∂t
− a2

∂2ū

∂x2
= f(x, t)− (

∂v

∂t
− a2

∂2v

∂x2
) := f̄(x, t)

ū(0, t) = ū(l, t) = 0

ū(x, 0) = φ(x)− v(x, 0) := ¯φ(x)

即得到零边值条件问题.

习题 8.1.27. 叙述并证明热传导方程关于抛物边界的极值原理.
设 u(x, t) 在区域 RT = {α ≤ x ≤ β, 0 ≤ t ≤ T} 上满足齐次热传导方程 ∂tu−a2∂xxu =

0，则 u(x, t) 在 RT 上的最大值和最小值必在抛物边界 ΓT 上取得，即：

max
ΓT

u(x, t) = max
RT

u(x, t), min
ΓT

u(x, t) = min
RT

u(x, t)

M = maxRT
u(x, t)，m = maxΓT

u(x, t)，显然 M ≥ m，我们只需证明 M ≤ m.
考虑构造辅助函数

v(x, t) = u(x, t) +
M −m

4L2
(x− x∗)2

有 v(x, t) 在 RT 内部某点 (x1, t1) 取得最大值. 进而有：

∂xxv(x1, t1) ≤ 0, ∂tv(x1, t1) ≥ 0

可推出：

(∂t − a2∂xx)v(x1, t1) ≥ 0

与

(∂t − a2∂xx)v = (∂t − a2∂xx)u− a2 · M −m

2L2
= −a2 · M −m

2L2
< 0

矛盾.

习题 8.1.28. 利用上面的极值原理证明

1. 初边值问题的唯一性、稳定性

2. Cauchy 问题的唯一性、稳定性 (♠)
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1. 初边值问题的唯一性和稳定性显然。

2. 还需加上有界函数类这个条件：存在常数 B > 0，对 ∀t ≥ 0, x，满足 |u(x, t)| < B.
唯一性和稳定性的做法都是：取任意给定点 (x0, t0)，t0 > 0，考虑区域 R0 = {(x, t) |
|x− x0| ≤ L, 0 ≤ t ≤ t0}。

构造辅助函数：

v(x, t) =
4B

L2

(
|x− x0|2

2
+ a2t

)
利用上面的极值原理课可证明：

u ≤ v u ≥ −v ⇒ |u(x, t)| ≤ v =
4B

L2

(
|x− x0|2

2
+ a2t

)
在点 (x0, t0) 处：

|u(x0, t0)| ≤
4Ba2

L2
· t0

令 L→ ∞，则 u(x0, t0) = 0。由 (x0, t0) 的任意性，u(x, t) ≡ 0，即 u1 = u2。

习题 8.1.29. 弦振动方程的 Cauchy 问题：
∂2u
∂t2

− a2 · ∂2u
∂x2 = f(x, t),−∞ < x < +∞

u|t=0 = φ(x)

∂u
∂t
|t=0 = g(x)

由叠加原理，拆成：

(P1)

∂2u
∂t2

− a2 · ∂2u
∂x2 = 0,−∞ < x < +∞

u|t=0 = φ(x), ∂u
∂t
|t=0 = g(x)

(P2)

∂2u
∂t2

− a2 · ∂2u
∂x2 = f(x, t),−∞ < x < +∞

u|t=0 = 0, ∂u
∂t
|t=0 = 0

1. 令 ξ = x− at, η = x+ at，可得：

∂2u

∂ξ∂η
= 0 ⇒ u = F (ξ) +G(η) = F (x− at) +G(x+ at)

由初始条件我们有：F (x) +G(x) = φ(x)

−aF (x) + aG(x) = C +
∫ x
x0
g(y)dy

⇒

F (x) = 1
2
φ(x)− 1

2a

∫ x
x0
g(y)dy + C

2a

G(x) = 1
2
φ(x) + 1

2a

∫ x
x0
g(y)dy − C

2a

我们可得（达朗贝尔公式）

u(x, t) =
1

2
(φ(x− at) + φ(x+ at)) +

1

2a

∫ x+at

x−at
g(y)dy

2. 定义辅助函数 U(x, t, τ) 为如下方程的解：
∂2U
∂t2

− a2 · ∂2U
∂x2 = 0, t > τ

U(x, t, τ)|t=τ = 0

∂U
∂t
(x, t, τ)|t=τ = f(x, τ)
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由齐次化原理我们可得 (P2) 的解为：

u(x, t) =

∫ t

0

U(x, t, τ)dτ

再由达朗贝尔公式我们可得

u(x, t) =

∫ t

0

U(x, t, τ)dτ =
1

2a

∫ t

0

∫ x+a(t−τ)

x−a(t−τ)
f(y, τ)dydτ

两个相加即为我们最终求解的 u：

u(x, t) =
1

2
(φ(x− at) + φ(x+ at)) +

1

2a

∫ x+at

x−at
g(y)dy +

1

2a

∫ t

0

dτ

∫ x+a(t−τ)

x−a(t−τ)
f(y, τ)dy

习题 8.1.30. 弦振动方程的初边值问题：

∂2u
∂t2

− a2 ∂
2u
∂x2 = f(x, t), t > 0

u |t=0= φ(x)

∂u
∂t

|t=0= ψ(x)

u(0, t) = µ1(t), u(l, t) = µ2(t)

先化为零边值问题：令

v(x, t) =
1

L
[(L− x)µ1(t) + xµ2(t)], w = u− v

则有： 

∂2w
∂t2

− a2 ∂
2w
∂x2 = f̄(x, t), t > 0

w |t=0= φ̄(x)

∂w
∂t

|t=0= ψ̄(x)

w(0, t) = w(l, t) = 0

利用叠加原理可以拆成两个方程：

(P1)



∂2w
∂t2

− a2 ∂
2w
∂x2 = 0

w |t=0= φ̄(x)

∂w
∂t

|t=0= ψ̄(x)

w(0, t) = w(l, t) = 0

(P2)



∂2w
∂t2

− a2 ∂
2w
∂x2 = f̄(x, t), t > 0

w |t=0= 0

∂w
∂t

|t=0= 0

w(0, t) = w(l, t) = 0

1. 分离变量法 + 利用特征函数系有

w(x, t) =
∞∑
k=1

wk(x, t) =
∞∑
k=1

(
Ak cos akπ

l
t+Bk sin akπ

l
t

)
· sin kπ

l
x

2. 齐次化原理 + 利用 (P1) 结果：令 W (x, t) 满足：

∂2W
∂t2

− a2 ∂
2W
∂x2 = 0

W |t=τ= 0

∂W
∂t

|t=τ= f̄(x, t)

W (0, t) =W (l, t) = 0
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则 w =
∫ t
0
W (x, t, τ)dτ 为 (P2) 的解，我们只需利用 (P1) 中求得的解的形式，把解中

的 t 换成 t− τ 即有：

W (x, t, τ) =

∞∑
k=1

(
Ak cos akπ

l
(t− τ) +Bk sin akπ

l
(t− τ)

)
· sin kπ

l
x

系数的求法也还是特征函数系.

最后把两个解相加即为最终答案.

习题 8.1.31. 求 n = 3 时 ∂2

∂t2
− a∆ 的基本解

对两边同时进行 Fourier 变换（对 x 进行）：

∂2

∂t2
Ê(ξ, t) + a2|ξ|2 · Ê(ξ, t) = δ(t)

先考虑齐次方程可得基本解组：

Ê1(ξ, t) = sin(a|ξ|t), Ê2(ξ, t) = cos(a|ξ|t)

考虑常数变易法：设 Ê(ξ, t) = k1(t)Ê1(ξ, t) + k2(t)Ê2(ξ, t)，代入可得：k′1(t) sin(a|ξ|t) + k′2(t) cos(a|ξ|t) = 0 这是人为令为 0 的

k′1(t)a|ξ| cos(a|ξ|t)− k′2(t)a|ξ| sin(a|ξ|t) = δ(t)

可得 k′2(t)a|ξ| = 0，所以 k′2(t) = 0，我们取 k2(t) = 0，代入原方程组可求得：

k′1(t) =
δ(t)

a|ξ| cos(a|ξ|t) =
δ(t)

a|ξ|
⇒ k1(t) =


H(t)
a|ξ| , t > 0

−H(−t)
a|ξ| , t < 0

最终可得：

Ê(ξ, t) =

Ê+(ξ, t) =
H(t)·sin(a|ξ|t)

a|ξ| , t > 0

Ê−(ξ, t) =
−H(−t)·sin(a|ξ|t)

a|ξ| , t < 0

n = 3 时：考虑 Fourier 逆变换 (t > 0)：

E+(x, t) =

∫
R3

eix·ξÊ+(ξ, t)
dξ

(2π)3
=
H(t)

a

∫
R3

eix·ξ
sin(a|ξ|t)

|ξ|
dξ

(2π)3

采用球坐标变换，令 ρ = |ξ|，并取 x 方向为极轴。在球坐标系中，体积元为 dξ =

ρ2 sin θdρdφdθ，其中 θ ∈ [0, π]，φ ∈ [0, 2π]：

E+(x, t) =
H(t)

a(2π)3

∫ ∞

0

dρ

∫ 2π

0

dφ

∫ π

0

dθ eiρ|x| cos θ sin(aρt)ρ2 sin θ

=
H(t)

a(2π)3

∫ ∞

0

ρ sin(aρt)dρ
∫ 2π

0

dφ

∫ π

0

eiρ|x| cos θ sin θdθ

= · · · = H(t)

4π2a|x|

∫ ∞

0

[cos(ρ(at− |x|))− cos(ρ(at+ |x|))] dρ
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注. 在 D ′ 意义下有：

lim
A→∞

∫ A

0

cos(αρ)dρ = lim
A→∞

sin(Aα)
α

= πδ(α)

应用此结果：

E+(x, t) =
H(t)

4π2a|x|
[πδ(at− |x|)− πδ(at+ |x|)]

=
H(t)

4πa|x|
[δ(at− |x|)− δ(at+ |x|)]

最终得到：

E+(x, t) =
H(t)

4πa2t
δ(at− |x|)

(t < 0) 同理，最终可得

E(x, t) =


H(t)δ(at− |x|)

4πa2t
, t > 0

−H(−t)δ(at+ |x|)
4πa2t

, t < 0

习题 8.1.32. 证明

E(x, t) =

 1
2a
, x2 ≤ (at)2, t ≥ 0

0, if not

为 ∂2

∂t2
− a∆ 的基本解.

我们需要证明：对 ∀φ ∈ C∞
0 (R2)

〈(∂2
t − a2∂2

x)E(x, t), φ(x, t)〉 = 〈δ(x, t), φ(x, t)〉 = φ(0, 0).

我们有：

〈(∂2
t − a2∂2

x)E(x, t), φ(x, t)〉 = 〈E(x, t), (∂2
t − a2∂2

x)φ(x, t)〉

=
x
R2

E(x, t) · (∂2
t − a2∂2

x)φ(x, t) dx dt =
1

2a

x
a2t2−x2≥0, t≥0

(∂2
t − a2∂2

x)φ(x, t) dx dt.

令

y = x+ at, z = at− x,

换元可得：

1

2a

x
a2t2−x2≥0, t≥0

(∂2
t − a2∂2

x)φ(x, t) dx dt

=
1

2a

x
y≥0, z≥0

(
4a

∂2φ̃

∂y∂z

)
· 1

2a
dy dz =

x
y≥0, z≥0

∂2φ̃

∂y∂z
dy dz.

=

∫ ∞

0

[∫ ∞

0

∂2φ̃

∂y∂z
dz

]
dy =

∫ ∞

0

[
∂φ̃

∂y

∣∣∣∣z→∞

z=0

]
dy

=

∫ ∞

0

(
−∂φ̃
∂y

(y, 0)

)
dy (因为φ 紧支，当z → ∞ 时导数为零) = − [φ̃(y, 0)]

∞
0 = φ̃(0, 0) = φ(0, 0).

得证！
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习题 8.1.33. n = 3 的波动方程的 Cauchy 问题
∂2u
∂t2

− a2∆u = f(x, t), t > 0

u|t=0 = g0(x)

∂u
∂t
|t=0 = g1(x)

考这个的话我真认了，tm 这个这么多真写得完吗？？？

注. 定义 ũ(x, t) = H(t)u(x, t)，则(
∂2

∂t2
− a2∆

)
ũ(x, t) = F (x, t),

且

ũ(x, t) = E(x, t) ∗ F (x, t),

代入有：

F (x, t) = H(t)f(x, t) + δ′(t)u(x, t) + 2δ(t)
∂u

∂t
.

在广义函数意义下有：

δ′(t)u(x, t) = −δ(t)∂u
∂t

+
∂

∂t
(δ(t)u(x, t)) ⇒ F (x, t) = H(t)f(x, t) + δ(t)

∂u

∂t
+
∂

∂t
(δ(t)u(x, t))

同时在广义函数意义下也有：

∂

∂t
(δ(t)u) = ∂t(δ(t)g0(x)) δ(t)

∂u

∂t
= g1(x)δ(t)

因此得到：

F (x, t) = H(t)f(x, t) + ∂t (g0(x)δ(t)) + g1(x)δ(t).

则

ũ(x, t) = E(x, t) ∗ F (x, t) = I1 + I2 + I3,

其中

I1 = E(x, t) ∗ (H(t)f(x, t)) ,

I2 = E(x, t) ∗ [∂t (g0(x)δ(t))] ,

I3 = E(x, t) ∗ (g1(x)δ(t)) .

注. 这里的展开步骤谁爱写谁写吧。。。

最后的结果为：

u(x, t) = ũ(x, t)
∣∣
t>0

=
1

4πa2

∫
|x−y|≤at

f
(
y, t− |x−y|

a

)
|x− y|

dy +
∂

∂t
[t ·M{g0}] + t ·M{g1}.

习题 8.1.34. 用降维法求解 n = 2 齐次波动方程的 Cauchy 问题 f = 0。
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

∂2u
∂t2

− a2∆u = f(x, t), x = (x1, x2) ∈ Ω, t > 0

u|t=0 = φ(x)

∂u
∂t
|t=0 = ψ(x)

u|∂Ω = 0

由上一题的结论，我们有：

u(x1, x2, t) =
∂

∂t
(tMg0

at ) + tMg1
at

注. 其中 Mg
at 表示函数 g 在以 (x1, x2, 0) 为中心、半径为 at 的球面上的平均值。

先考虑第二项 tMg1
at。在三维空间中，球面平均值为：

tMg1
at =

t

4πa2t2

∫
|x−y|=at

g1(y1, y2) dSy.

由于 g1 不依赖于 y3，可将球面积分化为平面上的二重积分。注意到球面微元 dSy 在 y1y2

平面上的投影满足：

cos θ · dSy = dy1dy2,

其中 θ 是球面法向量与 y3 轴方向的夹角，且

cos θ =
√
a2t2 − (x1 − y1)2 − (x2 − y2)2

at
.

于是，

tMg1
at =

t

4πa2t2

∫
|x−y|=at

g1(y1, y2)

cos θ cos θ dSy

=
t

4πa2t2
· 2
∫
|x1−y1|2+|x2−y2|2≤a2t2

g1(y1, y2)

cos θ dy1dy2 (上下半球面的叠加)

=
1

2πa

∫
|x1−y1|2+(x2−y2)2≤a2t2

g1(y1, y2)√
a2t2 − (x1 − y1)2 − (x2 − y2)2

dy1dy2.

类似地，第一项为：

∂

∂t
(tMg0

at ) =
1

2πa

∂

∂t

∫
|x1−y1|2+(x2−y2)2≤a2t2

g0(y1, y2)√
a2t2 − (x1 − y1)2 − (x2 − y2)2

dy1dy2.

两式相加，即得到二维波动方程 Cauchy 问题的解：

u(x1, x2, t) =
1

2πa

[
∂

∂t

∫
|x−y|≤at

g0(y)√
a2t2 − |x− y|2

dy +

∫
|x−y|≤at

g1(y)√
a2t2 − |x− y|2

dy

]
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习题 8.1.35. 用能量方法证明 n = 2 初边值问题的唯一性和稳定性。

(∂2
t − a2(∂2

x + ∂2
y))u(x, y, t) = f(x, y, t), (x, y) ∈ Ω ⊂ R2, t > 0.

u(x, y, t)|t=0 = φ(x, y),

∂u
∂t
(x, y, t)|t=0 = g(x, y).

u|∂Ω = 0.

(8.3)

我们定义波动方程的能量：

E(t) =

∫
Ω

[
u2t + a2(u2x + u2y)

]
dx dy

1. (唯一性) 令 u = u1 − u2，则

(∂2
t − a2(∂2

x + ∂2
y))u(x, y, t) = 0, (x, y) ∈ Ω, t > 0,

u(x, y, t)|t=0 = 0,

∂u

∂t
(x, y, t)|t=0 = 0,

u|∂Ω = 0.

(8.4)

我们要证明总能量不变 dE(t)
dt

= 0：

dE(t)

dt
=

d

dt

∫
Ω

[
u2t + a2(u2x + u2y)

]
dx dy

=

∫
Ω

[
2ututt + 2a2(uxuxt + uyuyt)

]
dx dy.

注. 由分部积分公式：

uxuxt = ∂x(uxut)− uxxut,

uyuyt = ∂y(uyut)− uyyut.

dE(t)

dt
=

∫
Ω

[
2ututt + 2a2 (∂x(uxut)− uxxut + ∂y(uyut)− uyyut)

]
dx dy

=

∫
Ω

2ut
(
utt − a2(uxx + uyy)

)
dx dy + 2a2

∫
Ω

(∂x(uxut) + ∂y(uyut)) dx dy.

注. 第一项为零。对第二项应用散度定理：∫
Ω

(∂x(uxut) + ∂y(uyut)) dx dy =

∫
∂Ω

(uxut cos(α, n⃗) + uyut cos(γ, n⃗)) dS = 0

故

E(t) =

∫
Ω

[
u2t + a2(u2x + u2y)

]
dx dy = E(0) = 0 ⇒ u2t+a

2(u2x+u
2
y) = 0 ⇒ ut = ux = uy = 0.

从而 u1(x, y, t) ≡ u2(x, y, t)，唯一性得证。

2. (稳定性)
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(a) 与唯一性的证明类似，只不过此时有：f(x, y, t) 6= 0

dE(t)

dt
=

d

dt

∫
Ω

[
u2t + a2(u2x + u2y)

]
dxdy = 2

∫
Ω

ut · f dxdy

由不等式 2utf ≤ u2t + f2 可得：

dE(t)

dt
≤ E(t) +

∫
Ω

f2 dxdy.

左右两式乘上 e−t 并积分可得：

E(t) ≤ et
[
E(0) +

∫ t

0

e−τdτ ·
∫
Ω

f2 dxdy

]
, t ∈ [0, T ].

由于 t ∈ [0, T ]，则 et ≤ eT，e−τ ≤ 1，代入得：

E(t) ≤ C0

[
E(0) +

∫ t

0

∫
Ω

f2(x, y, τ) dxdy dτ

]
.

(b) 定义 E0(t) =
∫
Ω
u2(x, y, t) dxdy，有

dE0(t)

dt
=

d

dt

∫
Ω

u2(x, y, t) dxdy = 2

∫
Ω

u · ut dxdy

≤
∫
Ω

u2 dxdy +

∫
Ω

u2t dxdy ≤ E0(t) + E(t).

解得：

E0(t) ≤ et
[
E0(0) +

∫ t

0

e−τE(τ) dτ

]
≤ C1 [E0(0) + E(t)] .

将 E(t) 的估计代入：

E0(t) ≤ C̃

[
E0(0) + E(0) +

∫ t

0

∫
Ω

f2(x, y, τ) dxdy dτ

]
.

若 u1, u2 分别满足以下方程：

(∂2
t − a2(∂2

x + ∂2
y))ui(x, y, t) = fi(x, y, t), (x, y) ∈ Ω ⊂ R+, t > 0,

ui(x, y, t)|t=0 = φi(x, y),

∂ui
∂t

(x, y, t)|t=0 = gi(x, y), (i = 1, 2),

ui|∂Ω = 0.

令 u = u1 − u2，则 u 满足：

(∂2
t − a2(∂2

x + ∂2
y))u(x, y, t) = f1 − f2,

u(x, y, t)|t=0 = φ1 − φ2,

∂u

∂t
(x, y, t)|t=0 = g1 − g2,

u|∂Ω = 0.

其中初始数据和外力扰动满足：
‖φ1 − φ2‖L2(Ω) ≤ η, ‖φ1x − φ2x‖L2(Ω) ≤ η, ‖φ1y − φ2y‖L2(Ω) ≤ η,

‖g1 − g2‖L2(Ω) ≤ η,

‖f1 − f2‖L2([0,T ]×Ω) ≤ η.
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那么：

‖u1 − u2‖2L2(Ω×[0,T ]) =

∫
Ω

(u1 − u2)
2dxdy =

∫
Ω

u2dxdy = E0(t)

≤ C̃

[
E0(0) + E(0) +

∫ t

0

∫
Ω

f2(x, y, τ) dxdy dτ

]
剩余部分代入验证即可

习题 8.1.36. 用能量方法证明 n = 2
∂2u
∂t2

− a2∆u = 0, t > 0

u|t=0 = φ(x)

∂u
∂t
|t=0 = ψ(x)

的唯一性和稳定性。

Ωt =
{
(x, t) | (x− x0)

2 + (y − y0)
2 ≤ a2(t0 − t)2

}
Ω0 =

{
(x, t) | (x− x0)

2 + (y − y0)
2 ≤ a2t20

}
我们要证明：

E1(Ωt) =

∫
Ωt

u2t + a2(u2x + u2y)dxdy ≤ E1(Ω0) =

∫
Ω0

u2t + a2(u2x + u2y)dxdy

只要证明：在 0 ≤ t ≤ t0 时：
dE1(Ωt)

dt
≤ 0

注. 这里有点奇怪，为什么不直接不等式就能说明？？
vrv 讲的直接研究导数然后具体的计算也是分部积分 + 散度定理：其中

u2t + a2(u2x + u2y)− 2auxut cos(n, x)− 2auyut cos(n, y)

=u2t cos2(n, x) + u2t cos2(n, y) + a2(u2x + u2y)− 2auxut cos(n, x)− 2auyut cos(n, y)

=(ut cos(n, x)− aux)
2 + (ut cos(n, y)− auy)

2 ≥ 0

⇒dE1(Ωt)

dt
≤ 0

⇒E1(Ωt) ≤ E1(Ω0)

1. (唯一性) 令 u = u1 − u2 满足
∂2u
∂t2

− a2(∂
2u
∂x2 + ∂2u

∂y2
) = 0, t > 0

u|t=0 = 0

∂u
∂t
|t=0 = 0

E1(Ωt) ≤ E1(Ω0) =

∫
Ω0

u2t + a2(u2x + u2y) |t=0 dxdy = 0

可知：ut = ux = uy = 0 ⇒ u ≡ const = 0 ⇒ u1 ≡ u2
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2. (稳定性) 定义
E0(Ωt) =

∫
Ωt

u2dxdy

先求导后积分可证明：在 t ∈ [0, t0] 上有：

E0(Ωt) ≤ c(E1(Ω0) + E0(Ω0))

之后跟上题一样代入求解即可。
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8.2 作业

8.2.1 作业 1

问题 (1). 对 n > 1 时，H(x) =

1, xi > 0, i = 1, 2, . . . , n

0, if not
，则：

∂nH(x)

∂x1 . . . ∂xn
= δ(x)

Proof. 我们用 h(x) 来表示一维的 Heaviside 函数，则

H(x) =

1, xi > 0, i = 1, 2, . . . , n

0, if not
= h(x1)h(x2) . . . h(xn)

同时，对于一维的 Heaviside 函数我们有

d

dxi
h(xi) = δ(xi)

故
∂nH(x)

∂x1 . . . ∂xn
= δ(x1)δ(x2) · · · δ(xn) = δ(x)

事实上，对 ∀φ ∈ C∞
0 (Rn)，广义函数的微分运算，我们有：〈

∂nH

∂x1 · · · ∂xn
, φ

〉
= (−1)n

〈
H,

∂nφ

∂x1 · · · ∂xn

〉
= (−1)n

∫
[0,∞)n

∂nφ

∂x1 · · · ∂xn
dx = φ(0) = 〈δ, φ〉.

这是由 φ 有紧支集所保证的.

问题 (2). 设 a(x) ∈ C∞(Ω), u ∈ D ′(Ω)，证明：

∂

∂xi
(au) = a

∂u

∂xi
+
∂a

∂xi
u

Proof. 对 ∀φ ∈ C∞
0 (Ω)，由广义函数的微分运算，我们有：〈

∂

∂xi
(au), φ

〉
= −

〈
au,

∂φ

∂xi

〉
由广义函数的乘子运算，我们有：〈

au,
∂φ

∂xi

〉
=

〈
u, a

∂φ

∂xi

〉
由于 a, φ ∈ C∞(Ω)，故由微分法则可知：

∂(aφ)

∂xi
= a

∂φ

∂xi
+ φ

∂a

∂xi

故我们有：〈
u, a

∂φ

∂xi

〉
=

〈
u,
∂(aφ)

∂xi
− φ

∂a

∂xi

〉
=

〈
u,
∂(aφ)

∂xi

〉
−
〈
u, φ

∂a

∂xi

〉
= −

〈
∂u

∂xi
, aφ

〉
−
〈
u, φ

∂a

∂xi

〉
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我们将其带回最初式子有：〈
∂

∂xi
(au), φ

〉
= −

〈
au,

∂φ

∂xi

〉
=

〈
∂u

∂xi
, aφ

〉
+

〈
u, φ

∂a

∂xi

〉
=

〈
a
∂u

∂xi
, φ

〉
+

〈
∂a

∂xi
u, φ

〉
=

〈
a
∂u

∂xi
+
∂a

∂xi
u, φ

〉
故由广义相等我们可知：

∂

∂xi
(au) = a

∂u

∂xi
+
∂a

∂xi
u

问题 (3). 若广义函数 u 适合 ǔ = u（ǔ = −u），则称 u 为偶（奇）广义函数. 证明：

(1) δ(x) 与常值函数 c 皆为偶广义函数.

(2) 偶广义函数之微商是奇广义函数.

(3) 任一广义函数 u ∈ D ′(Ω)皆可唯一地分解为一个偶广义函数与一个奇广义函数之

和如下：

u(x) =
1

2
(u(x) + ũ(x)) +

1

2
(u(x)− ũ(x)).

(4) u ∈ D ′(Ω) 为偶广义函数当且仅当对任一奇的 φ ∈ D(Ω) 均有 〈u, φ〉 = 0.

Proof. 对 ∀φ ∈ C∞
0 (Ω)：

(1) 1⃝我们有 〈δ, φ〉 = φ(0)，〈δ̌, φ〉 = 〈δ, φ̌〉 = φ̌(0) = φ(−0) = φ(0) = 〈δ, φ〉 ⇒ δ(x) = δ̌(x)

即 δ(x) 为偶广义函数；

2⃝我们有 〈č, φ〉 = 〈c, φ̌〉 = c
∫
φ̌(x)dx = c

∫
φ(−x)dx = c

∫
φ(x)dx = 〈c, φ〉 ⇒ c = č 即

常值函数 c 为偶广义函数.

(2) 设 u 为偶广义函数满足 u = ǔ，则：

〈
ˇ

(
∂u

∂xi
), φ〉 = 〈 ∂u

∂xi
, φ̌〉 = −〈u, ∂φ̌

∂xi
〉 = −〈u, ∂(−φ)

∂xi
〉 = 〈u, ∂φ

∂xi
〉 = −〈( ∂u

∂xi
), φ〉 = 〈−(

∂u

∂xi
), φ〉

故由广义相等我们可知：
ˇ

(
∂u

∂xi
) = −(

∂u

∂xi
)

即为奇广义函数.

(3) 令 u1 = 1
2
(u + ǔ)，u2 = 1

2
(u − ǔ). 其中：ǔ1 = 1

2
(ǔ + u) = u1 是偶广义函数；u2ǔ2 =

1
2
(ǔ− u) = −u2 是奇广义函数. 故：

u1 + u2 =
1

2
(u+ ǔ) +

1

2
(u− ǔ) = u

下面我们来证明分解的唯一性：若 u = u′1 + u′2，其中 u′1 是偶广义函数，u
′
2 是奇广义函

数，则 ǔ = u′1−u′2.联立 u = u′1+u
′
2 与 ǔ = u′1−u′2，解得 u′1 =

1
2
(u+ ǔ)，u′2 =

1
2
(u− ǔ)，

故分解唯一.

(4) (⇒) 若 u 是偶广义函数，即 ǔ = u. 对任一奇的 φ ∈ D(Ω)，有 φ̌ = −φ. 则 〈u, φ〉 =

〈ǔ, φ〉 = 〈u, φ̌〉 = 〈u,−φ〉 = −〈u, φ〉，故 2〈u, φ〉 = 0，即 〈u, φ〉 = 0.
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(⇐) 若对任一奇的 φ ∈ D(Ω)，〈u, φ〉 = 0. 令 φ = φ1 + φ2（其中 φ1 是偶函数，φ2 是

奇函数），则 〈u, φ〉 = 〈u, φ1〉 + 〈u, φ2〉 = 〈u, φ1〉. 同时 〈ǔ, φ〉 = 〈u, φ̌〉 = 〈u, φ1〉，故
〈u− ǔ, φ〉 = 0 对所有 φ ∈ D(Ω) 成立，即 u = ǔ，u 是偶广义函数.

问题 (4). 证明：若 f(x) = H(x) cosx，g(x) = H(x) sinx，则

f ′(x) = δ(x)− g(x), g′(x) = f(x),

因此 g 与 f 分别适合微分方程

u′′ + u = δ 与 u′′ + u = δ′.

Proof. f(x) = H(x) cosx ⇒ f ′(x) = H ′(x) cosx + H(x)(cosx)′. 已知 H ′(x) = δ(x)，

(cosx)′ = − sinx，故 f ′(x) = δ(x) cos 0−H(x) sinx = δ(x)− g(x).
g(x) = H(x) sinx，同理可得 g′(x) = H ′(x) sinx+H(x)(sinx)′ = δ(x) sin 0+H(x) cosx =

f(x).
对 g(x)，求二阶导数 g′′(x) = f ′(x) = δ(x)− g(x)，整理得 g′′ + g = δ.
对 f(x)，求二阶导数 f ′′(x) = (f ′)′ = (δ(x) − g(x))′ = δ′(x) − g′(x) = δ′(x) − f(x)，整

理得 f ′′ + f = δ′.
因此 g 与 f 分别适合微分方程 u′′ + u = δ 与 u′′ + u = δ′.
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8.2.2 作业 2

定理 (♠). 设有 C∞(R) 函数序列 {fn(x)} 适合：

(i) 对任意 M > 0，当 |a| < M，|b| < M 时∣∣∣∣∣
∫ b

a

fn(x) dx

∣∣∣∣∣ ≤ c,

c 只与 M 有关；

(ii) 固定 a 和 b 有

lim
n→∞

∫ b

a

fn(x) dx =

0, 若a, b 同号;

1, 若a < 0 < b.

则必有

lim
n→∞

fn(x) = δ(x).

Proof. 令

Fn(x) =

∫ x

−1

fn(ξ)dξ.

由条件 (i)，在任一有界区间内 Fn(x) 对 n 一致有界，而且

lim
n→∞

Fn(x) =

1, x > 0,

0, x < 0,

对 ∀φ ∈ C∞
0 (R)：

lim
n→∞

〈fn(x), φ(x)〉 = lim
n→∞

〈F ′
n(x), φ(x)〉 = (−1) lim

n→∞
〈Fn(x), φ′(x)〉

=(−1) lim
n→∞

∫
Fn(x)φ

′(x)dx = (−1)

∫
( lim
n→∞

Fn(x))φ
′(x)dx

=(−1)

∫
H(x)φ′(x)dx = (−1)〈H(x), φ′(x)〉 = 〈δ(x), φ(x)〉

Lebesgue 控制收敛定理

故我们可知：limn→∞ fn(x) = δ(x).

问题 (1). 验证：
lim
n→∞

fn(x) = δ(x), fn(x) =
1

π

n

n2x2 + 1

Proof. 对于 a, b，我们有：∫ b

a

fn(x)dx =

∫ b

a

1

π

n

n2x2 + 1
dx

y=xn=====
∫ bn

an

1

π

1

y2 + 1
dy =

1

π
(arctannb− arctanna) (8.5)

(i) ∣∣∣∣∣
∫ b

a

fn(x)dx

∣∣∣∣∣ ≤ 1

π

∫ +∞

−∞

dy

y2 + 1
= 1 = c
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(ii) 若 a, b同号，当 n→ ∞时有 limn→∞ arctannb = limn→∞ arctanna = π
2
，则有 (8.5)= 0；

若 a, b异号，不妨设 a < 0 < b，当 n→ ∞时有 limn→∞ arctannb = π
2
, limn→∞ arctanna =

−π
2
，则有 (8.5)= 1.

即有：

lim
n→∞

∫ b

a

fn(x) dx =

0, 若a, b 同号;

1, 若a < 0 < b.

故由定理 (♠)，我们可知
lim
n→∞

fn(x) = δ(x)

问题 (2). 验证：
lim
t→0

ft(x) = δ(x), ft(x) =
1

2
√
πt
e−

x2

4t

Proof. 这里我们令 n = 1
t
，则定理 (♠) 仍然适用：∫ b

a

ft(x)dx
y= x

2
√

t====== 1√
π

∫ b
2
√

t

a
2
√

t

e−y
2

dy

(i) ∣∣∣∣∣
∫ b

a

fn(x) dx

∣∣∣∣∣ ≤
∫ +∞

−∞
ft(x)dx = 1

ft(x) 为正态分布 N(0, 2t) 的概率密度函数，故其在 R 上的积分值为 1

(ii) 结合∫ ∞

−∞
e−y

2

dy =

√∫ ∞

−∞
e−y2dy ·

∫ ∞

−∞
e−x2dx =

∫
R2

e−(x2+y2)dxdy =

√∫ π

−π
dθ

∫ ∞

−∞
e−r2dr =

√
π

故我们可知：

lim
n→∞

∫ b

a

fn(x) dx =

0, 若a, b 同号;

1, 若a < 0 < b.

故由定理 (♠)，我们可知
lim
t→0

ft(x) = lim
n→∞

fn(x) = δ(x)

问题 (3). 设 f ∈ E ′(Rn)，g 是一个 m 次多项式，证明 f ∗ g 是一个至多 m 次多项式.
f ∗ 1 等于什么？

Proof. (i) 设 g =
∑m

k=0 akx
k，其中 an 6= 0，则：

g(x− y) =
m∑
k=0

ak(x− y)k =
m∑
k=0

ak

k∑
j=0

(
k

j

)
xjyk−j

=
m∑
j=0

[
m∑
k=j

ak

(
k

j

)
(−1)jxk−j

]
yj =

m∑
j=0

Pj(x)y
j
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Pj(x) =
∑m

k=j ck
(
k
j

)
(−1)jxk−j

由定义，我们可知：

f ∗ g(x) = 〈f(y), g(x− y)〉 = 〈f(y),
m∑
j=0

Pj(x)y
j〉 =

m∑
j=0

Pj(x)〈f(y), yj〉

而 Pj(x) =
∑m

k=j ck
(
k
j

)
(−1)jxk−j 为至多 m 次多项式，〈f(y), yj〉 为常数 ∈ C，故我们

可知 f ∗ g 是一个至多 m 次多项式.

(ii) 我们令 (i) 中的 g(x) = 1，则由 (i) 的结论可知 f ∗ 1 为一个至多 0 次多项式，即为常数

〈f(y), 1〉 =
∫
Rn f(y)dy，故：

f ∗ 1 = 〈f(y), 1〉 =
∫
Rn

f(y)dy
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8.2.3 作业 3

问题 (1). 证明 e−x
2

是 S 函数.

证明. (i) e−x
2 ∈ C∞

我们对 e−x
2

求导，得到：

d(e−x
2

)

dx
= −2xe−x

2

,
d2(e−x

2

)

dx2
= (4x2 − 2)e−x

2

由求导的乘积法则我们可以知道：

dn(e−x
2

)

dxn
= Pn(x)e

−x2

, deg(Pn) = n

故 e−x
2

的任意阶导数存在，即 e−x
2 ∈ C∞.

(ii) 对 ∀α, β 有：supx∈R |xαDβf(x)| < c(α, β)

由 (i) 我们可知 Dβe−x
2

= Pβ(x)e
−x2

⇒ xαDβe−x
2

= xαPβ(x)e
−x2

= Pβ+α(x)e
−x2

=

α+β∑
k=0

pkx
ke−x

2

而对于 xke−x
2

，我们可知：

d(xke−x
2

)

dx
= (kxk−1 − 2xk+1)e−x

2

= 0 ⇒ x = ±
√
k

2
⇒ |xke−x

2

| ≤ (
k

2
)ke−

k
2 =Mk.

则

|xαDβe−x
2

| =

∣∣∣∣∣
α+β∑
k=0

pkx
ke−x

2

∣∣∣∣∣ ≤
α+β∑
k=0

|pkxke−x
2

| ≤
α+β∑
k=0

Mk|pk| = c(α, β) <∞

故

sup
x∈R

|xαDβf(x)| < c(α, β)

综上我们可知：e−x
2

是 S 函数.

问题 (2). 设 P (ξ)，Q(ξ) 皆为常系数多项式，证明以下各个命题等价：

(1) φ(x) ∈ S ;

(2) 对任意 P (ξ)，Q(ξ)，P (x)Q(D)φ ∈ S ;

(3) 对任意 P (ξ)，Q(ξ)，Q(D)[P (x)φ(x)] ∈ S .

证明. 由于 P (ξ)，Q(ξ)皆为常系数多项式，故我们可设 P (x) =
∑m

k=0 akx
k，Q(x) =

∑n
k=0 bkx

k.

(I) (1)⇒(2)

首先由于 φ(x) ∈ S 故 ψ(x) = Q(D)φ(x) ∈ S , 进而有

|P (x)Q(D)φ(x)| =

∣∣∣∣∣
m∑
k=0

akx
kψ(x)

∣∣∣∣∣ =
m∑
k=0

|ak| · |xkψ(x)|
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而由于 ψ(x) ∈ S，故 ∃mk > 0，使得 |xkψ(x)| < mk，则

|P (x)Q(D)φ(x)| <
m∑
k=0

|ak| ·mk <∞

故 P (x)Q(D)φ(x) ∈ S .

(II) (2)⇒(3)

我们对乘积 P (x)φ 求导 Q(D)，有：

Q(D)[P (x)φ] =
∑
γ≤β

(
β

γ

)
DγP (x) ·Dβ−γφ

其中 Q(D) =
∑

|β|≤k bβD
β，
(
β
γ

)
为组合系数，DγP (x) 是 P (x) 的 γ 阶导数（仍为多项

式）.

对任意项 DγP (x) ·Dβ−γφ，令 P1(x) = DγP (x) 为多项式，Q1(D) = Dβ−γ；则我们由

(2) 的条件，可知：P1(x)Q1(D)φ = DγP (x) ·Dβ−γφ ∈ S .

(III) (3)⇒(1)

取 P (x) = 1，Q(D) = Dβ. 我们由 (3) 的条件，Q(D)[1 · φ] = Dβφ ∈ S，故 Dβφ 存在

且连续. 由 β 的任意性，φ ∈ C∞(Rn).

取 Q(D) = 1，P (x) = xα.我们由 (3)的条件，1 · [xαφ] = xαφ ∈ S，故 sup
x∈Rn

|xαφ(x)| <
+∞.

结合无穷可微性，对任意多重指标 β，需证 sup
x∈Rn

∣∣xαDβφ
∣∣ < +∞.取 P (x) = xα，Q(D) =

Dβ，由 (3) 的条件，Dβ[xαφ] ∈ S . 展开 Dβ[xαφ] 可知其为有限项的和，每项形如

Dγxα ·Dβ−γφ（γ ≤ β ），其中 Dγxα 是多项式，Dβ−γφ 是 φ 的导数. 由施瓦茨函数定
义，这些项的上确界有限，故 sup

x∈Rn

∣∣xαDβφ
∣∣ < +∞.

故 φ ∈ S .
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8.2.4 作业 4

问题 (1). Laplace 算子的基本解为：

E(r) =

Cnr
2−n, n ≥ 3

C2 ln 1

r
, n = 2

(8.6)

我们现在要证明：

Cn =
1

(2− n)Sn
(n ≥ 3), C2 =

1

2π
(8.7)

这里 Sn 是 Rn 中单位球的表面积.

不同于我们熟知的三维球体的球体体积公式以及球体与球表面积之间的关系，在解决问

题之前，我们先推导一下 n(n ≥ 3) 维球体体积与表面积的关系以及球体体积公式：

定理 (n 维球体体积与表面积的关系). 设 n 维球体半径为 R，体积为 Vn(R)，表面积

为 Sn(R)，则成立：

Vn(R) =
R

n
Sn(R) (8.8)

若记 Sn(R) = SnR
n−1，其中 Sn 为常数，则：

Vn(R) =
Sn
n
Rn = vnR

n (8.9)

注. 对于 n 维球体，体积的最高次应该是 n，而表面积的最高次应该是 n − 1，即

deg(Sn(R)) = n− 1, deg(Vn(R)) = n.

证明. 体积可通过表面积的积分得到：

Vn(R) =

∫ R

0

Sn(r)dr = Sn

∫ R

0

rn−1dr =
1

n
SnR

n =
R

n
Sn(R)

定理 (n 维球体体积公式). n 维球体体积为：

Vn(R) = vnR
n, 其中 vn =

2n

n!!

(π
2

)bn
2 c (8.10)

证明. 我们采用数学归纳法证明：

当 n = 3 时，V3(R) =
4
3
πR3，v3 = 4

3
π，公式成立：

v3 =
23

3!!

(π
2

)1
=

4

3
π
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假设对 n− 1 维情形公式成立，考虑 n 维球体 Bn(R)：

Vn(R) =

∫
Bn(R)

dx1dx2 · · · dxn

=

∫ R

−R
dx1

∫
∑n

i=2 x
2
i≤R2−x2

1

dx2 · · · dxn

=

∫ R

−R
vn−1(R

2 − x21)
n−1
2 dx1

作变量代换 x1 = R cos θ，则 dx1 = −R sin θdθ，当 x1 从 −R 到 R 时，θ 从 π 到 0：

Vn(R) = vn−1R
n

∫ 0

π

(1− cos2 θ)n−1
2 (− sin θ)dθ

= vn−1R
n

∫ π

0

sinn θdθ

= 2vn−1R
n

∫ π
2

0

sinn θdθ

记 In =
∫ π

2

0
sinn θdθ，利用我们在数学分析中学到的 Wallis 积分公式：

In =


(n−1)!!
n!!

· π
2
, n为偶数

(n−1)!!
n!!

, n为奇数

因此：

vn = 2vn−1In

分两种情况计算：

当 n 为偶数时，设 n = 2k：

v2k = 2v2k−1I2k = 2 · 22k−1

(2k − 1)!!

(π
2

)k−1

· (2k − 1)!!

(2k)!!
· π
2

=
22k

(2k)!!

(π
2

)k
=

2n

n!!

(π
2

)n
2

当 n 为奇数时，设 n = 2k + 1：

v2k+1 = 2v2kI2k+1 = 2 · 22k

(2k)!!

(π
2

)k
· (2k)!!

(2k + 1)!!

=
22k+1

(2k + 1)!!

(π
2

)k
=

2n

n!!

(π
2

)n−1
2

我们可以统一写为：

vn =
2n

n!!

(π
2

)bn
2 c

故我们由数学归纳法，公式得证.

因此，我们有：

Sn(R) = SnR
n−1, 其中 Sn = nvn =

2n

(n− 2)!!

(π
2

)bn
2 c (8.11)
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定理. 对于球对称函数 E(r)，有：

∆E(r) =
d2E

dr2
+
n− 1

r
· dE
dr

(8.12)

证明. 由链式法则：
∂

∂xj
E(r) =

dE(r)

dr
· ∂r
∂xj

=
dE(r)

dr
· xj
r

计算二阶导数：

∂2

∂x2j
E(r) =

∂

∂xj

(
dE(r)

dr
· xj
r

)
=
d2E(r)

dr2
·
(xj
r

)2
+
dE(r)

dr
· ∂

∂xj

(xj
r

)
=
d2E(r)

dr2
·
x2j
r2

+
dE(r)

dr
·
(
1

r
−
x2j
r3

)

对 j = 1, . . . , n 求和：

∆E(r) =
n∑
j=1

∂2

∂x2j
E(r)

=
d2E(r)

dr2
·
∑n

j=1 x
2
j

r2
+
dE(r)

dr
·
n∑
j=1

(
1

r
−
x2j
r3

)
=
d2E(r)

dr2
+
dE(r)

dr
·
(
n

r
− 1

r

)
=
d2E(r)

dr2
+
n− 1

r
· dE(r)

dr

下面我们来正式求解 Cn (n ≥ 3)：

解. 设 Ω ⊆ Rn 为连通开集，Q ∈ Ω，u, v ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω)。

使用 Green 公式： ∫
Ω

(u∆v − v∆u)dx =

∫
∂Ω

(
u
∂v

∂n
− v

∂u

∂n

)
ds

其中 n 是 ∂Ω 的单位外法向量。

取 v = 1
rn−2，其中 r = d(x,Q)。为处理奇点，我们设 Bϵ(Q) 是以 Q 为球心、ϵ 为半径的

球，定义新的积分区域：

Ωϵ = Ω \Bϵ(Q)

此时 v = r2−n ∈ C2(Ωϵ) ∩ C(Ωϵ)。
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在 Ωϵ 上应用 Green 公式：

I =

∫
Ωϵ

(u∆v − v∆u)dx

=

∫
∂Ωϵ

(
u
∂v

∂n
− v

∂u

∂n

)
ds

=

∫
∂Ω

[
u
∂

∂n

(
1

rn−2

)
− ∂u

∂n
· 1

rn−2

]
ds

+

∫
∂Bϵ(Q)

[
u
∂

∂n

(
1

rn−2

)
− ∂u

∂n
· 1

rn−2

]
ds

= I1 + I2

在球面 ∂Bϵ(Q) 上，外法向量指向球心，因此：

I2 =

∫
∂Bϵ(Q)

[
u
∂

∂n

(
1

rn−2

)
− ∂u

∂n
· 1

rn−2

]
ds

= −
∫
∂Bϵ(Q)

(
u
∂

∂r

(
1

rn−2

)
− ∂u

∂r
· 1

rn−2

)
ds

= (n− 2)

∫
∂Bϵ(Q)

u · 1

rn−1
ds+

∫
∂Bϵ(Q)

∂u

∂r
· 1

rn−2
ds (r = ϵ)

应用积分中值定理，存在 Q∗, Q̂ ∈ ∂Bϵ(Q) 使得：

I2 =
n− 2

ϵn−1
· Snϵn−1 · u(Q∗) +

1

ϵn−2
· Snϵn−1 · ∂u

∂r
(Q̂)

= (n− 2)Sn · u(Q∗) + Sn ·
∂u

∂r
(Q̂) · ϵ

当 ϵ→ 0+ 时，Q∗, Q̂→ Q，且第二项趋于零：

lim
ϵ→0+

I2 = (n− 2)Sn · u(Q)

因此：

I = I1 + (n− 2)Sn · u(Q) (8.13)

另一方面，在 Ωϵ 上考虑函数 v =
1

rn−2
= r2−n

v′(r) = (2− n)r1−n

v′′(r) = (2− n)(1− n)r−n

代入式 (8.12)：

∆v = v′′(r) +
n− 1

r
v′(r)

= (2− n)(1− n)r−n +
n− 1

r
· (2− n)r1−n

= (2− n)(1− n)r−n + (n− 1)(2− n)r−n

= (2− n)r−n
[
(1− n) + (n− 1)

]
= 0

所以：

I =

∫
Ωϵ

(u · 0− v∆u)dx = −
∫
Ωϵ

1

rn−2
∆udx



Chapter 8. 习题 179

令 ϵ→ 0+，得到：

I = −
∫
Ω

1

rn−2
∆udx (8.14)

联立 (8.13)(8.14) 式：

−
∫
Ω

1

rn−2
∆udx =

∫
∂Ω

[
u
∂

∂n

(
1

rn−2

)
− ∂u

∂n
· 1

rn−2

]
ds+ (n− 2)Sn · u(Q)

整理得：

u(Q) =
1

(n− 2)Sn

[∫
∂Ω

∂u

∂n
· 1

rn−2
ds−

∫
∂Ω

u
∂

∂n

(
1

rn−2

)
ds−

∫
Ω

∆u · 1

rn−2
dx

]
(8.15)

现在考虑分布意义下的基本解。设 v = Cn
1

rn−2，对任意测试函数 u ∈ C∞
0 (Ω)，有：

u(Q) =

∫
Rn

δ(x−Q)u(x)dx

= 〈δ(x−Q), u(x)〉

= 〈E(r), u(x)〉

= 〈∆
(
Cn

1

rn−2

)
, u(x)〉

= Cn

〈
1

rn−2
,∆u(x)

〉
= Cn

∫
Ω

1

rn−2
∆u(x)dx

(8.16)

比较 (8.15)(8.16) 两式，对 u ∈ C∞
0 (Ω)，在 ∂Ω 上：u(x) = 0，∇u(x) = 0 ⇒ ∂u

∂n
= 0，因

此：

u(Q) = − 1

(n− 2)Sn

∫
Ω

1

rn−2
∆u(x)dx = Cn

∫
Ω

1

rn−2
∆u(x)dx

由此得到：

Cn = − 1

(n− 2)Sn

其中 Sn = nvn =
2n

(n− 2)!!

(π
2

)bn
2 c
是 n 维单位球的表面积。
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8.2.5 作业 5

问题 (1). 设 Ω = BR(Q)，u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω). 证明：

(i) u(Q) =
1

4πR2

∫
∂BR

u dSp +
1

4π

∫
BR

(
1

R
− 1

r

)
∆u dx

(ii) 若 ∆u ≥ 0，则 u(Q) ≤ 1

4πR2

∫
∂BR

u dSp.

我们先回顾我们在求 Laplace 方程基本解过程中用到的公式：

引理.
u(Q) =

1

4π

∫
∂Ω

1

r

∂u

∂n
ds− 1

4π

∫
Ω

1

r
∆udx− 1

4π

∫
∂Ω

u
∂

∂n

1

r
ds

证明. u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω)，我们取 v = 1
r
。但 v = 1

r
在原点处有奇点，不满足 Green 公式的

条件。

v = 1
r
= r2−3 是基本解的主项。为处理奇点，设 Bε(0) 是以原点为球心、ε 为半径的小

球，定义：

Ωε = Ω \Bε(0)

在新的区域 Ωε 上，v = 1
r
∈ C2(Ωε) ∩ C(Ωε)。

在 Ωε 上应用 Green 公式：∫
Ωε

(u∆v − v∆u)dx =

∫
∂Ωε

(
u
∂v

∂n
− v

∂u

∂n

)
ds

由于基本解满足：

∆E(r) = δ(r) =

∞, r = 0

0, r 6= 0
⇒ ∆

1

r

∣∣∣∣
Ωε

= 0

边界 ∂Ωε 由两部分组成：∂Ω 和 ∂Bε。因此：∫
∂Ωε

(
u
∂v

∂n
− v

∂u

∂n

)
ds =

∫
∂Ω

(
u
∂v

∂n
− v

∂u

∂n

)
ds+

∫
∂Bε

(
u
∂v

∂n
− v

∂u

∂n

)
ds

在球面 ∂Bε 上，外法向量指向球心，因此：∫
∂Bε

(
u
∂v

∂n
− v

∂u

∂n

)
ds

=

∫
∂Bε

[
u ·
(
− 1

r2

)
− 1

r
·
(
−∂u
∂r

)]
ds

=

∫
∂Bε

(
− u

r2
+

1

r

∂u

∂r

)
ds

= − 1

ε2

∫
∂Bε

uds+
1

ε

∫
∂Bε

∂u

∂r
ds

应用积分中值定理，存在 Q∗, Q̂ ∈ ∂Bε 使得：

1

ε2

∫
∂Bε

uds =
1

ε2
· 4πε2 · u(Q∗) = 4πu(Q∗)

1

ε

∫
∂Bε

∂u

∂r
ds =

1

ε
· 4πε2 · ∂u

∂r
(Q̂) = 4πε

∂u

∂r
(Q̂)
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当 ε→ 0 时，Q∗, Q̂→ Q，且第二项趋于零。因此：

lim
ε→0

∫
∂Bε

(
u
∂v

∂n
− v

∂u

∂n

)
ds = −4πu(Q)

综合以上结果，得到：∫
Ω

1

r
∆udx =

∫
∂Ω

(
u
∂

∂n

1

r
− 1

r

∂u

∂n

)
ds+ 4πu(Q)

即：

u(Q) =
1

4π

∫
∂Ω

1

r

∂u

∂n
ds− 1

4π

∫
Ω

1

r
∆udx− 1

4π

∫
∂Ω

u
∂

∂n

1

r
ds

接下来我们来证明问题：

证明. (i) 由上面结论：

u(Q) =
1

4π

∫
∂Ω

1

r

∂u

∂n
ds− 1

4π

∫
Ω

1

r
∆u dx− 1

4π

∫
∂Ω

u
∂

∂n

1

r
ds

由于 Ω = BR(Q)，其中在 ∂Ω 上我们有
∂

∂n
(
1

r
) =

∂

∂r
(
1

r
) = − 1

r2
= − 1

R2
. 则有

u(Q) =
1

4π

∫
∂BR

1

R

∂u

∂n
ds− 1

4π

∫
∂BR

u

(
− 1

R2

)
ds− 1

4π

∫
Ω

1

r
∆u dx

=
1

4πR2

∫
∂BR

u dS +
1

4πR

∫
∂BR

∂u

∂n
ds− 1

4π

∫
Ω

1

r
∆u dx

我们在 Ω 上运用格林公式：∫
Ω

(u∆v − v∆u)dx =

∫
∂Ω

(
u
∂v

∂n
− v

∂u

∂n

)
ds

取 v = 1，则有： ∫
∂BR

∂u

∂n
ds =

∫
BR(Q)

∆u dx

代入上式得：

u(Q) =
1

4πR2

∫
∂BR

u dS +
1

4πR

∫
BR(Q)

∆u dx− 1

4π

∫
Ω

1

r
∆u dx

=
1

4πR2

∫
∂BR

u dS +
1

4π

∫
BR(Q)

(
1

R
− 1

r

)
∆u dx

(ii) 我们记 I1 =
1

4πR2

∫
∂BR

u dS，I2 =
1

4π

∫
BR(Q)

(
1

R
− 1

r

)
∆u dx，则 u(Q) = I1 + I2。

当 ∆u ≥ 0 时，由于在 BR(Q) 内 1
R
− 1

r
≤ 0，故 I2 ≤ 0，从而

u(Q) = I1 + I2 ≤ I1 =
1

4πR2

∫
∂BR

u dSp

故原命题成立！
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问题 (2). 若 Ω 是有界连通开集，u ∈ C(Ω)∩C2(Ω)，并且 u 在 Ω 上满足：∆u ≥ 0 且

u 不恒为常数，则 u 必不可在 Ω 内部达到其上确界。

证明. 我们仿照定理 6.1.1 的方法，使用反证法。假设 u 在 Ω 上非常数但在 Ω 内部达到其上

确界。

设 M = supΩ u，且存在 Q ∈ Ω 使得 u(Q) = M。由于 Ω 是连通开集，存在 δ > 0 使得

闭球 Bδ(Q) ⊂ Ω。

由 ∆u ≥ 0，根据问题 (1) 的 (ii)，我们有：

u(Q) ≤ 1

4πδ2

∫
∂Bδ(Q)

u dS

由于 u 是非常值函数且在 Q 处达到最大值 M，存在点 P0 ∈ Bδ(Q) 使得 u(P0) < M。由

u 的连续性，存在 P0 在球面 ∂Bδ(Q) 上的投影点 P（或通过连续路径连接），以及 P 的邻域

VP ⊂ ∂Bδ(Q)，使得对于所有 x ∈ VP 有：

u(x) ≤ u(P0) +M

2
< M

我们考虑球面积分：

1

4πδ2

∫
∂Bδ(Q)

u dS =
1

4πδ2

(∫
VP

u dS +

∫
∂Bδ(Q)\VP

u dS

)

在 VP 上：u(x) ≤
u(P0) +M

2
< M；在 ∂Bδ(Q) \ VP 上：u(x) ≤M

记 S(VP ) 表示区域 VP 的面积，S(∂Bδ(Q)) = 4πδ2 为整个球面的面积，则有：

1

4πδ2

∫
∂Bδ(Q)

u dS ≤ 1

4πδ2

[
S(VP ) ·

u(P0) +M

2
+ (4πδ2 − S(VP )) ·M

]
=
S(VP )

8πδ2
· u(P0) +

(
1− S(VP )

4πδ2
+
S(VP )

8πδ2

)
M

=
S(VP )

8πδ2
· u(P0) +

(
1− S(VP )

8πδ2

)
M

令 λ =
S(VP )

8πδ2
，则 0 < λ ≤ 1

2
（因为 S(VP ) ≤ 4πδ2），于是：

1

4πδ2

∫
∂Bδ(Q)

u dS ≤ λu(P0) + (1− λ)M < M

但根据平均值不等式，我们有：

M = u(Q) ≤ 1

4πδ2

∫
∂Bδ(Q)

u dS < M

这就得到了矛盾：M < M。因此，假设不成立，u 不可能在 Ω 内部达到其上确界。

问题 (3). 设 Ω 是有界连通开集，u ∈ C(Ω) ∩ C2(Ω) 满足方程

∆u− u2 = 0, x ∈ Ω

则 u 必不可在 Ω 内部达到最大值，除非 u ≡ 0。
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证明. 若 u 是常数，则代入方程 ∆u− u2 = 0 ，此时 ∆u = 0 ，故 0− u2 = 0 ，解得 u ≡ 0 。

若 u 不是常数，由方程可知 ∆u = u2 ≥ 0 。

由上题我们可知：u 必不可在 Ω 内部达到其上确界，即 u 不能在 Ω 内部达到最大值，矛

盾。

综上，命题得证。



184 8.2. 作业

8.2.6 作业 6

问题 (1). 求半空间 {(x, y, z); z > 0} 以及球 {(x, y, z);x2 + y2 + z2 < R2} 的格林函数，
并给出相应的狄利克雷问题的解.

上半空间. 记 Ω = {(x, y, z) ∈ R3 : z > 0}，边界 ∂Ω = {(x, y, z) : z = 0}。对于点Q(x, y, z) ∈ Ω

(z > 0) 和 P (x1, y1, z1) ∈ Ω，在 Q1(x, y,−z) 处放置与 Q 点处电荷量相同的负点电荷，则格

林函数为：

G(P,Q) = − 1

4πr(P,Q)
+

1

4πr(P,Q1)

其中

r(P,Q) =
√
(x− x1)2 + (y − y1)2 + (z − z1)2, r(P,Q1) =

√
(x− x1)2 + (y − y1)2 + (z + z1)2

下面我们来验证 G(P,Q) 符合格林函数的定义.
在边界 ∂Ω 上 (z1 = 0)：

G(P,Q)|z1=0 = − 1

4πr(P,Q)
+

1

4πr(P,Q1)
= 0

在 Ω 内部，∆PG(P,Q) = δ(P −Q)，这是因为：

∆P

(
− 1

4πr(P,Q)

)
= δ(P −Q), ∆P

(
1

4πr(P,Q1)

)
= 0 (当P 6= Q1)

且 Q1 /∈ Ω，所以第二项在 Ω 内调和。

现在我们来计算法向导数：

∂G(P,Q)

∂z1
=

1

4π

[
z1 − z

r(P,Q)3
− z1 + z

r(P,Q1)3

]
在边界 ∂Ω 上，外法向量方向为 −z 方向，因此 ∂G

∂n
= − ∂G

∂z1
。在边界 z1 = 0 处：

∂G

∂n

∣∣∣∣
∂Ω

= − ∂G

∂z1

∣∣∣∣
z1=0

= − 1

4π

[
−z

r(P,Q)3
− z

r(P,Q1)3

]
z1=0

当 z1 = 0 时，r(P,Q) = r(P,Q1) =
√
(x− x1)2 + (y − y1)2 + z2，代入得：

∂G

∂n

∣∣∣∣
∂Ω

=
1

4π

[ z
r3

+
z

r3

]
=

z

2πr3
=

z

2π[(x− x1)2 + (y − y1)2 + z2]3/2

对于半空间 Ω 上的狄利克雷问题：∆u = 0, (x, y, z) ∈ Ω

u(x, y, 0) = f(x, y), (x, y) ∈ R2

解可表示为：

u(Q) =

∫
∂Ω

f(P )
∂G(P,Q)

∂n
dSP

代入已求得的法向导数，并注意到在边界上 dSP = dx1dy1，我们可得：

u(x, y, z) =
x
R2

f(x1, y1) ·
z

2π[(x− x1)2 + (y − y1)2 + z2]3/2
dx1dy1
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球. 对于球 Ω = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 < R2} 的格林函数，我们使用球坐标系。设
Q(ρ, θ1, φ1) 为球内一点，P (ρ2, θ2, φ2) 为变点，球坐标变换为：

x = ρ sinφ cos θ, y = ρ sinφ sin θ, z = ρ cosφ

其中 0 ≤ φ ≤ π, 0 ≤ θ ≤ 2π, 0 ≤ ρ < R。

为了构造球的格林函数，我们在 Q 关于球面的反演点 Q1 处放置适当强度的镜像电荷。

设 Q 的球坐标为 (ρ, θ1, φ1)，则其反演点 Q1 位于射线 OQ 上，且满足：

|OQ1| =
R2

ρ

我们定义球的格林函数为：

G(P,Q) = − 1

4πr(P,Q)
+
R

ρ
· 1

4πr(P,Q1)

其中 r(P,Q) = |P −Q|，r(P,Q1) = |P −Q1|。
下面我们来验证 G(P,Q) 是格林函数。

首先验证边界条件：当 P 在球面 ∂Ω 上时，即 |P | = R，需要证明 G(P,Q) = 0。

当 P 在球面上时，由圆幂定理我们可得：

r(P,Q)

R
=

ρ

r(P,Q1)

因此，在球面 |P | = R 上：

G(P,Q) = − 1

4πr(P,Q)
+
R

ρ
· 1

4πr(P,Q1)
= − 1

4πr(P,Q)
+
R

ρ
· 1
4π

·r(P,Q)

Rρ
= − 1

4πr(P,Q)
+

1

4πr(P,Q)
= 0

其次验证在 Ω 内部，∆PG(P,Q) = δ(P −Q)。第一项 − 1
4πr(P,Q)

的 Laplace 算子作用结
果为 δ(P −Q)，而第二项 R

ρ
· 1
4πr(P,Q1)

在 Ω内是调和的，因为 Q1 在球外 (|Q1| = R2/ρ > R)。
现在计算法向导数。在球坐标系中，外法向为径向方向，因此：

∂G

∂n
=
∂G

∂ρ2

∣∣∣∣
ρ2=R

经过计算可得：
∂G

∂n

∣∣∣∣
∂Ω

=
R2 − ρ2

4πR
· 1

r(P,Q)3

对于球域 Ω 上的狄利克雷问题：∆u = 0, x2 + y2 + z2 < R2

u = f, x2 + y2 + z2 = R2

其解为：

u(Q) =
1

4πR

∫
∂Ω

f(P )
R2 − ρ2

r(P,Q)3
dSP

其中 ρ = |Q|，r(P,Q) = |P −Q|，积分在球面 ∂Ω 上进行。

问题 (2). 设 u 在以 Q 为心、R 为半径的球 B 内非负调和，而在 B 上连续，则对任



186 8.2. 作业

意 P ∈ B，有
R− ρ

R+ ρ
u(Q) ≤ u(P ) ≤ R+ ρ

R− ρ
u(Q)

其中 ρ = |PQ|。

证明. 类似求圆上 Laplace 方程的 Dirichlet 问题，我们有：

u(P ) = u(ρ, θ) =
1

2π

∫ 2π

0

R2 − ρ2

R2 + ρ2 − 2Rρ cos(θ − φ)
f(φ)dφ

其中 f(φ) = u(R,φ) 是边界值。

由于 −1 ≤ cos(θ − φ) ≤ 1，可得：

R2 − ρ2

(R+ ρ)2
≤ R2 − ρ2

R2 + ρ2 − 2Rρ cos(θ − φ)
≤ R2 − ρ2

(R− ρ)2

注意到：
R2 − ρ2

(R+ ρ)2
=
R− ρ

R+ ρ
,

R2 − ρ2

(R− ρ)2
=
R+ ρ

R− ρ

因此：
R− ρ

R+ ρ
· 1

2π

∫ 2π

0

f(φ)dφ ≤ u(P ) ≤ R+ ρ

R− ρ
· 1

2π

∫ 2π

0

f(φ)dφ

由平均值性质，当 ρ = 0 时：

u(Q) =
1

2π

∫ 2π

0

f(φ)dφ

代入可得：
R− ρ

R+ ρ
u(Q) ≤ u(P ) ≤ R+ ρ

R− ρ
u(Q)

问题 (3). 证明 n = 3 的可去奇点定理.

我们先来叙述一下 n = 3 的可去奇点定理：

定理. 设 u(x) 在 BR(A) \ {A} 中调和，且在 A 点附近满足

u(x) = o

(
1

|x−A|

)
当x→ A

则我们可以通过补充定义 u 在 A 点的值，使得 u 在整个 BR(A) 中调和。

证明. 由条件可知：

lim
x→A

u(x)

1/|x−A|
= 0

取固定半径 R 使得 BR(A) ⊂ Ω，对任意 δ < R，考虑球环区域 BR(A) \Bδ(A)。定义比
较函数：

VC(x) = C

(
1

|x−A|
− 1

R

)
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其中 C 是正常数。我们不难验证 VC 满足：∆VC = 0, x ∈ BR(A) \Bδ(A)

VC |∂BR(A) = 0

现在定义 u1 为如下边值问题的解：∆u1 = 0, x ∈ BR(A)

u1|∂BR(A) = u|∂BR(A)

考虑函数 w = u1 − u，则 w 满足：∆w = 0, x ∈ BR(A) \Bδ(A)

w|∂BR(A) = u1|∂BR(A) − u|∂BR(A) = 0

由条件 limx→A
u(x)

1/|x−A| = 0，以及 u1 在 A 点附近有界，可得：

lim
x→A

w(x)

1/|x−A|
= lim

x→A

[
u1(x)

1/|x−A|
− u(x)

1/|x−A|

]
= 0

对任意固定的 C > 0，存在 δ0 > 0，使得当 |x−A| = δ0 时，有：

|w(x)| ≤ VC(x)

现在考虑函数 w − VC，它在区域 BR(A) \Bδ0(A) 中满足：
∆(w − VC) = 0, x ∈ BR(A) \Bδ0(A)

(w − VC)|∂BR(A) = 0

(w − VC)|∂Bδ0
(A) ≤ 0

由极值原理，在 BR(A) \Bδ0(A) 中有：

w − VC ≤ 0 即 w ≤ VC

同理，考虑函数 w + VC，可得：
∆(w + VC) = 0, x ∈ BR(A) \Bδ0(A)

(w + VC)|∂BR(A) = 0

(w + VC)|∂Bδ0
(A) ≥ 0

由极值原理，在 BR(A) \Bδ0(A) 中有：

w + VC ≥ 0 即 w ≥ −VC

因此，在 BR(A) \Bδ0(A) 中成立：

|w| ≤ VC

由于 δ0 可以任意小，上述不等式实际上在 BR(A) \ {A} 中成立。现在令 C → 0，则

VC → 0，于是：

|w| = |u1 − u| ≤ 0 在BR(A) \ {A} 中

即 u1 = u在 BR(A)\{A}中。由于 u1在 BR(A)中调和，我们可以通过定义 u(A) = u1(A)

来补充 u 在 A 点的值，使得 u 在整个 BR(A) 中调和。
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8.2.7 作业 7

问题 (1). 设 K(x, t) 是热传导方程的基本解，证明：

(i)

K(x, t) = t−
n
2K

(
x√
t
, 1

)
;

(ii) 当 ε→ 0 时有 K(x, ε2) → δ(x) (于 D ′(Rn)).

证明. (i) 我们知道热传导方程的基本解为：

K(x, t) = (4πa2t)−
n
2 exp

(
− |x|2

4a2t

)
H(t)

而

t−
n
2K

(
x√
t
, 1

)
= t−

n
2 · (4πa2)−n

2 exp
(
−|x/

√
t|2

4a2

)
H(1)

= (4πa2t)−
n
2 exp

(
− |x|2

4a2t

)
= K(x, t)

=1

(ii) 考虑 K(x, ε2) = (4πa2ε2)−
n
2 exp

(
− |x|2

4a2ε2

)
.

对任意测试函数 φ ∈ C∞
0 (Rn)，有：

〈K(x, ε2), φ(x)〉 =
∫
Rn

K(x, ε2)φ(x)dx

= (4πa2ε2)−
n
2

∫
Rn

exp
(
− |x|2

4a2ε2

)
φ(x)dx

作变量代换 x = εy，则：

= (4πa2ε2)−
n
2

∫
Rn

exp
(
− |εy|2

4a2ε2

)
φ(εy)εndy

= (4πa2)−
n
2

∫
Rn

exp
(
−|y|2

4a2

)
φ(εy)dy

由于 φ ∈ C∞
0 (Rn)，存在常数 M > 0 使得 |φ(εy)| ≤M . 同时，exp

(
− |y|2

4a2

)
是 Rn 上的

可积函数：∣∣∣∣(4πa2)−n
2 exp

(
−|y|2

4a2

)
φ(εy)

∣∣∣∣ ≤M(4πa2)−
n
2 exp

(
−|y|2

4a2

)
∈ L1(Rn)

由控制收敛定理：

lim
ε→0

(4πa2)−
n
2

∫
Rn

exp
(
−|y|2

4a2

)
φ(εy)dy

= (4πa2)−
n
2

∫
Rn

exp
(
−|y|2

4a2

)
φ(0)dy

= φ(0) · (4πa2)−n
2

∫
Rn

exp
(
−|y|2

4a2

)
dy
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而我们熟知： ∫
Rn

exp
(
−|y|2

4a2

)
dy = (4πa2)

n
2

因此：

lim
ε→0

〈K(x, ε2), φ(x)〉 = φ(0) = 〈δ(x), φ(x)〉

故当 ε→ 0 时有 K(x, ε2) → δ(x) (于 D ′(Rn)).
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8.2.8 作业 8

问题 (1). 考虑热传导方程的初值问题：∂tu− a2∂xxu = 0, t > 0

u|t=0 = φ(x)
(8.17)

条件：存在常数 B > 0，对 ∀t ≥ 0，−∞ < x < +∞，满足 |u(x, t)| < B.
证明 稳定性.

稳定性的证明.
设 u1, u2 分别满足：∂tu1 − a2∂xxu1 = 0, t > 0

u1|t=0 = φ1(x)

∂tu2 − a2∂xxu2 = 0, t > 0

u2|t=0 = φ2(x)

并且 |φ1(x)− φ2(x)| < η，只需证明 |u1 − u2| < η.
令 w = u1 − u2，则 w 满足方程：∂tw − a2∂xxw = 0, t > 0

w|t=0 = φ1 − φ2

且 w 有界：|w| ≤ |u1|+ |u2| ≤ 2B.
取任意给定点 (x0, t0)，t0 > 0，考虑区域 R0 = {(x, t) | |x− x0| ≤ L, 0 ≤ t ≤ t0}.
构造辅助函数：

v(x, t) =
4B2

L2

(
|x− x0|2

2
+ a2t

)
+ η

则：
∂v

∂t
− a2

∂2v

∂x2
=

4B2a2

L2
− a2 · 4B

2

L2
= 0

在抛物边界 ΓT 上：

♥ 底边 t = 0：v(x, 0) = 2B2

L2 (x−x0)2+η ≥ η > |φ1(x)−φ2(x)| = w(x, 0)，因为 |φ1−φ2| < η

且 (x− x0)
2 ≥ 0.

♥ 侧边 x = x0 ± L：v(x0 ± L, t) = 2B2 +
4B2a2

L2
t + η ≥ 2B2 + η ≥ 2B ≥ |w(x0 ± L, t)|，

因为 |w| ≤ 2B 且 2B2 + η ≥ 2B（取 B ≥ 1 时成立）.

因此 v(x, t)
∣∣
ΓT

≥ w(x, t)
∣∣
ΓT
成立. 此时我们令 h = v − u，则有 h

∣∣
ΓT

≥ 0. 又由极值原理，
h 的最大最小值在抛物边界上取到，而 h

∣∣
ΓT

≥ 0，故在 R0 上成立：

h ≥ 0 ⇒ v(x, t) ≥ w(x, t)

即

w(x, t) ≤ 4B2

L2

(
|x− x0|2

2
+ a2t

)
+ η

同理可证：

w(x, t) ≥ −4B2

L2

(
|x− x0|2

2
+ a2t

)
− η
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因此：

|w(x, t)| ≤ v(x, t) =
4B2

L2

(
|x− x0|2

2
+ a2t

)
+ η

在点 (x0, t0) 处：

|w(x0, t0)| ≤
4B2a2

L2
t0 + η

令 L→ ∞，则 |w(x0, t0)| ≤ η. 由 (x0, t0) 的任意性，|u1 − u2| ≤ η.
这样我们便完成了稳定性的证明.

问题 (2). 用傅立叶方法求解以下初边值问题：
∂u

∂t
− ∂2u

∂x2
= 0, 0 < x < π, t > 0

u(0, t) = u(π, t) = 0

u(x, 0) = sinx

(8.18)

解. 我们采用常数变易法来求解。
由齐次边界条件 u(0, t) = u(π, t) = 0，考虑对应的SL 问题：X ′′(x) + λX(x) = 0, 0 < x < π

X(0) = X(π) = 0

♥ 当 µ < 0 时，令 µ = −k2 (k > 0)，

X(x) = C1e
kx + C2e

−kx

根据边值条件： X(0) = C1 + C2 = 0

X ′(L) = kC1e
kL − kC2e

−kL = 0

代入 C2 = −C1 得：

kC1e
kL + kC1e

−kL = kC1(e
kL + e−kL) = 0

由于 k > 0 且 ekL + e−kL > 0，故 C1 = 0，进而 C2 = 0。无非零解。

♥ 当 µ = 0 时，

X(x) = C1x+ C2

由边值条件： X(0) = C2 = 0

X ′(L) = C1 = 0

得 C1 = C2 = 0。无非零解。

♥ 当 µ > 0 时，令 µ = k2 (k > 0)，

X(x) = C1 cos(kx) + C2 sin(kx)
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由边值条件：X(0) = C1 = 0

X ′(L) = −kC1 sin(kL) + kC2 cos(kL) = kC2 cos(kL) = 0

要使 C2 6= 0，则需：

cos(kL) = 0 ⇒ kL =
π

2
+mπ, m = 0, 1, 2, . . .

即：

km =
(2m+ 1)π

2L
, µm =

(
(2m+ 1)π

2L

)2

, m = 0, 1, 2, . . .

对应的特征函数为：

Xm(x) = sin
(
(2m+ 1)π

2L
x

)
特征函数系

{
sin
(
(2m+ 1)π

2L
x

)}∞

m=0

构成 L2[0, L] 上的完全正交系。

我们设 (8.18) 的解可表示为：

u(x, t) =
∞∑
n=1

An(t) sin(nx)

其中 An(t) 为我们要求的待定函数。

由初始条件 u(x, 0) = sinx 得：

u(x, 0) =
∞∑
n=1

An(0) sin(nx) = sinx

利用正交性，两边乘以 sin(mx) 并在 [0, π] 上积分：∫ π

0

(
∞∑
n=1

An(0) sin(nx)
)

sin(mx) dx =

∫ π

0

sinx sin(mx) dx

由正交关系，我们可知：

π

2
Tm(0) =

∫ π

0

sinx sin(mx) dx

而 ∫ π

0

sinx sin(mx) dx =

0, m 6= 1
π

2
, m = 1

因此：

A1(0) = 1, An(0) = 0 (n 6= 1)

我们将 u(x, t) =
∑∞

n=1An(t) sin(nx) 代入方程 ∂u

∂t
− ∂2u

∂x2
= 0：

∂u

∂t
=

∞∑
n=1

A′
n(t) sin(nx)

∂u

∂x
=

∞∑
n=1

An(t) · n cos(nx)
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∂2u

∂x2
=

∞∑
n=1

An(t) · (−n2) sin(nx) = −
∞∑
n=1

n2An(t) sin(nx)

代入方程得：
∞∑
n=1

A′
n(t) sin(nx) +

∞∑
n=1

n2An(t) sin(nx) = 0

即：
∞∑
n=1

[
A′
n(t) + n2An(t)

]
sin(nx) = 0

由于 {sin(nx)}∞n=1 是线性无关函数族，故各项系数为零：

A′
n(t) + n2An(t) = 0, n = 1, 2, 3, . . .

对于一阶线性常微分方程：
dAn
dt

+ n2An = 0

其通解为：

An(t) = Cne
−n2t

结合初始条件 An(0) = Cn ，我们可得：

A1(t) = 1 · e−t, An(t) = 0 (n 6= 1)

于是：

u(x, t) =
∞∑
n=1

An(t) sin(nx) = e−t sinx+
∞∑
n=2

0 · sin(nx) = e−t sinx

综上：原问题的解为：

u(x, t) = e−t sinx
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8.2.9 作业 9

问题 (1). 证明：对于方程∂2u
∂t2

− a2 · ∂2u
∂x2 = f(x, t),−∞ < x < +∞

u|t=0 = 0, ∂u
∂t
|t=0 = 0

(8.19)

若 w(x, t, τ) 为如下方程的解：
∂2w
∂t2

− a2 · ∂2w
∂x2 = 0, t > τ

w(x, t, τ)|t=τ = 0

∂w
∂t
(x, t, τ)|t=τ = f(x, τ)

(8.20)

则 (8.19) 的解为：

u(x, t) =

∫ t

0

w(x, t, τ)dτ

注. 这实际上的证明就是 Duhamel 原理的证明.

证明. 我们只需要验证由 u(x, t) =

∫ t

0

w(x, t, τ)dτ 定义的函数确实满足原方程 (8.19).

1. 当 t = 0 时，积分区间退化为一点，故：

u(x, 0) =

∫ 0

0

w(x, 0, τ)dτ = 0

2. 我们对 u 关于 t 求偏导有：

∂u

∂t
(x, t) = w(x, t, t) +

∫ t

0

∂w

∂t
(x, t, τ)dτ

结合 w 的初始条件 w(x, t, τ)|t=τ = 0，特别地当 τ = t 时有 w(x, t, t) = 0，所以：

∂u

∂t
(x, t) =

∫ t

0

∂w

∂t
(x, t, τ)dτ

再次验证初始条件：
∂u

∂t
(x, 0) =

∫ 0

0

∂w

∂t
(x, 0, τ)dτ = 0

我们对 ∂u
∂t
再次求导：

∂2u

∂t2
(x, t) =

∂w

∂t
(x, t, t) +

∫ t

0

∂2w

∂t2
(x, t, τ)dτ

由 w 的初始条件 ∂w
∂t
(x, t, τ)|t=τ = f(x, τ)，特别地当 τ = t 时有 ∂w

∂t
(x, t, t) = f(x, t)，

所以：
∂2u

∂t2
(x, t) = f(x, t) +

∫ t

0

∂2w

∂t2
(x, t, τ)dτ
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3. 接下来我们计算 u 关于 x 的偏导数：

∂2u

∂x2
(x, t) =

∫ t

0

∂2w

∂x2
(x, t, τ)dτ

故：

∂2u

∂t2
− a2 · ∂

2u

∂x2
=

[
f(x, t) +

∫ t

0

∂2w

∂t2
(x, t, τ)dτ

]
− a2

∫ t

0

∂2w

∂x2
(x, t, τ)dτ

= f(x, t) +

∫ t

0

[
∂2w

∂t2
(x, t, τ)− a2 · ∂

2w

∂x2
(x, t, τ)

]
dτ

由于 w(x, t, τ) 在 t > τ 时满足齐次波动方程：

∂2w

∂t2
(x, t, τ)− a2 · ∂

2w

∂x2
(x, t, τ) = 0

因此：
∂2u

∂t2
− a2 · ∂

2u

∂x2
= f(x, t) +

∫ t

0

0 · dτ = f(x, t)

综上所述，我们有： 
u(x, 0) = 0

∂u
∂t
(x, 0) = 0

∂2u
∂t2

− a2 · ∂2u
∂x2 = f(x, t)

因此 u(x, t) =

∫ t

0

w(x, t, τ)dτ 确实是方程 (8.19) 的解.
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8.2.10 作业 10

问题 (1). 用分离变量法求解：
∂2u
∂t2

− a2 · ∂2u
∂x2 = 0, t > 0

u|t=0 = sin 3πx
l
, ∂u
∂t
|t=0 = x(l − x)

u(0, t) = u(l, t) = 0

解. 对于一般的问题： 
∂2u
∂t2

− a2 · ∂2u
∂x2 = 0, t > 0

u|t=0 = φ(x), ∂u
∂t
|t=0 = g(x)

u(0, t) = u(l, t) = 0

使用分离变量法，我们令 u(x, t) = X(x)T (t)，代入方程得：

X ′′(x)

X(x)
=

T ′′(t)

a2T (t)
= −µ

因此 X(x) 满足如下 Sturm-Liouville 问题：X ′′(x) + µX(x) = 0

X(0) = X(l) = 0

我们可得特征值为 µk =
(
kπ
l

)2
, k = 1, 2, · · ·，特征函数为 Xk(x) = sin kπ

l
x。

这些特征函数构成完全正交系
{

sin kπ
l
x
}
，满足正交性关系：

∫ l

0

sin kπ
l
x · sin mπ

l
xdx =

l

2
δk,m =

0, m 6= k

l
2
, m = k

将特征值 µk 代入与 t 相关的方程：

T ′′
k (t) + a2µkTk(t) = 0

解得：

Tk(t) = Āk sin akπ
l
t+ B̄k cos akπ

l
t

故：

uk(x, t) = Tk(t) ·Xk(x) =

(
Āk sin akπ

l
t+ B̄k cos akπ

l
t

)
· sin kπ

l
x

进而我们可知：

u(x, t) =
∞∑
k=1

uk(x, t) =
∞∑
k=1

(
Ak cos akπ

l
t+Bk sin akπ

l
t

)
· sin kπ

l
x

其中 Ak = B̄k, Bk = Āk 为待定系数。

回到我们的问题： 
∂2u
∂t2

− a2 · ∂2u
∂x2 = 0, t > 0

u|t=0 = sin 3πx
l
, ∂u

∂t
|t=0 = x(l − x)

u(0, t) = u(l, t) = 0

接下来我们来确定系数 Ak 与 Bk：
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♥ 确定系数 Ak：

由 u|t=0 = sin 3πx
l
我们可得：

u(x, 0) =
∞∑
k=1

Ak sin kπx
l

= sin 3πx

l

我们在上式两边乘上 sin mπx
l
并在 [0, l] 上积分：

Am · l
2
=

∫ l

0

sin 3πx

l
· sin mπx

l
dx

而 ∫ l

0

sin 3πx

l
sin mπx

l
dx =

0, m 6= 3

l
2
, m = 3

故

Ak =

1, k = 3

0, k 6= 3

♥ 确定系数 Bk：

由 ∂u
∂t
|t=0 = x(l − x) 我们可得：

∂u

∂t
(x, 0) =

∞∑
k=1

Bk ·
akπ

l
sin kπx

l
= x(l − x)

我们在上式两边乘上 sin mπx
l
并在 [0, l] 上积分：

amπ

l
Bm · l

2
=

∫ l

0

x(l − x) sin mπx
l
dx

即：

Bm =
2

amπ

∫ l

0

x(l − x) sin mπx
l
dx

接下来我们来计算积分：

Im =

∫ l

0

x(l − x) sin mπx
l
dx

= l

∫ l

0

x sin mπx
l
dx−

∫ l

0

x2 sin mπx
l
dx

其中： ∫ l

0

x sin mπx
l
dx =

[
− lx

mπ
cos mπx

l

]l
0

+
l

mπ

∫ l

0

cos mπx
l
dx

= − l2

mπ
cos(mπ) + l2

m2π2
sin mπx

l

∣∣∣l
0
= − l2

mπ
(−1)m
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∫ l

0

x2 sin mπx
l
dx =

[
− lx2

mπ
cos mπx

l

]l
0

+
2l

mπ

∫ l

0

x cos mπx
l
dx

= − l3

mπ
(−1)m +

2l

mπ

[
lx

mπ
sin mπx

l

∣∣∣l
0
− l

mπ

∫ l

0

sin mπx
l
dx

]

= − l3

mπ
(−1)m +

2l

mπ

[
0 +

l2

m2π2
cos mπx

l

∣∣∣l
0

]
= − l3

mπ
(−1)m +

2l3

m3π3
[(−1)m − 1]

故

Im = l

[
− l2

mπ
(−1)m

]
−
[
− l3

mπ
(−1)m +

2l3

m3π3
[(−1)m − 1]

]
= − l3

mπ
(−1)m +

l3

mπ
(−1)m − 2l3

m3π3
[(−1)m − 1]

=
2l3

m3π3
[1− (−1)m]

代入 Bm 的表达式：

Bm =
2

amπ
· 2l3

m3π3
[1− (−1)m] =

4l3

am4π4
[1− (−1)m]

即：

Bk =

0, 2 | k
8l3

ak4π4 , 2 - k

最后我们将求解出来的系数代入通解可得：

u(x, t) = A3 cos 3aπ
l
t · sin 3πx

l
+

∞∑
k=1

Bk sin akπ
l
t · sin kπx

l

= cos 3aπ
l
t · sin 3πx

l
+

8l3

aπ4

∞∑
k=1
2∤k

1

k4
sin akπ

l
t · sin kπx

l

即为我们最终所求的解.
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