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没啥好说的，只能说计算量非常大，其他的倒也没什么，考试大家都做不完哈哈哈。。。

1 引论

1.1 进制

定义 1.1 (进制转换).

x = ±(an−1β
n−1 + an−2β

n−2 + · · ·+ a0β
0 + a−1β

−1 + a−2β
−2 + · · ·+ a−mβ

−m)

= ±(an−1an−2 · · · a0 · a−1a−2 · · · a−m)β

每年都考.
具体来说就是 n 进制转十进制按照整数部分和小数部分分部分按此方展开即可：

(10101)2 = 1× 24 + 0× 23 + 1× 22 + 0× 21 + 1× 20 = (21)10,

−(10.101)2 = −(1× 21 + 0× 20 + 1× 2−1 + 0× 2−2 + 1× 2−3) = −(2.625)10.

十进制转 n 进制可以用短除法或者挨个挨个减来试.
特殊的：2 进制和 8 进制之间的转换可以 3 位 3 位来看.

1.2 误差

定义 1.2 (舍入和截断). 舍入就是四舍五入，截断就是之间全部去掉。

我们很容易可以想到舍入的精度最多不超过精度的一半，但是截断只能做到不超过精度区间.

定义 1.3 (误差理论). 设数 x 是某个量的精确值，数 x∗ 是该量的已知近似值，记

E(x) = x− x∗, (1)

称 E(x) 为近似数 x∗ 的绝对误差，简称误差.
我们可以估计出绝对误差的上限，即可求出一个正数 η，使得

|x− x∗| ≤ η. (2)

η 称为近似数 x∗ 的绝对误差限。有了绝对误差限就可得到 x (精确值) 的范围。
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近似数 x∗ 的绝对误差和精确值的比，即

Er(x) =
x− x∗

x
, (3)

称为 x∗ 的相对误差。

我们往往可以估计出相对误差的上限，即可以求出一个正数 δ，使得

|Er(x)| ≤ δ. (4)

δ 称为 x∗ 的相对误差限。

定义 1.4 (有效数字). 设精确值 x 的近似值为

x∗ = ±10m × 0.a1a2 · · · ak · · · an, (5)

其中，ai (i = 1, 2, . . . , n) 是 0 到 9 中的某一整数，并且 a1 ̸= 0。若 x∗ 的绝对误差限满足

|x− x∗| ≤ 1

2
× 10m−k, (6)

则称 ak 为有效数字。显然，若 ak 为有效数字，那么 a1, . . . , ak−1 都是有效数字。如果 x∗

的每一位都是有效数字，那么 x∗ 称为具有 n 位有效数字的有效数。

注. 从定义可知，若 x∗ 是 x 经“四舍五入”得到的，那么它肯定是有效数。但 x 的近似数 x∗ 的

每一位数字不一定都是有效数字。

例如，

e = 2.7182818284 · · · .

对于 e，如果直接截取它的前 2 ∼ 5 位，四个数是

2.7, 2.71, 2.718, 2.7182,

其中 2.7 与 2.71 均有二位有效数字，2.718 与 2.7182 均有四位有效数字; 相对的，2.72 是三位有效

数字，2.7183 是五位有效数字.

我们通过一个简单的例子来回忆一下误差传播：

例 1.1. 计算积分

In =

∫ 1

0

xnex−1dx, n = 1, 2, . . . .

利用分部积分得 ∫ 1

0

xnex−1dx = xnex−1

∣∣∣∣1
0

− n

∫ 1

0

xn−1ex−1dx

= 1− nIn−1,

即得递推公式

In = 1− nIn−1, n = 2, 3, . . . . (7)

考虑误差传播情况。由式 (7) 可得

I2 = 1− 2I1.
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设近似值为 Ĩ2 = 1− 2Ĩ1，则

I2 − Ĩ2 = −2(I1 − Ĩ1).

记 I1 − Ĩ1 = ε 为 I1 值的误差。式 (1.31) 表明，Ĩ1 的误差传播到 Ĩ2 时，误差已增加了 2 倍。

一般地，有

In − Ĩn = (−1)n−1n!(I1 − Ĩ1) = (−1)n−1n!ε.

这表明若 Ĩ1 有 ε 的误差，那么 Ĩn 就有 (−1)n−1n! 倍 ε 的误差，由此可见当 n 充分大时计

算严重不可靠。

另一方面，若使用逆递推形式（由 (7) 改写为）

In−1 =
1− In
n

, n = N,N − 1, . . . , 2

则误差传播情况完全不同。此时有

I1 − Ĩ1 = −1

2
(I2 − Ĩ2) =

1

3!
(I3 − Ĩ3) = · · · = (−1)n−1 1

n!
(In − Ĩn).

这说明误差在逆推过程中传播时不仅没有增大，反而被因子 1
n!

缩小，故 In 的逆推过程是稳

定的，计算的结果可靠。

注. 顺递推过程误差被放大，但是逆递推过程误差反而减小.

定义 1.5 (误差传播因子). 设数值计算过程中某一步的输出 y 可表示为输入 x1, x2, . . . , xn

的函数：

y = f(x1, x2, . . . , xn),

且 xi 具有误差 εi = x̃i − xi（x̃i 为近似值）。若误差 εi 足够小，则 y 的误差 εy = ỹ − y 可

近似由一阶泰勒展开表示为：

εy ≈
n∑

i=1

∂f

∂xi
εi.

称系数
∂f

∂xi
为误差 εi 传播到 y 的误差传播因子（或误差放大因子）。

特别地，若 y = g(x) 为单变量函数，则误差传播因子为 g′(x)，且

εy ≈ g′(x)εx.

当 |g′(x)| > 1 时，误差被放大；当 |g′(x)| < 1 时，误差被抑制；当 |g′(x)| = 1 时，误差等

幅传播。

这个书上没有，但不知道为什么 24-25 年考了.

注. 实际上就是求一阶导的得到的系数，例如求 x1/3 的误差传播因子：

现考虑函数

y = f(x) = x1/3.

其导数为

f ′(x) =
d

dx

(
x1/3

)
=

1

3
x−2/3.
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因此，误差传播因子为
1

3
x−2/3.

进而，x 的误差 εx 传播到 y 的近似误差为：

εy ≈ 1

3
x−2/3 · εx.

若用相对误差表示，记 x 的相对误差为 δx = εx
x
，y 的相对误差为 δy = εy

y
。由 y = x1/3 得

δy ≈ 1

3
δx.

即相对误差传播因子为 1
3
。

2 插值逼近

这一章设计的主要插值问题：Lagrange 型多项式插值、Hermite 型多项式插值、样条插值、最

佳一致、最佳平方逼近、最小二乘逼近.

定理 2.1. 设 n 为一非负整数，f(x) 在点 x0 的某一邻域 Iδ = (x0 − δ, x0 + δ) 有 n+ 1 阶连

续导数，则对 ∀x ∈ Iδ，有

f(x) = pn(x) +Rn(x), (8)

其中，n 次 Taylor 逼近多项式 pn(x) 和误差余项 Rn(x) 分别为

pn(x) = f(x0) +
f ′(x0)

1!
(x− x0) + · · ·+ f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n, (9)

Rn(x) =
1

n!

∫ x

x0

(x− t)nf (n+1)(t)dt =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(x− x0)

n+1, (10)

其中，ξ 为 x0 与 x 之间的某个点。

2.1 Lagrange 型多项式插值

设函数 y = f(x) 在区间 [a, b] 上有定义，且已知它在 n+1 个互异点 a ≤ x0 < x1 < · · · < xn ≤ b

上的函数值 y0, y1, . . . , yn，即

yi = f(xi), i = 0, 1, . . . , n.

寻求一个次数不超过 n 的多项式 Pn(x)，使得

Pn(xi) = yi, i = 0, 1, . . . , n, (11)

则称 Pn(x) 为 f(x) 的 n 次插值多项式，点 x0, x1, . . . , xn 称为插值节点。条件 (11) 称为插值条件。

定义 2.1 (Lagrange 基函数). 定义 n+ 1 个 n 次多项式

li(x) =
n∏

j=0
j ̸=i

x− xj
xi − xj

, i = 0, 1, . . . , n,
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称 li(x) 为关于节点 x0, x1, . . . , xn 的 Lagrange 插值基函数。它们满足性质

li(xj) = δij =

1, i = j,

0, i ̸= j.

定理 2.2 (Lagrange 插值多项式). 满足插值条件 (11) 的 n 次插值多项式存在且唯一，并可

表示为

Ln(x) =
n∑

i=0

yili(x) =
n∑

i=0

yi

n∏
j=0
j ̸=i

x− xj
xi − xj

. (12)

Ln(x) 称为 Lagrange 插值多项式。

定义 2.2 (插值余项). 若 f(x) 在 [a, b] 上 n+ 1 阶连续可导，则对任意 x ∈ [a, b]，Lagrange
插值余项为

Rn(x) = f(x)− Ln(x) =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!

n∏
i=0

(x− xi), (13)

其中 ξ ∈ (a, b) 且与 x 有关。

2.1.1 差商

定义 2.3 (差商). 设函数 f(x) 在互异点 x0, x1, . . . , xn 上有定义，则

1. 零阶差商定义为函数值本身：

f [xi] = f(xi), i = 0, 1, . . . , n.

2. 一阶差商定义为：

f [xi, xi+1] =
f [xi+1]− f [xi]

xi+1 − xi
.

3. 一般地，k 阶差商可由 k − 1 阶差商递归定义为：

f [xi, xi+1, . . . , xi+k] =
f [xi+1, . . . , xi+k]− f [xi, . . . , xi+k−1]

xi+k − xi
.

性质 2.1 (差商的性质).

1. 对称性： 差商的值与节点的排列顺序无关，即

f [xi0 , xi1 , . . . , xik ] = f [x0, x1, . . . , xk],

其中 (i0, i1, . . . , ik) 是 (0, 1, . . . , k) 的任一排列。

2. 差商与导数的关系： 若 f(x) 在区间 [a, b] 上 k 阶连续可导，且 x0, x1, . . . , xk ∈ [a, b]

互异，则存在 ξ ∈ (minxi,maxxi)，使得

f [x0, x1, . . . , xk] =
f (k)(ξ)

k!
.
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3. 线性性： 对于任意常数 α, β，

(αf + βg)[x0, x1, . . . , xk] = αf [x0, x1, . . . , xk] + βg[x0, x1, . . . , xk].

2.1.2 Neville 插值公式

定义 2.4 (Neville 插值公式). 设 Pi,i+1,...,i+k(x) 表示以 xi, xi+1, . . . , xi+k 为插值节点的 k 次

插值多项式，则 Neville 公式给出了这些插值多项式之间的递推关系：

Pi(x) = f(xi),

Pi,i+1,...,i+k(x) =
(x− xi)Pi+1,...,i+k(x)− (x− xi+k)Pi,...,i+k−1(x)

xi+k − xi
, k ≥ 1.

特别地，当 k = n 时，P0,1,...,n(x) 即为以所有 n + 1 个节点 x0, x1, . . . , xn 为插值节点的 n

次插值多项式。

注. 即两个低次的插值多项式可以通过“线性插值”得到高一次的插值多项式。

定理 2.3 (Neville 公式的等价形式). Neville 公式也可表示为如下显式形式：

Pi,...,i+k(x) =
(x− xi)f [xi+1, . . . , xi+k]− (x− xi+k)f [xi, . . . , xi+k−1]

xi+k − xi
,

并且最终插值多项式可写为

P0,...,n(x) =
n∑

i=0

f [x0, . . . , xi]
i−1∏
j=0

(x− xj),

这正是 Newton 插值多项式的形式。

2.1.3 Newton 插值

定义 2.5 (Newton 插值多项式). 设 f(x) 在 n + 1 个互异节点 x0, x1, . . . , xn 上的函数值已

知。形如

Nn(x) = a0 + a1(x− x0) + a2(x− x0)(x− x1) + · · ·+ an(x− x0)(x− x1) · · · (x− xn−1)

的多项式称为 Newton 插值多项式，其中 a0, a1, . . . , an 为待定系数，由插值条件

Nn(xi) = f(xi), i = 0, 1, . . . , n

唯一确定。

定理 2.4 (Newton 插值公式). Newton 插值多项式可显式表示为

Nn(x) = f [x0]+f [x0, x1](x−x0)+f [x0, x1, x2](x−x0)(x−x1)+· · ·+f [x0, x1, . . . , xn]
n−1∏
j=0

(x−xj),

(14)
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其中 f [x0, x1, . . . , xk] 表示 f(x) 关于节点 x0, x1, . . . , xk 的 k 阶差商。

定义 2.6 (Newton 插值基函数). 称

π0(x) = 1,

πk(x) =
k−1∏
j=0

(x− xj), k = 1, 2, . . . , n

为 Newton 插值基函数。Newton 插值多项式可写为

Nn(x) =
n∑

k=0

akπk(x),

其中 ak = f [x0, x1, . . . , xk]。

2.1.4 差分

定义 2.7 (向前差分). 一阶向前差分定义为

∆fk = fk+1 − fk,

其中 fk = f(xk)。m 阶向前差分递归定义为

∆mfk = ∆m−1fk+1 −∆m−1fk.

定义 2.8 (向后差分). 一阶向后差分定义为

∇fk = fk − fk−1.

m 阶向后差分递归定义为

∇mfk = ∇m−1fk −∇m−1fk−1.

定义 2.9 (中心差分). 一阶中心差分定义为

δfk+ 1
2
= fk+1 − fk 或 δfk = fk+ 1

2
− fk− 1

2
.

m 阶中心差分递归定义为

δmfk = δm−1fk+ 1
2
− δm−1fk− 1

2
.

7



性质 2.2 (差分与差商的关系). 对于等距节点 xk = x0 + kh，差商与差分有如下关系：

f [xk] = fk,

f [xk, xk+1] =
∆fk
h
,

f [xk, xk+1, xk+2] =
∆2fk
2!h2

,

...

f [xk, xk+1, . . . , xk+m] =
∆mfk
m!hm

.

类似地，向后差商与向后差分的关系为

f [xk, xk−1, . . . , xk−m] =
∇mfk
m!hm

.

定理 2.5 (Newton 向前插值公式). 令 x = x0 + th，t ∈ R。则 Newton 向前插值公式为

Nn(x) = f0 +
t

1!
∆f0 +

t(t− 1)

2!
∆2f0 + · · ·+ t(t− 1) · · · (t− n+ 1)

n!
∆nf0. (15)

该公式适用于在 x0 附近插值，且 t 较小的情况。

定理 2.6 (Newton 向后插值公式). 令 x = xn + th，则 Newton 向后插值公式为

Nn(x) = fn +
t

1!
∇fn +

t(t+ 1)

2!
∇2fn + · · ·+ t(t+ 1) · · · (t+ n− 1)

n!
∇nfn. (16)

该公式适用于在 xn 附近插值，且 t 为负的小量。

最后，我们有下面两个性质：

定理 2.7 (差分性质). 设 p(x) 是一个 n 次多项式（n ≥ 0），节点为等距节点 xk = x0 + kh

（h ̸= 0）。则：

1. p(x) 的 n 阶向前（或向后）差分 ∆npk 为常数；

2. p(x) 的 n+ 1 阶及更高阶差分恒为零，即

∆n+1pk = 0, ∇n+1pk = 0, δn+1pk = 0

对所有 k 成立。

定理 2.8 (差商性质). 设 p(x) 是一个 n 次多项式，x0, x1, . . . , xm 为任意互异节点。则：

1. p(x) 的 n 阶差商 p[x0, x1, . . . , xn] 为常数（等于 n 次项系数 an 乘以 n! 的适当组合）；

2. p(x) 的 n+ 1 阶及更高阶差商恒为零，即

p[x0, x1, . . . , xn+1] = 0, p[x0, x1, . . . , xn+2] = 0, . . .
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2.2 Hermite 插值

定义 2.10 (Hermite 插值问题). 已知函数 f(x) 在 n+1 个互异节点 x0, x1, . . . , xn 上的函数

值 f(xi) 及导数值 f ′(xi)（i = 0, 1, . . . , n），寻求一个次数不超过 2n+1 的多项式 H2n+1(x)，

使得

H2n+1(xi) = f(xi), (17)

H ′
2n+1(xi) = f ′(xi), i = 0, 1, . . . , n. (18)

称 H2n+1(x) 为 f(x) 的 Hermite 插值多项式，条件 (17) 与 (18) 称为 Hermite 插值条件。

2.3 Hermite 插值公式的构造

设 li(x) 为关于节点 x0, x1, . . . , xn 的 Lagrange 基函数，即

li(x) =

n∏
j=0
j ̸=i

x− xj
xi − xj

, i = 0, 1, . . . , n.

定义辅助函数

αi(x) = [1− 2l′i(xi)(x− xi)]l
2
i (x), βi(x) = (x− xi)l

2
i (x).

定理 2.9 (Hermite 插值公式). 满足 Hermite 插值条件的 2n+ 1 次多项式可唯一表示为

H2n+1(x) =
n∑

i=0

f(xi)αi(x) +
n∑

i=0

f ′(xi)βi(x). (19)

例 2.1 (两点三次 Hermite 插值). 设节点为 x0 和 x1，已知 f(x0), f(x1), f
′(x0), f

′(x1)。相

应的 Lagrange 基函数为

l0(x) =
x− x1
x0 − x1

, l1(x) =
x− x0
x1 − x0

.

计算导数：

l′0(x) =
1

x0 − x1
, l′1(x) =

1

x1 − x0
.

于是

α0(x) =

[
1− 2

x0 − x1
(x− x0)

](
x− x1
x0 − x1

)2

, β0(x) = (x− x0)

(
x− x1
x0 − x1

)2

,

α1(x) =

[
1− 2

x1 − x0
(x− x1)

](
x− x0
x1 − x0

)2

, β1(x) = (x− x1)

(
x− x0
x1 − x0

)2

.

因此，三次 Hermite 插值多项式为

H3(x) = f(x0)α0(x) + f(x1)α1(x) + f ′(x0)β0(x) + f ′(x1)β1(x). (20)
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2.4 误差分析

定理 2.10 (Lagrange 插值余项). 若 f ∈ Cn[a, b], f (n+1)(x) 在 (a, b) 上存在，则对任意

x ∈ [a, b]，关于节点 x0, x1, . . . , xn 的 Lagrange 插值多项式 Ln(x) 的误差为

Rn(x) = f(x)− Ln(x) =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!

n∏
i=0

(x− xi), (21)

其中 ξ ∈ (a, b)，且依赖于 x。

证明. 当 x = xi (i = 0, 1, . . . , n) 时，(21) 两边均为零，结论成立。现设 x ̸= xi 对所有 i 成立。

对固定的 x ∈ [a, b]，定义辅助函数

F (t) = f(t)− Ln(t)−K
n∏

i=0

(t− xi),

其中 K 为待定常数。选择 K 使得 F (x) = 0，即

K =
f(x)− Ln(x)

n∏
i=0

(x− xi)

.

于是 F (t) 在点 x, x0, x1, . . . , xn 这 n+ 2 个点上取零值。由 Rolle 定理，F ′(t) 在 (a, b) 内至少

存在 n+ 1 个零点。反复应用 Rolle 定理，最终存在 ξ ∈ (a, b) 使得 F (n+1)(ξ) = 0。

计算 F (n+1)(t)：

F (n+1)(t) = f (n+1)(t)− L(n+1)
n (t)−K · (n+ 1)!.

由于 Ln(t) 是 n 次多项式，L
(n+1)
n (t) ≡ 0。代入 t = ξ 得

0 = f (n+1)(ξ)−K · (n+ 1)!.

解出 K 并代回 K 的表达式，即得

f(x)− Ln(x) =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!

n∏
i=0

(x− xi).

定理 2.11 (两点三次 Hermite 插值余项). 若 f ∈ C3[a, b], f (4)(x) 在 (a, b) 上存在，则对任

意 x ∈ [a, b]，两点 Hermite 插值多项式 H3(x) 的误差为

R3(x) = f(x)−H3(x) =
f (4)(ξ)

4!
(x− x0)

2(x− x1)
2, (22)

其中 ξ ∈ (a, b)，且依赖于 x。

证明. 当 x = x0 或 x = x1 时，(22) 两边均为零，结论成立。现设 x ̸= x0, x1。

对固定的 x ∈ [a, b]，定义辅助函数

F (t) = f(t)−H3(t)−K(t− x0)
2(t− x1)

2,

其中 K 为待定常数。选择 K 使得 F (x) = 0，即

K =
f(x)−H3(x)

(x− x0)2(x− x1)2
.
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由于 H3(t) 满足 Hermite 插值条件

H3(xi) = f(xi), H ′
3(xi) = f ′(xi), i = 0, 1,

易知 F (t) 在 x0 和 x1 处均有二重零点（因 H3 与 f 的函数值、一阶导数值均相同，且 (t− xi)
2 也

给出二重零点）。此外 F (x) = 0。故 F (t) 在 [a, b] 上至少有 4 个零点（计重数）。

反复应用 Rolle 定理，可知存在 ξ ∈ (a, b) 使得 F (4)(ξ) = 0。

计算 F (4)(t)：

F (4)(t) = f (4)(t)−H
(4)
3 (t)−K · 4!.

由于 H3(t) 是三次多项式，H
(4)
3 (t) ≡ 0。代入 t = ξ 得

0 = f (4)(ξ)−K · 4!.

解出 K 并代回 K 的表达式，即得

f(x)−H3(x) =
f (4)(ξ)

4!
(x− x0)

2(x− x1)
2.

2.5 分段低次多项式插值

设区间 [a, b] 有剖分 ∆ : a = x0 < x1 < · · · < xn = b，记单元 ei = [xi−1, xi]。定义关于剖分 ∆

的分段多项式插值函数空间为

Sp(k; l;∆) = {s ∈ C l[a, b] : s|ei ∈ Pk, i = 1, 2, . . . , n},

它表示在每个剖分单元上为 k 次多项式，且在整个区间 [a, b] 上 l 阶连续可微的函数全体。称

Sp(k; l;∆) 为关于剖分 ∆、重数为 k − l 的 k 次多项式样条空间。

更一般地，引入重指标向量 M = (m1, . . . ,mn−1)，定义多项式样条空间

Sp(k;M ;∆) = {s : s|ei ∈ Pk, s ∈ Ck−mi(xi), i = 1, . . . , n− 1}.

该空间中的函数在内剖分节点 xi 处要求满足 k −mi 阶连续可微。特别地，当 m1 = · · · = mn−1 =

k − l 时，Sp(k;M ;∆) = Sp(k; l;∆)。当 l = k − 1 时，简记 Sp(k; l;∆) 为 Sp(k;∆)，称为（完全）

样条函数空间。

定理 2.12 (样条空间维数). 样条空间 Sp(k;M ;∆) 的维数可由以下分析得到：

1. 若不考虑段间连接条件，分段 k 次多项式函数的维数为 (k + 1)n。

2. 在每个内节点 xi 处要求 s ∈ Ck−mi，这给出 k − mi + 1 个约束条件，总约束数为
n−1∑
i=1

(k −mi + 1)。

因此维数公式为

dimSp(k;M ;∆) = (k + 1)n−
n−1∑
i=1

(k −mi + 1). (23)
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2.5.1 分段一次多项式插值

取插值函数空间为 Sp(1;∆) := Sp(1; 0;∆)，即分段线性连续函数空间。由 (23) 知该空间维数

为 2n− (n− 1) = n+ 1。

分段一次插值问题：求 s ∈ Sp(1;∆)，满足

s(xi) = fi, i = 0, 1, . . . , n.

解存在唯一，且可局部表示为

s(x) =
x− xi
xi−1 − xi

fi−1 +
x− xi−1

xi − xi−1

fi, x ∈ ei, i = 1, . . . , n.

误差估计：若 f ∈ C2[a, b]，则当 x ∈ ei 时，

f(x)− s(x) =
f ′′(ξi)

2!
(x− xi−1)(x− xi), ξi ∈ (xi−1, xi).

于是

|f(x)− s(x)| ≤ 1

8
h2 max

a≤x≤b
|f ′′(x)|, h = max

i
hi

2.5.2 分段三次 Hermite 多项式插值

取插值函数空间为 Sp(3; 1;∆)，由 (23) 知其维数为 4n− 2(n− 1) = 2n+ 2。

分段三次 Hermite 插值问题：求 H ∈ Sp(3; 1;∆)，满足

H(xi) = fi, H ′(xi) = f ′
i , i = 0, 1, . . . , n.

解存在唯一，且可局部确定。在每个单元 ei 上，利用两点 Hermite 插值公式：

H(x) = fi−1hi−1,0(x) + fihi,0(x) + f ′
i−1hi−1,1(x) + f ′

ihi,1(x), x ∈ ei,

其中

hi−1,0(x) = ϕ0

(
x− xi−1

hi

)
, hi,0(x) = ϕ0

(
xi − x

hi

)
,

hi−1,1(x) = hi ϕ1

(
x− xi−1

hi

)
, hi,1(x) = −hi ϕ1

(
xi − x

hi

)
,

而 ϕ0(t) = (1 + 2t)(1− t)2, ϕ1(t) = t(1− t)2, t ∈ [0, 1]。

误差估计：若 f ∈ C4[a, b]，则当 x ∈ ei 时，

f(x)−H(x) =
f (4)(ξi)

4!
(x− xi−1)

2(x− xi)
2, ξi ∈ (xi−1, xi).

因此

|f(x)−H(x)| ≤ h4

384
max
a≤x≤b

|f (4)(x)|, h = max
i
hi

2.5.3 三次样条插值

取插值函数空间为 Sp(3;∆)，即分段三次多项式且在整个区间 [a, b] 上二阶连续可微的函数全

体：

Sp(3;∆) = {s ∈ C2[a, b] : s|ei ∈ P3, i = 1, 2, . . . , n}.
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由样条空间维数公式可得

dimSp(3;∆) = 4n− 3(n− 1) = n+ 3.

定义三次插值样条函数 s ∈ Sp(3;∆)，首先要求在内节点满足插值条件：

s(xi) = fi, i = 1, 2, . . . , n− 1. (24)

这些条件共有 n− 1 个。为唯一确定 s(x)，还需补充 4 个条件，通常给出以下三种边界条件提法：

1. I 型边界条件（给定端点函数值与一阶导数值）：

s(x0) = f0, s(xn) = fn; s′(x0) = f ′
0, s′(xn) = f ′

n.

2. II 型边界条件（给定端点函数值与二阶导数值）：

s(x0) = f0, s(xn) = fn; s′′(x0) = f ′′
0 , s′′(xn) = f ′′

n .

3. III 型边界条件（周期边界条件）：

s(x0) = s(xn) = f0; s′(x0) = s′(xn); s′′(x0) = s′′(xn).

在内节点插值条件 (24) 与任一上述边界条件共同构成 n + 3 个条件，从而可唯一确定三次样

条插值函数 s(x)。

2.6 数值积分、数值微分

定义 2.11 (代数精度). 设数值积分公式∫ b

a

f(x) dx ≈
n∑

k=0

Akf(xk)

如果对所有次数 ≤ m 的多项式精确成立，但对 m+ 1 次多项式不精确，则称该公式具有 m

次代数精度。

例如，梯形公式 ∫ b

a

f(x) dx ≈ b− a

2
[f(a) + f(b)]

具有 1 次代数精度；Simpson 公式∫ b

a

f(x) dx ≈ b− a

6

[
f(a) + 4f

(
a+ b

2

)
+ f(b)

]
具有 3 次代数精度。

为使公式(2.11)具有 m 次代数精度，只需令它对 f(x) = 1, x, . . . , xm 均精确成立，即要求系数

Ak 与节点 xk 满足： 

n∑
k=0

Ak = b− a,

n∑
k=0

Akxk =
1

2
(b2 − a2),

...
n∑

k=0

Akx
m
k =

1

m+ 1
(bm+1 − am+1).

(25)
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2.6.1 复化求积公式

定理 2.13 (复化梯形公式). 将区间 [a, b] n 等分，步长 h = b−a
n

，节点 xk = a+ kh。在每个

子区间上使用梯形公式，则∫ b

a

f(x) dx =
n−1∑
k=0

∫ xk+1

xk

f(x) dx ≈
n−1∑
k=0

h

2
[f(xk) + f(xk+1)],

即得 ∫ b

a

f(x) dx ≈ h

2

[
f(a) + 2

n−1∑
k=1

f(xk) + f(b)

]
:= Tn. (26)

定理 2.14 (复化 Simpson 公式). 在每个子区间 [xk, xk+1] 上使用 Simpson 公式，记中点

xk+1/2 = xk + h/2，则∫ b

a

f(x) dx ≈ h

6

[
f(a) + 4

n−1∑
k=0

f(xk+1/2) + 2
n−1∑
k=1

f(xk) + f(b)

]
:= Sn. (27)

定理 2.15 (复化梯形公式误差). 若 f ∈ C2[a, b]，则复化梯形公式(26)的误差满足∣∣∣∣∣
∫ b

a

f(x) dx− Tn

∣∣∣∣∣ ≤ b− a

12
· h2 max

a≤x≤b
|f ′′(x)|. (28)

定理 2.16 (复化 Simpson 公式误差). 若 f ∈ C4[a, b]，则复化 Simpson 公式(27)的误差满足∣∣∣∣∣
∫ b

a

f(x) dx− Sn

∣∣∣∣∣ ≤ b− a

2880
· h4 max

a≤x≤b
|f (4)(x)|. (29)

复化 Simpson 公式常写为等价形式：∫ b

a

f(x) dx ≈ h

6

{
f(a)− f(b) +

n∑
k=1

[
4f(xk−1/2) + 2f(xk)

]}
.

3 最佳逼近

3.1 最佳逼近

定理 3.1 (Weierstrass 定理). 设函数 f(x) 在区间 [a, b] 上连续，则对任意 ε > 0，总存在代

数多项式 p(x)，使得

max
a≤x≤b

|f(x)− p(x)| < ε. (3.1)

该定理保证了连续函数可以用多项式任意精度一致逼近。由此启发我们寻求在给定次数 n 下，

使逼近误差最小的多项式，即最佳一致逼近多项式。
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定义 3.1 (最佳一致逼近). 设 f(x) 是 [a, b] 上的连续函数，记 Pn 为次数不超过 n 的多项式

全体。定义

En(f) = inf
pn∈Pn

max
a≤x≤b

|f(x)− pn(x)| (3.2)

为 f(x) 在 Pn 中的最佳一致逼近（或称 Chebyshev 逼近）。若存在 p∗n ∈ Pn 使得

En(f) = max
a≤x≤b

|f(x)− p∗n(x)|,

则称 p∗n 为 f(x) 的 n 次最佳一致逼近多项式。

定义 3.2 (交错点组). 设 f ∈ C[a, b]，点集 {xi}ki=0 满足 a ≤ x0 < x1 < · · · < xk ≤ b。若存

在 σ = 1 或 −1，使得

f(xi) = (−1)iσ∥f∥, i = 0, 1, . . . , k,

其中 ∥f∥ = maxa≤x≤b |f(x)|，则称 {xi}ki=0 为 f(x) 在 [a, b] 上的交错点组，xi 称为交错点

（简称 (e) 点）。

定理 3.2 (Vallee-Poussin 定理). 设 f ∈ C[a, b]，若存在多项式 p ∈ Pn，使得 f(x)− p(x) 在

[a, b] 上至少有 n+ 2 个点 x0, x1, . . . , xn+1 处取值正负相间，则

En(f) ≥ λ = min
0≤i≤n+1

|f(xi)− p(xi)|.

定理 3.3 (Chebyshev 定理). 设 f ∈ C[a, b] 且 f /∈ Pn，则 p ∈ Pn 是 f 的 n 次最佳一致逼

近多项式的充要条件是：f − p 在 [a, b] 上存在一个至少包含 n+ 2 个点的交错点组。

3.2 Chebyshev 多项式与最小零偏差问题

考虑在区间 [−1, 1] 上，子空间 Pn−1 对函数 xn 的最佳一致逼近问题：求 p∗n−1 ∈ Pn−1，使得

En−1(x
n) = min

pn−1∈Pn−1

∥xn − pn−1∥ = ∥xn − p∗n−1∥,

其中范数 ∥f∥ = max−1≤x≤1 |f(x)|。
记 P 1

n 为首项系数为 1 的 n 次代数多项式全体。上述问题等价于：求 p∗n ∈ P 1
n，使得

∥p∗n − 0∥ = min
pn∈P 1

n

∥pn − 0∥.

此即与零偏差最小问题。

定义 3.3 (Chebyshev 多项式). 作变换 x = cos θ，它为 [0, π] → [−1, 1] 的一一映射。定义 n

次 Chebyshev 多项式为

Tn(x) = cosnθ = cos(n arccosx), n = 0, 1, . . . . (3.9)

性质 3.1 (Chebyshev 多项式的递推关系). 利用三角恒等式

cosnθ + cos(n− 2)θ = 2 cos θ cos(n− 1)θ,
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可得递推公式： Tn(x) = 2xTn−1(x)− Tn−2(x), n = 2, 3, . . . ,

T0(x) = 1, T1(x) = x.

由此可知，Tn(x) 是首项系数为 2n−1 的 n次代数多项式，且 T2k(x) 只含 x的偶次幂，T2k−1(x)

只含 x 的奇次幂。

定理 3.4. 在首项系数为 1 的所有 n 次多项式中，多项式

p∗n(x) = 21−nTn(x)

对零的偏差最小，即

min
pn∈P 1

n

∥pn∥ = ∥p∗n∥ = 21−n. (30)

推论 3.5. 设 pn(x) 是首项系数为 1 的 n 次多项式，则

∥pn∥ = max
|x|≤1

|pn(x)| ≥ 21−n.

性质 3.2.

1. 正交性：序列 {Tk(x)}nk=0 在 [−1, 1] 上关于权函数 1√
1−x2 正交，即

∫ 1

−1

Tm(x)Tn(x)√
1− x2

dx =


0, m ̸= n,

π/2, m = n ̸= 0,

π, m = n = 0.

2. 零点：Tn(x) 在 [−1, 1] 上恰有 n 个不同的实根

xk = cos
(
(2k − 1)π

2n

)
, k = 1, 2, . . . , n.

3. 极值点：Tn(x) 在 [−1, 1] 上取得 n+ 1 个极值点 xj = cos
(
jπ
n

)
，且 |Tn(xj)| = 1。

例 3.1. 由第 2 章可知，函数 f(x) 在区间 [−1, 1] 上关于互异节点 x0, x1, . . . , xn 的 n 次插

值多项式 pn(x) 有余项估计

|f(x)− pn(x)| ≤
∥f (n+1)∥
(n+ 1)!

max
|x|≤1

|(x− x0)(x− x1) · · · (x− xn)|,

其中 ∥f (n+1)∥ = max|x|≤1 |f (n+1)(x)|。
所谓代数插值多项式余项的极小化问题是指：如何选取插值节点 x0, x1, . . . , xn，使得

max
|x|≤1

|(x− x0)(x− x1) · · · (x− xn)|

达到最小。换句话说，是在首项系数为 1 的 n+1 次多项式中，寻找与零偏差最小的多项式。
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由 Chebyshev 最佳逼近定理(30)可知，当插值节点取为 n+ 1 次 Chebyshev 多项式 Tn+1(x)

的零点时，上述最大值达到最小。Tn+1(x) 的零点为

xk = cos (2k − 1)π

2(n+ 1)
, k = 1, 2, . . . , n+ 1. (3.10)

此时有

max
|x|≤1

∣∣∣∣∣
n∏

k=0

(x− xk)

∣∣∣∣∣ = min
qn+1∈P 1

n+1

max
|x|≤1

|qn+1(x)| = 2−n.

3.3 最佳平方逼近与正交多项式

3.3.1 连续情形的最佳平方逼近

考虑带权内积空间 L2
ρ[a, b]，内积与范数定义为

(f, g) =

∫ b

a

ρ(x)f(x)g(x) dx, ∥f∥ =
√
(f, f), ∀f, g ∈ L2

ρ[a, b].

当 ρ(x) ≡ 1 时简记为 L2[a, b]。

对任意 f ∈ L2
ρ[a, b]，在 n+ 1 维多项式子空间 Pn 中存在唯一的最佳平方逼近多项式

p∗n(x) =
n∑

j=0

a∗jx
j ,

其系数 {a∗i }ni=0 满足法方程组

n∑
j=0

(xi, xj)a∗j = (f, xi), i = 0, 1, . . . , n, (31)

其中

(xi, xj) =

∫ b

a

ρ(x)xi+j dx, (f, xi) =

∫ b

a

ρ(x)f(x)xi dx.

例 3.2 (一次最佳平方逼近). 设 f(x) =
√
x ∈ L2[1/4, 1]，求其一次最佳平方逼近多项式

p∗1(x) = a∗0 + a∗1x。

计算内积：

(1, 1) =
3

4
, (1, x) = (x, 1) =

15

32
,

(x, x) =
21

64
, (f, 1) =

7

12
, (f, x) =

31

80
.

代入法方程组(31)得 
3
4
a∗0 +

15
32
a∗1 = 7

12
,

15
32
a∗0 +

21
64
a∗1 = 31

80
.

解得 a∗0 = 10
27
, a∗1 = 88

135
，故

p∗1(x) =
10

27
+

88

135
x.

17



3.3.2 常用带权正交多项式

1. Legendre 多项式

取 ρ(x) ≡ 1，区间 [−1, 1] 上的正规正交多项式称为 Legendre 多项式，表达式为

lk(x) =
1

2kk!

√
2k + 1

2
· d

k

dxk
[(x2 − 1)k], k = 0, 1, . . . , n.

递推公式：

lk+1(x) =

√
(2k + 1)(2k + 3)

k + 1
xlk(x)−

k

k + 1

√
2k + 3

2k − 1
lk−1(x), k ≥ 1.

lk(x) 的奇偶性：k 偶为偶函数，k 奇为奇函数。

2. Chebyshev 多项式（第一类）

由 Tj(x) = cos(j arccosx) 定义，在 [−1, 1] 上带权 ρ(x) = (1− x2)−1/2 正交。

3. 第二类 Chebyshev 多项式

Un(x) =
sin((1 + n) arccosx)√

1− x2
, n = 0, 1, . . .

在 [−1, 1] 上带权 (1− x2)1/2 正交。

4. Laguerre 多项式

Ln(x) = ex
dn

dxn
(xne−x), n = 0, 1, . . .

在 [0,+∞) 上带权 e−x 正交。

5. Hermite 多项式

Hn(x) = (−1)nex
2 dn

dxn
(e−x2

), n = 0, 1, . . .

在 (−∞,+∞) 上带权 e−x2

正交。

3.3.3 Chebyshev 最佳平方逼近

利用带权 ρ(x) = (1− x2)−1/2 的 Chebyshev 正交多项式，f ∈ L2
ρ[−1, 1] 的 n 次最佳平方逼近

为

Sn(x) = a0
T0(x)

2
+

n∑
j=1

ajTj(x), (32)

其中

aj =
(f, Tj)

(Tj , Tj)
=

2

π

∫ 1

−1

f(x)Tj(x)√
1− x2

dx, j = 0, 1, . . . , n.

Sn(x) 称为 f(x) 的 Chebyshev 级数部分和。若 f ∈ C1[−1, 1]，则 Sn(x) 一致收敛于 f(x)，且系数

ak 随 k 增大迅速衰减。
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例 3.3 (ex 的三次 Chebyshev 最佳平方逼近). 求 S3(x)。由 (32)，

S3(x) =
a0
2

+ a1T1(x) + a2T2(x) + a3T3(x),

其中

aj =
2

π

∫ π

0

ecos θ cos(jθ) dθ.

数值计算得

a0 ≈ 2.5321318, a1 ≈ 1.1303182, a2 ≈ 0.2714953, a3 ≈ 0.0443369.

将 Tj(x) 用幂函数表示后整理得

S3(x) ≈ 0.994571 + 0.997308x+ 0.542991x2 + 0.177347x3.

3.4 Gauss 型数值积分

考虑带权积分

I =

∫ b

a

ρ(x)f(x) dx,

其中权函数 ρ(x) ≥ 0。特别地，ρ(x) ≡ 1 时为普通积分。讨论如下形式的数值积分公式∫ b

a

ρ(x)f(x) dx ≈
n∑

k=1

Akf(xk), (33)

其中 xi ̸= xj（i ̸= j）。可以证明，公式 (33) 至少具有 n− 1 次代数精度的充要条件是它为插值型，

即

Ak =

∫ b

a

ρ(x)lk(x) dx, lk(x) =
n∏

j=1
j ̸=k

x− xj
xk − xj

. (34)

3.5 Gauss 型求积公式的定义

定义 3.4 (Gauss 型求积公式). 若形如 (33) 的求积公式具有 2n − 1 次代数精度，则称它为

n 点 Gauss 型求积公式，节点 {xk} 称为 Gauss 点。

为求 {xk} 与 {Ak}，令 (33) 对 f(x) = xi (i = 0, 1, . . . , 2n− 1) 精确成立，得方程组

n∑
k=1

Akx
i
k =

∫ b

a

ρ(x)xi dx, i = 0, 1, . . . , 2n− 1. (35)

例 3.4 (一点 Gauss 公式). 当 n = 1 时，(35) 化为

A1 =

∫ b

a

ρ(x) dx, A1x1 =

∫ b

a

xρ(x) dx.

解得

A1 =

∫ b

a

ρ(x) dx, x1 =

∫ b

a
xρ(x) dx∫ b

a
ρ(x) dx

.
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特别地，当 ρ(x) ≡ 1 时，有 ∫ b

a

f(x) dx ≈ (b− a)f

(
a+ b

2

)
,

即中矩形公式，它具有 1 次代数精度。

定理 3.6 (Gauss 点的充要条件). 互异节点 xk (k = 1, . . . , n) 是 n 点 Gauss 求积公式的

Gauss 点的充要条件是多项式

ωn(x) =
n∏

k=1

(x− xk)

与任何次数 ≤ n− 1 的多项式关于权 ρ(x) 正交，即∫ b

a

ρ(x)ωn(x)x
j dx = 0, j = 0, 1, . . . , n− 1. (36)

证明. 必要性：因为 Gauss 公式具有 2n − 1 次代数精度，故对 f(x) = ωn(x)x
j (j = 0, . . . , n − 1)

精确成立： ∫ b

a

ρ(x)ωn(x)x
j dx =

n∑
k=1

Akωn(xk)x
j
k.

由 ωn(xk) = 0 即得 (36)。
充分性：以 xk 为节点构造插值型公式 (33)。对任意次数 ≤ 2n−1 的多项式 f(x)，用 ωn(x) 除 f(x)

得

f(x) = ωn(x)p(x) + q(x), deg p ≤ n− 1, deg q ≤ n− 1.

于是 f(xk) = q(xk)。计算积分：∫ b

a

ρ(x)f(x) dx =

∫ b

a

ρ(x)ωn(x)p(x) dx+

∫ b

a

ρ(x)q(x) dx.

由正交性 (36)，第一项为零；第二项因插值型公式至少具有 n− 1 次精度，故∫ b

a

ρ(x)q(x) dx =

n∑
k=1

Akq(xk) =

n∑
k=1

Akf(xk).

因此公式对 f(x) 精确成立，即具有 2n− 1 次代数精度，从而 xk 为 Gauss 点。

3.5.1 正交多项式与 Gauss 点的关系

关于权函数 ρ(x) 的正交多项式系 {φm(x)} 满足：

1. degφm = m，且在 (a, b) 内有 m 个互异零点；

2.
∫ b

a
ρ(x)φm(x)q(x) dx = 0 对任意 deg q ≤ m− 1 成立；

3. 若 {gm(x)} 也是正交多项式系，则 gm(x) = cmφm(x)（cm 为常数）。

设 x1, . . . , xn 是 φn(x) 的零点，ωn(x) =
∏n

k=1(x−xk)，则 φn(x) = anωn(x)（an 为首项系数）。

于是对任意 deg q ≤ n− 1，∫ b

a

ρ(x)ωn(x)q(x) dx = a−1
n

∫ b

a

ρ(x)φn(x)q(x) dx = 0.
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由定理 (36) 知 x1, . . . , xn 为 n 点 Gauss 公式的 Gauss 点。

反之，若 x1, . . . , xn 是 Gauss 点，则 (36) 成立，从而对正交基 {φk}nk=0 有

(ωn, φk) =

∫ b

a

ρ(x)ωn(x)φk(x) dx = 0, 0 ≤ k ≤ n− 1.

将 ωn(x) 按正交基展开：

ωn(x) =
n∑

j=0

αjφj(x),

则

(ωn, φk) =
n∑

j=0

αj(φj , φk) = αk(φk, φk).

于是 αk = 0 (0 ≤ k ≤ n− 1)，故 ωn(x) = αnφn(x)，即 x1, . . . , xn 是 φn(x) 的零点。

由此得到：

定理 3.7 (Gauss 公式的存在性与构造). 对任意正整数 n，n 点 Gauss 求积公式存在，其

Gauss 点就是区间 [a, b] 上关于权函数 ρ(x) 的正交多项式 φn(x) 的零点。

注. 关于 Gauss 型求积公式的余项和稳定性，这个我感觉不会考，就没写进来了。

3.5.2 特殊 Gauss 型求积公式

对一般区间 [a, b] 的积分，可通过线性变换 x = a+b
2

+ b−a
2
t 化为 [−1, 1] 上的积分：∫ b

a

f(x) dx =
b− a

2

∫ 1

−1

f

(
a+ b

2
+
b− a

2
t

)
dt.

因此下面只讨论 [−1, 1] 上的 Gauss 求积公式。

Gauss-Legendre 求积公式

Legendre 多项式

Ln(x) =
1

2n · n!
dn

dxn
[
(x2 − 1)n

]
, n ≥ 1, L0(x) = 1

是 [−1, 1] 上关于权函数 ρ(x) ≡ 1 的正交多项式。n 点 Gauss-Legendre 求积公式为∫ 1

−1

f(x) dx ≈
n∑

k=1

Akf(xk), (37)

其中 x1, . . . , xn 是 Ln(x) 的 n 个互异零点，

Ak =

∫ 1

−1

lk(x) dx, lk(x) =
n∏

i=1
i ̸=k

x− xi
xk − xi

, k = 1, . . . , n.

误差公式为

En[f ] =
22n+1(n!)4

(2n+ 1)[(2n)!]3
f (2n)(ξ), −1 < ξ < 1.

下面我们来具体算一下具体的值：
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例 3.5 (n = 3 的 Gauss-Legendre 公式计算). 构造三点 Gauss-Legendre 求积公式：∫ 1

−1

f(x) dx ≈ A1f(x1) +A2f(x2) +A3f(x3),

其中节点 xk 为三次 Legendre 多项式 L3(x) 的零点，权重 Ak 由相应公式给出。

1. 计算节点 xk。三次 Legendre 多项式为

L3(x) =
1

2
(5x3 − 3x).

令 L3(x) = 0，得
1

2
(5x3 − 3x) = 0 ⇒ x(5x2 − 3) = 0.

解得三个实根：

x1 = −
√

3

5
, x2 = 0, x3 =

√
3

5
.

数值为

x1 ≈ −0.7745966692, x2 = 0, x3 ≈ 0.7745966692.

2. 计算权重 Ak。利用公式

Ak =
2

(1− x2k)[L
′
3(xk)]

2
.

先计算导数：

L′
3(x) =

1

2
(15x2 − 3) =

3

2
(5x2 − 1).

• 对于 x1 = −
√
3/5：

L′
3(x1) =

3

2

(
5 · 3

5
− 1

)
=

3

2
(3− 1) = 3.

A1 =
2[

1−
(
−
√
3/5
)2]

· 32
=

2(
1− 3

5

)
· 9

=
2

2
5
· 9

=
2

18/5
=

5

9
≈ 0.5555555556.

• 对于 x2 = 0：

L′
3(x2) =

3

2
(0− 1) = −3

2
.

A2 =
2

(1− 0) ·
(
− 3

2

)2 =
2

1 · 9
4

=
8

9
≈ 0.8888888889.

• 对于 x3 =
√
3/5：由对称性 A3 = A1 = 5/9 ≈ 0.5555555556。

验证：通过积分 Lagrange 基函数 l2(x) 计算 A2：

l2(x) =
(x− x1)(x− x3)

(x2 − x1)(x2 − x3)
=

(x+
√
3/5)(x−

√
3/5)

(0 +
√
3/5)(0−

√
3/5)

=
x2 − 3/5

−3/5
= −5

3

(
x2 − 3

5

)
.

A2 =

∫ 1

−1

l2(x) dx = −5

3

∫ 1

−1

(
x2 − 3

5

)
dx = −5

3

[
x3

3
− 3

5
x

]1
−1

=
8

9
,

与前述结果一致。
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3. 最终公式。三点 Gauss-Legendre 求积公式为∫ 1

−1

f(x) dx ≈ 5

9
f

(
−
√

3

5

)
+

8

9
f(0) +

5

9
f

(√
3

5

)
,

或写为数值形式：∫ 1

−1

f(x) dx ≈ 0.5555555556 f(−0.7745966692)+0.8888888889 f(0)+0.5555555556 f(0.7745966692).

4. 验证代数精度。取 f(x) = x5（5 次多项式，2n− 1 = 5）：精确积分：∫ 1

−1

x5 dx = 0.

近似积分：

5

9

(
−
√

3

5

)5

+
8

9
· 05 + 5

9

(√
3

5

)5

=
5

9

[
−
(
3

5

)5/2

+

(
3

5

)5/2
]
= 0.

因此公式对 x5 精确成立，验证了其具有 2n− 1 = 5 次代数精度。

这个在 24-25 考过判断，具体是让你判断一个公式是不是 Gauss 积分公式，主要那个公式是在

[−1, 1] 上且权函数为 ρ(x) ≡ 1，刚好就是 Gauss-Legendre 积分公式，此时我们只要验证一下系数

是相同即可.

Gauss-Chebyshev 求积公式

Chebyshev 多项式定义为

Tn(x) = cos(n arccosx), −1 ≤ x ≤ 1,

它是 [−1, 1] 上关于权函数 ρ(x) = (1− x2)−1/2 的正交多项式。其 n 个互异零点为

xk = cos
(
2k − 1

2n
π

)
, k = 1, 2, . . . , n.

n 点 Gauss-Chebyshev 求积公式为∫ 1

−1

1√
1− x2

f(x) dx ≈ π

n

n∑
k=1

f(xk), (38)

其中 xk 同上。

误差公式为

En[f ] =
π

22n−1(2n)!
f (2n)(ξ), −1 < ξ < 1.

下面我们来看一个例子：

例 3.6 (带权
√
x 的 Gauss 公式). 构造形如∫ 1

0

√
x f(x) dx ≈ A0f(x0) +A1f(x1) (39)
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的两点 Gauss 公式。令 (39) 对 f(x) = 1, x, x2, x3 精确成立，得方程组

A0 +A1 =

∫ 1

0

√
x dx =

2

3
,

A0x0 +A1x1 =

∫ 1

0

x3/2 dx =
2

5
,

A0x
2
0 +A1x

2
1 =

∫ 1

0

x5/2 dx =
2

7
,

A0x
3
0 +A1x

3
1 =

∫ 1

0

x7/2 dx =
2

9
.

(40)

利用 (40) 中前两式可得
2

3
x0 + (x1 − x0)A1 =

2

5
.

类似地，分别用第一式与第三式、第一式与第四式组合得

2

5
x0 + (x1 − x0)x1A1 =

2

7
,

2

7
x0 + (x1 − x0)x

2
1A1 =

2

9
.

消去 (x1 − x0)A1 得

2

5
(x0 + x1)−

2

3
x0x1 =

2

7
,

2

7
(x0 + x1)−

2

5
x0x1 =

2

9
.

解得

x0x1 =
5

21
, x0 + x1 =

10

9
.

进而解出

x0 ≈ 0.821162, x1 ≈ 0.289949, A0 ≈ 0.389111, A1 ≈ 0.277556.

于是所求 Gauss 公式为∫ 1

0

√
x f(x) dx ≈ 0.389111 f(0.821162) + 0.277556 f(0.289949).

3.6 离散情形的最佳平方逼近与最小二乘法

3.6.1 离散最佳平方逼近问题

给定向量 X = (x1, x2, . . . , xn)
T , Y = (y1, y2, . . . , yn)

T ∈ Rn 及权系数 wi > 0, i = 1, . . . , n，定

义内积与范数：

(X,Y ) =
n∑

i=1

wixiyi, ∥X∥ =
√
(X,X). (41)

设 Xi = (x1i, x2i, . . . , xni)
T , i = 1, . . . , l (l ≤ n) 为 Rn 中一组线性无关向量，记子空间

Hl = span{X1, X2, . . . , Xl}.

对任意 Y ∈ Rn，考虑最佳逼近问题：求 X∗ =
∑l

k=1 c
∗
kXk ∈ Hl，使得

∥Y −X∗∥ = inf
X∈Hl

∥Y −X∥. (42)

称 X∗ 为 Y 在离散意义下的最佳平方逼近向量。
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由正交投影原理，系数 {c∗i }li=1 由法方程组唯一确定：

l∑
j=1

(Xi, Xj)c
∗
j = (Y,Xi), i = 1, . . . , l. (43)

记 di = (Y,Xi)，则 (43) 可写为矩阵形式

Ac∗ = d, (44)

其中

c∗ = (c∗1, . . . , c
∗
l )

T , d = (d1, . . . , dl)
T , A = (aij)l×l, aij = (Xi, Xj).

由 X1, . . . , Xl 线性无关可知 A 对称正定，从而 (44) 存在唯一解。

3.6.2 多变量最小二乘拟合算法步骤

1. 建立数学模型。确定拟合函数空间

Φl = span{ϕ1, ϕ2, . . . , ϕl}, l ≤ n,

其中 ϕi(x1, x2, . . . , xm) (i = 1, . . . , l) 为线性无关多元函数组。

2. 定义优化问题。给定测量数据 (x
(i)
1 , x

(i)
2 , . . . , x

(i)
m , yi), i = 1, . . . , n，求系数 α∗ = (α∗

1, α
∗
2, . . . , α

∗
l )

T

使得
n∑

i=1

wi

[
yi − ϕ∗(x

(i)
1 , . . . , x(i)m )

]2
= min

α∈Rl

n∑
i=1

wi

[
yi − ϕ(x

(i)
1 , . . . , x(i)m )

]2
, (45)

其中

ϕ∗(x1, . . . , xm) =
l∑

k=1

α∗
kϕk(x1, . . . , xm), ϕ(x1, . . . , xm) =

l∑
k=1

αkϕk(x1, . . . , xm).

3. 构造法方程组。定义离散内积：

(ϕj , ϕk) =
n∑

i=1

wiϕj(x
(i)
1 , . . . , x(i)m )ϕk(x

(i)
1 , . . . , x(i)m ),

(y, ϕj) =
n∑

i=1

wiyiϕj(x
(i)
1 , . . . , x(i)m ).

则法方程组为
l∑

k=1

(ϕj , ϕk)α
∗
k = (y, ϕj), j = 1, . . . , l.

4. 解法方程组。求解上述线性方程组得系数 α∗，即得最小二乘拟合函数 ϕ∗。

该算法将多变量最小二乘问题转化为离散最佳平方逼近问题，其中内积由 (41) 定义在数据点

上的加权和实现。

4 线性代数方程组求解

4.1 预备知识

4.1.1 矩阵范数
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定义 4.1 (从属范数). 设 ∥ · ∥ 是 Rn 上的向量范数，对任一 A ∈ Rn×n，定义

∥A∥ = max
x ̸=0

∥Ax∥
∥x∥

= max
∥x∥=1

∥Ax∥.

称 ∥A∥ 为由向量范数 ∥ · ∥ 导出的矩阵从属范数。

定理 4.1 (从属范数的性质). 矩阵从属范数满足：

1. ∥A∥ ≥ 0，且 ∥A∥ = 0 当且仅当 A = 0；

2. ∥αA∥ = |α| · ∥A∥，∀α ∈ R；

3. ∥A+B∥ ≤ ∥A∥+ ∥B∥，∀A,B ∈ Rn×n；

4. ∥AB∥ ≤ ∥A∥ · ∥B∥（次可乘性）。

1. 列和范数（1-范数）：

∥A∥1 = max
1≤j≤n

n∑
i=1

|aij |.

2. 行和范数（∞-范数）：

∥A∥∞ = max
1≤i≤n

n∑
j=1

|aij |.

3. 谱范数（2-范数）：
∥A∥2 =

√
λmax(ATA)

其中 λmax(A
TA) 表示 ATA 的最大特征值。

例 4.1 (矩阵范数计算). 设 A =

[
1 −2

−3 4

]
，则

∥A∥1 = max{1 + 3, 2 + 4} = 6, ∥A∥∞ = max{1 + 2, 3 + 4} = 7.

计算 ATA =

[
10 −14

−14 20

]
，其特征方程为

λ2 − 30λ+ 4 = 0, λ = 15±
√
221.

于是

∥A∥2 =
√
15 +

√
221 ≈ 5.46.

4.1.2 谱半径

定义 4.2 (谱半径). 设 A ∈ Rn×n，称

ρ(A) = max{|λ| : λ ∈ σ(A)}

为 A 的谱半径，其中 σ(A) 表示 A 的特征值全体。
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显然有 ∥A∥2 =
√
ρ(ATA)。若 A 对称，则 ∥A∥2 = ρ(A)。

定理 4.2 (谱半径与范数的关系). 设 A ∈ Rn×n，则

1. 对任意从属范数 ∥ · ∥，有 ρ(A) ≤ ∥A∥；

2. 对任意 ε > 0，存在从属范数 ∥ · ∥ε，使得

∥A∥ε ≤ ρ(A) + ε.

4.1.3 矩阵收敛

定义 4.3 (矩阵序列收敛). 矩阵序列 A(k) = (a
(k)
ij ) ∈ Rn×n 收敛于 A = (aij)，若

lim
k→∞

a
(k)
ij = aij , i, j = 1, . . . , n.

矩阵序列 A(k) → A 的充要条件是 ∥A(k) −A∥ → 0（对任意从属范数）。

定理 4.3 (矩阵幂收敛的谱条件). Ak → 0（当 k → ∞）的充要条件是 ρ(A) < 1。

定理 4.4 (Neumann 引理). 矩阵幂级数
∑∞

k=0A
k 收敛的充要条件是 ρ(A) < 1，且此时

∞∑
k=0

Ak = (I −A)−1.

定理 4.5 (Banach 引理). 若 A ∈ Rn×n 非奇异，E ∈ Rn×n 满足 ∥A−1∥ · ∥E∥ < 1，则 A+E

非奇异，且

∥(A+ E)−1∥ ≤ ∥A−1∥
1− ∥A−1∥ · ∥E∥

.

4.1.4 条件数

定义 4.4 (条件数). 对非奇异矩阵 A ∈ Rn×n，定义其条件数为

cond(A) = ∥A−1∥ · ∥A∥.

当采用 p-范数时，记为 condp(A)。

显然 cond(A) ≥ ∥A−1A∥ = ∥I∥ = 1。若 A 对称正定，其特征值为 0 < λmin ≤ λmax，则

∥A∥2 = λmax, ∥A−1∥2 =
1

λmin
,

于是

cond2(A) =
λmax

λmin
.

对一般非奇异矩阵，常定义其谱条件数为

condsp(A) =
max{|λi(A)| : i = 1, . . . , n}
min{|λi(A)| : i = 1, . . . , n}

. (46)
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4.1.5 对角占优矩阵

定义 4.5 (对角占优). 矩阵 A = (aij) ∈ Rn×n 称为按行对角占优，若

n∑
j=1
j ̸=i

|aij | ≤ |aii|, i = 1, . . . , n,

且至少对一个 i 严格成立。若对所有 i 严格成立，则称 A 按行严格对角占优。类似可定义按

列对角占优。

定理 4.6 (严格对角占优矩阵非奇异). 若 A 严格对角占优，则 A 非奇异。

证明. 仅证按行严格对角占优情形。假设 Ax = 0 有非零解 x = (x1, . . . , xn)
T，设 |xi| = maxj |xj | >

0。由第 i 行方程
n∑

j=1

aijxj = 0,

得

|aii||xi| ≤
∑
j ̸=i

|aij ||xj | ≤ |xi|
∑
j ̸=i

|aij |,

从而 |aii| ≤
∑

j ̸=i |aij |，与严格对角占优矛盾。

4.1.6 可约与不可约矩阵

定义 4.6 (可约矩阵). 设 A 为 n 阶方阵 (n ≥ 2)，若存在置换矩阵 P 使得

PAP T =

[
A11 A12

O A22

]
,

其中 A11 为 r 阶方阵 (1 ≤ r < n)，则称 A 为可约矩阵；否则称为不可约矩阵。

定理 4.7 (对角占优且不可约则非奇异). 若 A 为对角占优且不可约，则 A 非奇异。

证明思路. 设 Aα = 0，分情况讨论 |αi| 的相对大小，利用对角占优和不可约条件导出矛盾。

4.1.7 其他重要矩阵类

定义 4.7 (性质 A). 若存在置换矩阵 P 使得

PAP T =

[
D1 H

R D2

]
,

其中 D1, D2 为对角矩阵，则称 A 具有性质 A。

定义 4.8 (稀疏矩阵). 若矩阵 A ∈ Rn×n 的非零元个数为 O(n)，则称 A 为稀疏矩阵。

定义 4.9 (非负矩阵). 若 A 的所有元素非负，则称 A 为非负矩阵，记作 A ≥ 0。
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定义 4.10 (M 矩阵). 矩阵 A = (aij) ∈ Rn×n 称为 M 矩阵，如果满足：

1. aii > 0, i = 1, . . . , n；

2. aij ≤ 0, i ̸= j；

3. A 非奇异；

4. A−1 ≥ 0。

4.2 Gauss 消去与矩阵分解

定义 4.11 (列主元). 在 Gauss 消去法的第 k 步 (1 ≤ k ≤ n− 1)，从第 k 列的第 k 行至第

n 行中选取绝对值最大的元素作为主元，并通过行交换将其换到 (k, k) 位置。

定义 4.12 (全主元). 在第 k 步，从右下 (n− k + 1)× (n− k + 1) 子矩阵中选取绝对值最大

的元素作为主元，并通过行交换和列交换将其换到 (k, k) 位置。

4.2.1 LU 分解

Gauss 消去法等价于将系数矩阵 A 分解为一个单位下三角矩阵 L 与一个上三角矩阵 U 的乘

积：

A = LU =


1 0 · · · 0

l21 1 · · · 0
... . . . . . . ...
ln1 · · · ln,n−1 1

 ·


u11 u12 · · · u1n

0 u22 · · · u2n
... . . . . . . ...
0 · · · 0 unn

 .
称此分解为矩阵 A 的 LU 分解。

利用 LU 分解求解 Ax = b 的步骤为：

1. 分解 A = LU；

2. 解下三角方程组 Lz = b（前代）；

3. 解上三角方程组 Ux = z（回代）。

定理 4.8 (LU 分解的充要条件). 当且仅当 A 的所有顺序主子阵 Ak (k = 1, . . . , n) 均非奇异

时，A 存在唯一的 LU 分解（L 为单位下三角阵，U 为上三角阵）。

定理 4.9 (列主元下的 PLU 分解). 设 A 非奇异，则存在置换矩阵 P、单位下三角阵 L（元

素满足 |lij | ≤ 1）和上三角阵 U，使得

PA = LU.

该分解可由列主元 Gauss 消去法得到。

29



Doolittle 分解与 Crout 分解

这个重点记！年年考！

定义 4.13 (Doolittle 分解). 若 A 的 LU 分解中 L 为单位下三角阵，U 为一般上三角阵，即

A =


1 0

l21 1
... . . . . . .
ln1 · · · ln,n−1 1




u11 u12 · · · u1n

u22 · · · u2n
. . . ...

unn

 ,

则称该分解为 Doolittle 分解。

定义 4.14 (Crout 分解). 若分解中 L 为一般下三角阵，U 为单位上三角阵，即

A =


l11 0

l21 l22
...

... . . .
ln1 ln2 · · · lnn




1 u12 · · · u1n

1 · · · u2n
. . . ...

1

 ,

则称该分解为 Crout 分解。

两种分解均可通过比较等式两边对应元素，用待定系数法递推计算。

LDU 分解

更精细地，可将 A 分解为单位下三角阵 L、对角阵 D 和单位上三角阵 U 的乘积：

A = LDU, D = diag(d1, d2, . . . , dn). (47)

这是 LU 分解的进一步变形，当 A 对称时可简化为 A = LDLT。

例 4.2 (LU 分解与 LDU 分解). 设

A =


1 2 1

2 2 3

−1 −3 0

 .
其 LU 分解为

A =


1 0 0

2 1 0

−1 1
2

1

 ·


1 2 1

0 −2 1

0 0 1
2

 .
进一步可得 LDU 分解：

A =


1 0 0

2 1 0

−1 1
2

1

 ·


1 0 0

0 −2 0

0 0 1
2

 ·


1 2 1

0 1 − 1
2

0 0 1

 .
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对于 Doolittle 分解，元素可按如下递推计算：

u1j = a1j , j = 1, . . . , n,

li1 =
ai1
u11

, i = 2, . . . , n,

对 k = 2, . . . , n：

ukj = akj −
k−1∑
r=1

lkrurj , j = k, . . . , n,

lik =
1

ukk

(
aik −

k−1∑
r=1

lirurk

)
, i = k + 1, . . . , n.

下面针对两种特殊情形，做进一步的讨论。

定理 4.10 (对称正定矩阵的 Cholesky 分解). 当 A 为对称正定矩阵时，A 存在三角分解

A = L · LT, (48)

其中 L 为下三角矩阵。

证明. 由于 A 对称正定，其顺序主子式均大于零，因此存在唯一的 LDU 分解 A = LDU，其中 L

是单位下三角矩阵，D 是对角矩阵，U 是单位上三角矩阵。由 AT = A 可得

UTDLT = LDU.

由三角分解的唯一性，必有 U = LT，于是

A = LDLT. (49)

设 D = diag(d1, d2, . . . , dn)。由于 A 正定，对任意非零向量 x 有 xTAx > 0。取 x = L−1ei（其中

ei 是第 i 个单位向量），由式(49)得 di > 0，i = 1, 2, . . . , n。

定义 D1/2 = diag(
√
d1,

√
d2, . . . ,

√
dn)，并令 L̃ = LD1/2，则 L̃ 仍为下三角矩阵，且

A = LD1/2D1/2LT = (LD1/2)(LD1/2)T = L̃L̃T.

式(48)称为 Cholesky 分解。

下面利用待定系数法给出 A = LLT 分解的具体算法。设
a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

... . . . ...
an1 an2 · · · ann

 =


l11 0 · · · 0

l21 l22 · · · 0
...

... . . . ...
ln1 ln2 · · · lnn

 ·


l11 l21 · · · ln1

0 l22 · · · ln2
...

... . . . ...
0 0 · · · lnn

 .

比较等式两边对应元素，依次可得：

l211 = a11,

l21l11 = a21, l221 + l222 = a22,

...
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一般地，对 i = 1, 2, . . . , n，有

lij =
(
aij −

j−1∑
k=1

likljk

)/
ljj , j = 1, 2, . . . , i− 1,

lii =
(
aii −

i−1∑
k=1

l2ik

)1/2
.

(50)

由 A 的正定性可以证明式(50)中平方根内的表达式为正，从而 lii > 0。

对称正定矩阵 A 的 Cholesky 分解在计算 lii 时需要开平方运算。若采用 A = LDLT 分解（其

中 L 为单位下三角矩阵，D 为对角矩阵），则可避免开方。下面举例说明。

例 4.3. 考虑矩阵

A =


3 3 5

3 5 9

5 9 17

 .
将其分解为 A = LDLT，其中

L =


1 0 0

l21 1 0

l31 l32 1

 , D =


d1 0 0

0 d2 0

0 0 d3

 .
通过矩阵乘法比较元素可得：

d1 = 3,

l21d1 = 3 ⇒ l21 = 1,

l31d1 = 5 ⇒ l31 =
5

3
,

d2 + l221d1 = 5 ⇒ d2 = 2,

l32d2 + l31l21d1 = 9 ⇒ l32 = 2,

d3 + l231d1 + l232d2 = 17 ⇒ d3 =
2

3
.

定理 4.11 (解三对角方程组的追赶法). 设线性方程组 Ax = b 的系数矩阵 A 为三对角矩阵

A =



e1 f1 0 · · · 0

d2 e2 f2 · · · 0

0
. . . . . . . . . ...

... . . . dn−1 en−1 fn−1

0 · · · 0 dn en


, (51)

且满足 |e1| > |f1| > 0，|en| > |dn| > 0，以及 |ei| ≥ |di|+ |fi|（i = 2, . . . , n− 1）的强对角占
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优条件，则 A 可作如下 LU 分解：

A = LU =


1 0 · · · 0

l2 1
. . . ...

0
. . . . . . 0

... . . . ln 1

 ·


r1 f1 0 · · · 0

0 r2 f2
. . . ...

... . . . . . . . . . 0

0 · · · 0 rn

 . (52)

证明. 将 A 与 LU 的乘积对应元素进行比较，可得递推关系：

r1 = e1,

liri−1 = di ⇒ li =
di
ri−1

, i = 2, 3, . . . , n,

ri + lifi−1 = ei ⇒ ri = ei − lifi−1, i = 2, 3, . . . , n.

在所述对角占优条件下，可证所有 ri ̸= 0，分解可行且数值稳定。

基于分解(52)，求解 Ax = b 的追赶法步骤如下：

步骤 1（分解，即“追”过程）：

r1 = e1,

对i = 2, 3, . . . , n 计算 li =
di
ri−1

, ri = ei − lifi−1.

步骤 2（解 Ly = b，即“赶”过程）：

y1 = b1,

对i = 2, 3, . . . , n 计算 yi = bi − liyi−1.

步骤 3（解 Ux = y，即“回代”过程）：

xn =
yn
rn
,

对i = n− 1, n− 2, . . . , 1 计算 xi =
yi − fixi+1

ri
.

4.3 扰动分析、Gauss 消去法的舍入误差

注. 感觉没法考啊。。。考这个的话真的老冯飞升了吧。。。

4.4 迭代方法

考虑线性方程组

Ax = b, (53)

其中 A ∈ Rn×n 非奇异，b ∈ Rn。将 A 分解为

A = D − L− U, (54)

其中 D = diag(a11, a22, . . . , ann) 为 A 的对角部分，−L 和 −U 分别为 A 的严格下三角部分和严格

上三角部分（即 L 和 U 的主对角元素均为 0）。

4.4.1 Jacobi 迭代法
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定义 4.15 (Jacobi 迭代法). 设 A 的对角元素 aii ̸= 0 (i = 1, 2, . . . , n)，由式(54)，将方程组

Ax = b 改写为

Dx = (L+ U)x+ b.

由此构造迭代格式

x(k+1) = D−1(L+ U)x(k) +D−1b, k = 0, 1, 2, . . . (55)

式(55)称为 Jacobi 迭代法（又称简单迭代法）。记 BJ = D−1(L + U) 为 Jacobi 迭代矩阵，

fJ = D−1b，则迭代格式可简写为

x(k+1) = BJx
(k) + fJ .

分量形式推导. 将方程组 Ax = b 的第 i 个方程

n∑
j=1

aijxj = bi

分离出 xi 项，得到

aiixi = bi −
n∑

j=1
j ̸=i

aijxj .

由于 aii ̸= 0，解出 xi 并建立迭代格式：

x
(k+1)
i =

1

aii

bi − n∑
j=1
j ̸=i

aijx
(k)
j

 , i = 1, 2, . . . , n. (56)

式(56)即 Jacobi 迭代法的分量计算公式。可见 Jacobi 迭代法每次更新 x
(k+1)
i 时，全部使用上一轮

迭代值 x(k) 的分量，因此更新可以同时进行（并行计算）。

4.4.2 Gauss-Seidel 迭代法

定义 4.16 (Gauss-Seidel 迭代法). 在 Jacobi 迭代法分量形式(56)中，当计算 x
(k+1)
i 时，实

际上 x
(k+1)
1 , x

(k+1)
2 , . . . , x

(k+1)
i−1 已经得到。Gauss-Seidel (G-S) 迭代法利用这些最新值代替旧

值，得到迭代格式

x
(k+1)
i =

1

aii

(
bi −

i−1∑
j=1

aijx
(k+1)
j −

n∑
j=i+1

aijx
(k)
j

)
, i = 1, 2, . . . , n. (57)

矩阵形式推导. 由 A = D − L− U，将 Ax = b 写为

(D − L)x = Ux+ b.

由于 D − L 为下三角矩阵且对角元 aii ̸= 0，故可逆。由此构造迭代格式

x(k+1) = (D − L)−1Ux(k) + (D − L)−1b. (58)

式(58)即 Gauss-Seidel 迭代法的矩阵形式。记 BGS = (D − L)−1U 为 G-S 迭代矩阵，fGS = (D −
L)−1b。
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注. 与 Jacobi 迭代法相比，G-S 迭代法在计算 x
(k+1)
i 时立即使用已更新的分量，通常收敛更快，

且节省存储空间（只需存储一个向量 x）。但更新顺序依赖，不利于并行计算。

4.4.3 逐次超松弛迭代法 (SOR)

定义 4.17 (逐次超松弛迭代法). 将 G-S 迭代格式(57)视为中间结果：

x̃
(k+1)
i =

1

aii

(
bi −

i−1∑
j=1

aijx
(k+1)
j −

n∑
j=i+1

aijx
(k)
j

)
.

引入松弛因子 ω > 0，将迭代值定义为当前值与中间值的加权平均：

x
(k+1)
i = (1− ω)x

(k)
i + ωx̃

(k+1)
i , i = 1, 2, . . . , n. (59)

代入 x̃
(k+1)
i 得

x
(k+1)
i = (1− ω)x

(k)
i +

ω

aii

(
bi −

i−1∑
j=1

aijx
(k+1)
j −

n∑
j=i+1

aijx
(k)
j

)
. (60)

式(59)称为 逐次超松弛迭代法 (Successive Over-Relaxation Method, SOR)。当 ω = 1 时即

为 G-S 迭代法。

矩阵形式推导. 将 SOR 迭代的分量形式改写为

aiix
(k+1)
i + ω

i−1∑
j=1

aijx
(k+1)
j = (1− ω)aiix

(k)
i − ω

n∑
j=i+1

aijx
(k)
j + ωbi.

写成矩阵形式为

(D − ωL)x(k+1) = [(1− ω)D + ωU ]x(k) + ωb.

由于 D − ωL 可逆（因其为对角元非零的下三角矩阵），得到 SOR 迭代的矩阵形式：

x(k+1) = (D − ωL)−1[(1− ω)D + ωU ]x(k) + ω(D − ωL)−1b. (61)

记 BSOR(ω) = (D − ωL)−1[(1− ω)D + ωU ] 为 SOR 迭代矩阵。

定理 4.12 (SOR 方法收敛的必要条件). SOR 方法收敛的必要条件是松弛因子满足 0 < ω <

2。

证明概要. 设 BSOR(ω) 的特征值为 λ1, λ2, . . . , λn。由矩阵行列式关系可得

det(BSOR(ω)) =
n∏

i=1

λi = (1− ω)n.

若 SOR 方法收敛，则谱半径 ρ(BSOR(ω)) < 1，从而 |λi| < 1。于是

| det(BSOR(ω))| =
n∏

i=1

|λi| < 1.

结合 det(BSOR(ω)) = (1− ω)n，得 |1− ω| < 1，即 0 < ω < 2。

注. • 当 0 < ω < 1 时称为 欠松弛 (Under-Relaxation)，可用于改善某些发散迭代的收敛性。
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• 当 ω = 1 时即为 G-S 迭代。

• 当 1 < ω < 2 时称为 超松弛 (Over-Relaxation)，通常可加速 G-S 迭代的收敛速度。

• 最优松弛因子 ωopt 的选取依赖于系数矩阵 A 的性质。对于一类重要的矩阵（如对称正定矩阵

或具有性质 A 的矩阵），存在理论公式可估算 ωopt。

为了便于理论分析，下面给出 Jacobi 迭代法、Gauss-Seidel (G-S) 迭代法和逐次超松弛 (SOR)
迭代法的统一矩阵形式。一般的线性迭代法可以通过对原系数矩阵 A 进行矩阵分裂来构造。

定义 4.18 (矩阵分裂与迭代格式). 设 A ∈ Rn×n 非奇异。将 A 分解为

A =M −N, (62)

其中 M 为 n 阶非奇异矩阵，通常要求以 M 为系数矩阵的线性方程组易于求解（例如 M

为对角矩阵或三角矩阵）。

利用分裂式(62)，方程组 Ax = b 可等价地写为

Mx = Nx+ b ⇒ x =M−1Nx+M−1b.

由此建立迭代格式

x(k+1) =M−1Nx(k) +M−1b = Gx(k) +M−1b, k = 0, 1, 2, . . . , (63)

其中矩阵 G =M−1N 称为迭代法(63)的迭代矩阵。

将矩阵 A 按其对角部分、严格下三角部分和严格上三角部分分解为

A = D − L− U, (64)

其中 D = diag(a11, a22, . . . , ann)，−L 和 −U 分别为 A 的严格下三角部分和严格上三角部分（即

L 和 U 的对角元素均为 0）。下面给出三种经典迭代法对应的矩阵分裂与迭代矩阵。

1. Jacobi 迭代法：

M = D, N = L+ U, GJ = D−1(L+ U) = I −D−1A.

2. Gauss-Seidel (G-S) 迭代法：

M = D − L, N = U, GGS = (D − L)−1U.

3. 逐次超松弛 (SOR) 迭代法：考虑等价方程组 ωAx = ωb（ω ̸= 0），对系数矩阵 ωA 作如下分

裂：

M = D − ωL, N = (1− ω)D + ωU,

其迭代矩阵为

GSOR(ω) = (D − ωL)−1[(1− ω)D + ωU ]. (65)

当 ω = 1 时，GSOR(1) = (D − L)−1U = GGS，即退化为 G-S 迭代法。
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迭代格式(63)还可写成一种实用的校正型形式：

x(k+1) = x(k) +B−1(b−Ax(k)), (66)

其中 B 为 n 阶非奇异矩阵，同样要求方程组 By = r 易于求解。比较式(63)与式(66)，可知 B 与

迭代矩阵 G 的关系为

G = I −B−1A, 或等价地 B =M. (67)

在校正式(66)中，r(k) = b−Ax(k) 为第 k 步的残差向量，B−1r(k) 为校正量。

定理 4.13 (迭代法收敛的充要条件). 对于任意初始向量 x(0)，迭代格式(63)收敛的充分必要

条件是迭代矩阵 G 的谱半径满足

ρ(G) < 1. (68)

定理 4.14 (对角占优矩阵的收敛性). 若 A 为严格对角占优矩阵（即 |aii| >
∑

j ̸=i |aij | 对所

有 i 成立）或不可约对角占优矩阵，则求解 Ax = b 的 Jacobi 迭代法和 SOR 迭代法（其中

0 < ω ≤ 1）均收敛。

定理 4.15 (对称正定矩阵的收敛性). 设 A 为实对称正定矩阵，则

1. 若 2D −A 正定，则 Jacobi 迭代法收敛；

2. 当 0 < ω < 2 时，SOR 迭代法收敛。

例 4.4. 考虑线性方程组 Ax = b 的系数矩阵

A =


1 −2 2

−1 1 −1

−2 −2 1

 .
分析 Jacobi 迭代法和 G-S 迭代法的收敛性。

Jacobi 迭代矩阵为

GJ = D−1(L+ U) =


0 2 −2

1 0 1

2 2 0

 .
其特征多项式为 det(λI −GJ) = λ3，故特征值全为 0，谱半径 ρ(GJ) = 0 < 1，因此 Jacobi
迭代法收敛。

G-S 迭代矩阵为

GGS = (D − L)−1U =


0 2 −2

0 2 −1

0 8 −6

 .
计算其特征多项式：

det(λI −GGS) = λ

∣∣∣∣∣λ− 2 1

−8 λ+ 6

∣∣∣∣∣
= λ[(λ− 2)(λ+ 6) + 8] = λ(λ2 + 4λ− 4).
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解得特征值 λ1 = 0，λ2,3 = −2 ± 2
√
2。谱半径 ρ(GGS) = | − 2 + 2

√
2| = 2

√
2 − 2 ≈ 0.828？

注意 −2− 2
√
2 ≈ −4.828，其绝对值约为 4.828，实际上 ρ(GGS) = 2+ 2

√
2 ≈ 4.828 > 1。因

此 G-S 迭代法发散。

注. 本例表明，即使对同一个方程组，不同迭代法的收敛性可能截然不同。Jacobi 迭代收敛并不

意味着 G-S 迭代一定收敛，反之亦然。在实际计算中，应结合矩阵特性选择合适的迭代法，并利用

谱半径或矩阵范数进行收敛性判断。

4.5 共轭梯度法

注. 这个考了我吃。

5 非线性方程的数值解法

注. 关于重根和二分法部分不做过多赘述。。。

5.1 不动点迭代法

求非线性方程

f(x) = 0 (69)

的根，常将其转化为等价形式

x = φ(x), (70)

其中 φ(x) 称为迭代函数。

定义 5.1 (不动点). 若 x∗ 满足 φ(x∗) = x∗，则称 x∗ 为迭代函数 φ 的一个不动点。此时显

然有 f(x∗) = 0，反之亦然。因此求 f(x) = 0 的根等价于求 φ 的不动点。

给定一个初始近似值 x0，构造迭代序列

xk+1 = φ(xk), k = 0, 1, 2, . . . (71)

式(71)称为不动点迭代法（亦称简单迭代法或逐次逼近法）。若序列 {xk} 收敛到 x∗，则 x∗ 即为 φ

的不动点，从而也是方程 f(x) = 0 的根。

注. 不动点迭代法的关键在于选取合适的迭代函数 φ(x)。同一个方程 f(x) = 0 可以转化为

多种等价形式 x = φ(x)，不同的 φ 可能导致迭代序列收敛性、收敛速度的显著差异。例如，对

f(x) = x2 − 2 = 0，可以构造 φ1(x) = x− (x2 − 2)，或 φ2(x) =
1
2

(
x+ 2

x

)
（即 Newton 法对应的迭

代函数）。前者可能发散，后者则平方收敛。

定理 5.1 (不动点迭代法的收敛性). 设迭代函数 φ(x) 满足：

1. φ(x) ∈ C[a, b] ∩ C1(a, b)；

2. φ(x) 将区间 [a, b] 映射到自身，即 a ≤ φ(x) ≤ b 对所有 x ∈ [a, b] 成立；

3. 存在常数 0 < L < 1，使得 |φ′(x)| ≤ L 对所有 x ∈ (a, b) 成立。
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则有如下结论：

1. 对任意初始值 x0 ∈ [a, b]，由不动点迭代

xk+1 = φ(xk), k = 0, 1, 2, . . .

产生的序列 {xk} 必收敛到 φ 在 [a, b] 上的唯一不动点 x∗（即 x∗ = φ(x∗)）。

2. 序列 {xk} 有如下误差估计：

|xk − x∗| ≤ 1

1− L
|xk+1 − xk|, (72)

|xk − x∗| ≤ Lk

1− L
|x1 − x0|. (73)

5.1.1 收敛速度与收敛阶

为定量描述迭代序列 {xk} 收敛于极限 x∗ 的快慢，引入收敛阶的概念。

定义 5.2 (收敛阶). 设序列 {xk} 收敛到 x∗，记误差 ek = xk − x∗。若存在实数 p ≥ 1 及非

零常数 c > 0，使得

lim
k→∞

|ek+1|
|ek|p

= c, (74)

则称序列 {xk} 是 p 阶收敛的，c 称为渐近误差常数。特别地，

• 当 p = 1 且 0 < c < 1 时，称为线性收敛；

• 当 p > 1 时，称为超线性收敛；

• 当 p = 2 时，称为平方收敛或二次收敛。

若由迭代格式(71)产生的序列 {xk} 是 p 阶收敛的，则称该迭代法是 p 阶收敛的。

注. p 的大小直观反映了收敛速度：p 越大，收敛越快。线性收敛意味着误差按比例 c 逐次衰减，

而超线性收敛（尤其是平方收敛）的误差衰减速度更快，是高效迭代法追求的目标。

下面的定理给出了不动点迭代法收敛阶与迭代函数 φ 在不动点处导数值的直接关系。

定理 5.2 (收敛阶的充要条件). 设迭代函数 φ(x) 在不动点 x∗ 的某邻域内具有直到 p 阶的

连续导数（p ≥ 1）。则不动点迭代法(71)是 p 阶收敛的充分必要条件是

φ(x∗) = x∗, φ(l)(x∗) = 0, l = 1, 2, . . . , p− 1, φ(p)(x∗) ̸= 0. (75)

此时，渐近误差常数为

lim
k→∞

ek+1

epk
=

1

p!
φ(p)(x∗) ̸= 0. (76)
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证明. 由 Taylor 展开，将 φ(xk) 在 x∗ 处展开至 p 阶：

xk+1 = φ(xk)

= φ(x∗) + φ′(x∗)(xk − x∗) +
φ′′(x∗)

2!
(xk − x∗)2 + · · ·

+
φ(p−1)(x∗)

(p− 1)!
(xk − x∗)p−1 +

φ(p)(ξk)

p!
(xk − x∗)p,

其中 ξk 介于 xk 与 x∗ 之间。利用 φ(x∗) = x∗ 及条件(75)，得

ek+1 = xk+1 − x∗ =
φ(p)(ξk)

p!
epk.

由于 φ(p) 连续且 φ(p)(x∗) ̸= 0，当 k → ∞ 时 ξk → x∗，故

lim
k→∞

ek+1

epk
=

1

p!
φ(p)(x∗),

满足 p 阶收敛定义。反之，若迭代法 p 阶收敛，则必可推出条件(75)成立（否则展开式中会出现更

低阶的非零项，导致收敛阶低于 p）。

5.2 Newton 类迭代法

用迭代法求解方程 f(x) = 0，关键在于选取合适的迭代函数 φ(x)，使得迭代过程 xn+1 = φ(xn)

收敛到方程的根 α。Newton 法是一种经典而高效的构造方法。

设 f(x) 在根 α 附近二次连续可微，取初始近似值 x0 位于 α 的邻域内。将 f(x) 在 x0 处作

Taylor 展开：

f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) +
f ′′(ξ0)

2!
(x− x0)

2, (77)

其中 ξ0 介于 x 与 x0 之间。令 x = α，则

0 = f(α) = f(x0) + f ′(x0)(α− x0) +
f ′′(ξ0)

2!
(α− x0)

2.

忽略二阶小量 (α− x0)
2 项，并设 f ′(x0) ̸= 0，得到 α 的一个新的近似值：

x1 = x0 −
f(x0)

f ′(x0)
.

重复这一过程，得到一般的迭代格式：

xn+1 = xn − f(xn)

f ′(xn)
, n = 0, 1, 2, . . . (78)

式(78)称为 Newton 迭代法（又称 Newton-Raphson 方法）。

注. Newton 法具有清晰的几何解释：在曲线 y = f(x) 上点 (xn, f(xn)) 处作切线，该切线与 x

轴的交点的横坐标即为 xn+1。因此 Newton 法是用切线的零点来逼近曲线的零点，属于切线法。

Newton 法在适当条件下具有高阶收敛性。

定理 5.3 (Newton 法的局部收敛性). 设 f(x) 在根 α 的某邻域内具有 m (m ≥ 2) 阶连续导

数，且 α 是 f(x) = 0 的单根（即 f ′(α) ̸= 0）。则当初始值 x0 充分接近 α 时，Newton 迭代

法(78)收敛，且至少是二阶收敛的。
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证明概要. 将 Newton 法的迭代函数记为

φ(x) = x− f(x)

f ′(x)
.

计算其导数：

φ′(x) = 1− [f ′(x)]2 − f(x)f ′′(x)

[f ′(x)]2
=
f(x)f ′′(x)

[f ′(x)]2
.

由于 α 是单根，f(α) = 0 且 f ′(α) ̸= 0，故 φ′(α) = 0。由前节定理（收敛阶的充要条件）知，迭代

法至少是二阶收敛的。进一步，利用 Taylor 展开可证当 x0 充分接近 α 时，迭代序列收敛到 α。

定理 5.4 (Newton 法的全局收敛性). 设函数 f(x) 在有限区间 [a, b] 上二阶可导，且满足：

1. f(a)f(b) < 0（即 f(x) 在区间两端异号）；

2. f ′(x) ̸= 0 对任意 x ∈ [a, b] 成立，且 f ′′(x) 在 [a, b] 上不变号；

3. 区间端点满足 ∣∣∣∣ f(a)f ′(a)

∣∣∣∣ < b− a,

∣∣∣∣ f(b)f ′(b)

∣∣∣∣ < b− a.

则对任意初始值 x0 ∈ [a, b]，Newton 迭代法(78)均收敛于方程 f(x) = 0 在 [a, b] 内的唯一解

p，且收敛阶为 2。

注. 定理5.4的条件保证了函数 f(x) 在 [a, b] 上单调且凸性不变，从而 Newton 迭代产生的序列

不会跳出区间，且每一步迭代都更接近真根。条件 3 确保了初始切线交点仍落在区间内。

下面我们来看一个利用牛顿法开方的例子：

对于给定正数 C，考虑方程 f(x) = x2 −C = 0，其正根即为
√
C。应用 Newton 迭代公式(78)，

f ′(x) = 2x，得

xk+1 = xk −
x2k − C

2xk
=

1

2

(
xk +

C

xk

)
, k = 0, 1, 2, . . . (79)

式(79)是计算平方根的经典算法（亦称巴比伦算法）。

定理 5.5 (开方 Newton 法的全局收敛性). 对任意初始值 x0 > 0，迭代格式(79)产生的序列

{xk} 收敛到
√
C，且为平方收敛。

证明. 直接计算相邻迭代值与真值的关系：

xk+1 −
√
C =

1

2

(
xk +

C

xk

)
−
√
C =

1

2xk
(x2k − 2

√
Cxk + C) =

1

2xk
(xk −

√
C)2,

xk+1 +
√
C =

1

2

(
xk +

C

xk

)
+
√
C =

1

2xk
(x2k + 2

√
Cxk + C) =

1

2xk
(xk +

√
C)2.

两式相除得

xk+1 −
√
C

xk+1 +
√
C

=

(
xk −

√
C

xk +
√
C

)2

. (80)

记 qk = xk−
√
C

xk+
√
C
，则式(80)给出 qk+1 = q2k。递推得

qk = q2
k

0 , 其中q0 =
x0 −

√
C

x0 +
√
C
.
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由于 x0 > 0，易证 |q0| < 1。因此 |qk| = |q0|2
k → 0 当 k → ∞，从而 xk →

√
C。由 xk+1 −

√
C =

1
2xk

(xk −
√
C)2 可知收敛阶为 2。

5.2.1 修正的 Newton 迭代法

应用 Newton 法每一步需计算 f ′(xn)，若导数计算困难或代价较高，可将 f ′(xn) 固定为初始

点的导数值 f ′(x0)，得到修正的 Newton 迭代法：

xn+1 = xn − f(xn)

f ′(x0)
, n = 0, 1, 2, . . . (81)

其迭代函数为

φ(x) = x− f(x)

f ′(x0)
.

注. 修正的 Newton 法在几何上是用过点 (xn, f(xn)) 且斜率为 f ′(x0) 的直线（即平行于初始

切线的直线）来逼近曲线，取该直线与 x 轴的交点作为新的近似值。该方法每步只需计算函数值

f(xn)，而导数 f ′(x0) 只需计算一次，节省了计算量，但收敛速度通常降为线性收敛（若 f ′(x0) ̸= 0

且 f ′(x0) ≈ f ′(α)）。

定理 5.6 (修正 Newton 法的局部收敛性). 设 f(x) 在根 α 的邻域内二阶连续可导，f ′(α) ̸= 0，

且初始值 x0 充分接近 α。则修正的 Newton 迭代法(81)局部收敛，且为线性收敛。

5.2.2 多重根的处理

设 α 为 f(x) = 0 的 m 重根（m ≥ 2），即

f(α) = f ′(α) = · · · = f (m−1)(α) = 0, f (m)(α) ̸= 0.

此时若直接应用 Newton 迭代法

xn+1 = xn − f(xn)

f ′(xn)
,

其收敛速度将减慢。

定理 5.7 (Newton 法在重根处的收敛速度). 设 α 是 f(x) = 0 的 m 重根（m ≥ 2），且 f 在

α 的邻域内充分光滑。则 Newton 迭代法在 α 附近局部收敛，但仅为线性收敛，且收敛因子

为 1− 1
m
。

证明. 记迭代函数 φ(x) = x− f(x)
f ′(x)

，显然 φ(α) = α。为计算 φ′(α)，令 x = α+ h（h 充分小）。由

Taylor 展开：

f(α+ h) =
f (m)(α)

m!
hm +O(hm+1),

f ′(α+ h) =
f (m)(α)

(m− 1)!
hm−1 +O(hm).
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于是

φ(α+ h) = α+ h− f(α+ h)

f ′(α+ h)

= α+ h−
f(m)(α)

m!
hm +O(hm+1)

f(m)(α)
(m−1)!

hm−1 +O(hm)

= α+ h− h

m
· 1 +O(h)

1 +O(h)

= α+

(
1− 1

m

)
h+O(h2).

因此

φ′(α) = lim
h→0

φ(α+ h)− φ(α)

h
= 1− 1

m
.

当 m ≥ 2 时，0 < 1− 1
m
< 1，故迭代法线性收敛，收敛因子为 1− 1

m
。

为了恢复平方收敛性，可对 Newton 法进行修改。

定理 5.8 (已知重数的修正 Newton 法). 若已知根 α 的重数 m，则迭代格式

xn+1 = xn −m · f(xn)
f ′(xn)

(82)

在 α 附近局部平方收敛。

证明. 此时迭代函数为 ψ(x) = x−m f(x)
f ′(x)

。类似上述推导可得

ψ(α+ h) = α+ h−m · h
m

+O(h2) = α+O(h2),

从而 ψ′(α) = 0，由收敛阶定理知迭代法至少二阶收敛。

然而实际中根的重数 m 往往未知。另一种不依赖于 m 的修正方法如下。

定理 5.9 (未知重数的修正 Newton 法). 设 α 是 f(x) = 0 的 m 重根，令

u(x) =
f(x)

f ′(x)
.

则 α 是 u(x) = 0 的单根。应用 Newton 法于 u(x)，得迭代格式

xn+1 = xn − u(xn)

u′(xn)
= xn − f(xn)f

′(xn)

[f ′(xn)]2 − f(xn)f ′′(xn)
. (83)

此迭代法在 α 附近局部平方收敛。

证明. 由于 f(x) = (x− α)mg(x)，其中 g(α) ̸= 0，计算得

f ′(x) = m(x− α)m−1g(x) + (x− α)mg′(x),

u(x) =
f(x)

f ′(x)
=

(x− α)g(x)

mg(x) + (x− α)g′(x)
.

可见 u(α) = 0，但 u′(α) = g(α)
mg(α)

= 1
m

̸= 0，故 α 是 u(x) = 0 的单根。对 u(x) 应用 Newton 法即

得式(83)，且因其为单根情形，故平方收敛。
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5.3 Newton 下山法

在实际计算中，Newton 法的收敛性依赖于初始值 x0 的选取。为了扩大收敛区域，可引入松弛

因子，得到 Newton 下山法。

定义 5.3 (Newton 下山法). 在 Newton 迭代格式中引入下山因子 λ > 0：

xn+1 = xn − λ
f(xn)

f ′(xn)
, n = 0, 1, 2, . . . (84)

选取 λ 的原则是保证函数值绝对值单调下降：

|f(xn+1)| < |f(xn)|. (85)

式(84)称为 Newton 下山法。

注 (下山因子的选取策略). 通常采用以下自适应策略调整 λ：

1. 从 λ = 1 开始，用式(84)计算 xn+1。

2. 若 |f(xn+1)| < |f(xn)|，则接受该步，并尝试将 λ 加倍（如取 λ := 2λ）进行下一步迭代，以

加速收敛。

3. 若 |f(xn+1)| ≥ |f(xn)|，则逐步将 λ 减半（如取 λ := λ/2），重新计算 xn+1，直至下降条

件(85)满足为止。

该策略确保每次迭代都使残差 |f(xn)| 严格减小，同时尽可能采用较大的 λ 以保持较快的收敛速度。

定理 5.10 (Newton 下山法的性质). 设 f(x) 在根 α 的某邻域内二阶连续可导，f ′(α) ̸= 0。

则存在 δ > 0，使得对任意 x0 满足 |x0 − α| < δ，总可选取合适的下山因子 λ，使 Newton
下山法产生的序列 {xn} 收敛到 α。

证明思路. 当 xn 接近 α 时，有近似关系

f(xn+1) ≈ f(xn)− λf(xn) +O((xn − α)2) = (1− λ)f(xn) +O((xn − α)2).

因此只要选取 λ 使 |1− λ| < 1（即 0 < λ < 2），并忽略高阶项，便有 |f(xn+1)| < |f(xn)|。通过适

当调整 λ，可保证下降条件成立，从而迭代序列单调趋向于根。

例 5.1. 用 Newton 下山法求 f(x) = x3 − x − 1 = 0 在 x = 1.5 附近的根。取 x0 = 1.5，

f ′(x) = 3x2 − 1。

• 第一步：λ = 1，x1 = 1.5 − 1.125
5.75

≈ 1.3043，|f(x1)| ≈ 0.3704 < |f(x0)| = 0.875，接受

并尝试增大 λ。

• 第二步：取 λ = 2，x2 = 1.3043− 2 · 0.3704
4.104

≈ 1.1249，|f(x2)| ≈ 0.2493 < 0.3704，继续。

• 后续步骤调整 λ 使 |f(xn)| 持续下降，直至满足精度要求。
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5.4 非线性方程组

注. 这里不能考吧。。。
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