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1.1 利息理论

1.1.1 利息和利息的度量

我们先给出利息的相关含义：

定义 1.1.1 (利息). 利息，指的是在一定时期内，资金拥有人将使用资金的自由权转让

给借款人后所得到的报酬.

注. 在某种意义上，利息也可看作是租金的一种形式.

定义 1.1.2 (利息的度量). 将每项业务开始时投资的金额称为本金，将业务开始一定时

间后回收到的总金额称为该时刻的积累值，则积累值与本金的差额就是这一时期的利

息金额.

考虑投资一单位的本金。定义该投资在时刻 t 的积累值为积累函数 a(t)。显然，a(0) = 1。

一般情况下，本金金额不是一个单位，而是 k 个单位。定义本金为 k 的投资在时刻 t 时

的积累值为总量函数 A(t)。
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6 1.1. 利息理论

显然，A(t) 与 a(t) 仅相差一个倍数，即

A(t) = k · a(t)

若把在时刻 t 时的利息记为 It，则

It = A(t)−A(t− 1)

注. 这里的“时刻 t”通常指的是一个时间区间（如第 t 年）的终点。利息 It 衡量的是从 t−1

到 t 这一时间段内，投资积累值的增加额。

定义 1.1.3 (实际利率). 为比较不同规模投资的利息收益，引入利率的概念。所谓实际

利率，是指在一个度量期内获得的利息金额与该度量期开始时投资的本金金额之比，通

常用字母 i 表示。

对于有多个度量期的情形，可以分别定义各个度量期的实际利率。用 it 表示从投资日

算起第 t 个度量期内的实际利率，则

it =
A(t)−A(t− 1)

A(t− 1)
=

It
A(t− 1)

(t ≥ 1为整数).

注. 实际利率 it 是一个无量纲的比率，它反映了资本在特定时间段 [t− 1, t] 内的相

对增长率。该定义假设利息在期末支付，且在本期内不计入本金产生利息（即单利情形

下）

下面我们给出单利、复利的定义：

定义 1.1.4 (单利与复利). 若投资期为多个或非整数个度量期，实务中最重要的两种利

息度量方式是单利和复利。

考虑投资一单位本金：

1. 若其在时刻 t 时的积累函数为

a(t) = 1 + i · t

则称该笔投资以每期单利 i 计息。

2. 若其在时刻 t 时的积累函数为

a(t) = (1 + i)t

则称该笔投资以每期复利 i 计息。

定理 1.1.1 (单利与复利下的利息与利率特征). 假设投资一单位本金。

1. 若以每期单利 i 计息，在投资期间，每个度量期产生的利息金额恒为常数 i，但

其实际利率 it 并非常数，而是随着时间递减：

it =
a(t)− a(t− 1)

a(t− 1)
=

(1 + i · t)− [1 + i · (t− 1)]

1 + i · (t− 1)
=

i

1 + i · (t− 1)
.
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2. 若以每期复利 i 计息，在投资期间，不同时期产生的利息金额 It 是不同的，但每

个度量期的实际利率 it 恒为常数 i：

It = a(t)− a(t− 1) = (1 + i)t − (1 + i)t−1 = i · (1 + i)t−1 = i · a(t− 1),

it =
a(t)− a(t− 1)

a(t− 1)
=

It
a(t− 1)

= i.

命题 1.1.2 (单利与复利积累值比较). 设每期利率为 i > 0，投资期长度为 t。

1. 当 t > 1 时，(1 + i)t > 1 + it，即复利积累值大于单利积累值。

2. 当 0 < t < 1 时，(1 + i)t < 1 + it，即复利积累值小于单利积累值。

3. 当 t = 0 或 t = 1 时，两者相等：(1+ i)0 = 1+ i ·0 = 1，(1+ i)1 = 1+ i ·1 = 1+ i。

证明. 考虑函数 f(t) = (1 + i)t − (1 + it)。易知 f(0) = 0，f(1) = 0。计算导数：

f ′(t) = (1 + i)t ln(1 + i)− i.

对于 i > 0，f ′(0) = ln(1 + i) − i < 0（因为 ln(1 + x) < x 对于 x > 0 成立），且 f ′′(t) =

(1 + i)t[ln(1 + i)]2 > 0，故 f(t) 为凸函数。结合 f(0) = f(1) = 0，可知在 (0, 1) 内 f(t) < 0，

在 t > 1 时 f(t) > 0。由此得证。

下面我们给出实际贴现率的定义：

定义 1.1.5 (实际贴现率). 设一个度量期开始时投资金额为 A(t− 1)，期末可回收金额

为 A(t)，期内产生的利息为 It = A(t)−A(t− 1)。该度量期的实际贴现率 d 定义为利

息金额与期末可回收金额之比：

d =
It

A(t)
=

A(t)−A(t− 1)

A(t)
.

定理 1.1.3 (实际利率与实际贴现率的关系). 设实际利率为 i，实际贴现率为 d，则两

者满足以下等价关系：

d =
i

1 + i
, i =

d

1− d
.

定义 1.1.6 (贴现因子与多期实际贴现率). 定义贴现因子 v 为

v = (1 + i)−1 = 1− d.

易得关系 i = v · d。
对于多期情形，可定义第 t 个度量期的实际贴现率 dt 为

dt =
A(t)−A(t− 1)

A(t)
=

It
A(t)

(t ≥ 1为整数).

下面我们给出一个跟利息计算相关的定律：
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定理 1.1.4 (72 定律). 在复利计息条件下，一笔投资翻倍所需的时间 t（以年为单位）

可以近似用以下公式估算：

t ≈ 72

100i

其中 i 为年利率（小数形式）。

推导. 设初始本金为 1，年复利 i，翻倍时间 t 满足方程：

(1 + i)t = 2.

两边取自然对数：

t ln(1 + i) = ln 2.

利用近似公式 ln(1 + i) ≈ i − i2

2
+ · · ·，当 i 较小时可略去高阶项得 ln(1 + i) ≈ i。同时

ln 2 ≈ 0.693。于是：

t ≈ 0.693

i
.

为了获得便于心算的公式，分子取 0.72 而非 0.693，并改用百分数表示利率（即用 100i 代替

i），则：

t ≈ 72

100i
.

注. 选用 72 是因为它拥有较多因数（如 2, 3, 4, 6, 8, 9, 12 等），便于口算。实际上，常数在

69 至 72 之间均可，视利率范围而定。

1.1.2 现金流量图、现值与终值

定义 1.1.7. 在一项投资活动中，在其有效期内，称资金的收入与支出叫做现金流量，

资金的收入称为现金流入，资金的支出称为现金流出。

定义 1.1.8 (净现金流). 在金融分析中，通常规定现金流入为正，现金流出为负。在时

刻 tk 的净现金流 Rtk 定义为该时刻现金流入 Btk 与现金流出 Ctk 的代数和：

Rtk = Btk − Ctk .

不大懂下面这个的实际意义…

定义 1.1.9 (现值与终值). 设有一系列发生在不同时刻的货币金额（称为现金流），Rtk

表示在时刻 tk 发生的现金流，i 为复利利率（通常为年利率）。

现值（Present Value, PV）是指将所有未来现金流按给定利率折现到某一特定时间序

列起点（通常为 t = 0）的价值之和：

PV = Rt0 +
Rt1

(1 + i)t1
+ · · ·+ Rtk

(1 + i)tk
+ · · ·+ Rtn

(1 + i)tn
.

终值（Future Value, FV）是指将所有现金流按给定利率积累到某一特定时间序列终点

（通常为最后一个现金流发生的时刻 tn）的价值之和：

FV = Rt0 · (1 + i)tn +Rt1 · (1 + i)tn−t1 + · · ·+Rtk · (1 + i)tn−tk + · · ·+Rtn .
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1.1.3 年金

定义 1.1.10 (年金). 所谓年金就是一系列按照相等时间间隔支付的款项。

我们将付款时间间隔相等、每次付款额度相等、整个付款期内利率不变且计息频率与付

款频率相等的年金称为标准型年金，年金的各种变化形式称为一般型年金.

下面我们给出期末付年金的定义：

定义 1.1.11 (期末付年金). 考虑一笔年金，付款期限为 n 期，每期期末付款额为 1，每

期利率为 i。这样的年金称为期末付年金。

♡ 所有付款在时间 0 时的现值之和记作 an|（或 an）。

♡ 所有付款在时间 n 时的积累值（终值）之和记作 sn|（或 sn）。

定理 1.1.5 (期末付年金的现值与终值公式). 设贴现因子 v = (1 + i)−1，则

an| = v + v2 + · · ·+ vn =
1− vn

i
,

sn| = (1 + i)n−1 + (1 + i)n−2 + · · ·+ 1 =
(1 + i)n − 1

i
.

命题 1.1.6 (an| 与 sn| 的关系).

an| = sn| · vn,
1

an|
=

1

sn|
+ i.

证明. 由定义直接可得：

an| =
1− vn

i
=

(1 + i)n − 1

i
· vn = sn| · vn.

对于第二个关系，计算：

1

an|
=

i

1− vn
=

i(1 + i)n

(1 + i)n − 1

=
i[(1 + i)n − 1] + i

(1 + i)n − 1
= i+

i

(1 + i)n − 1
= i+

1

sn|
.

下面我们给出期初付年金的定义：

定义 1.1.12 (期初付年金). 考虑一笔年金，付款期限为 n 期，每期期初付款额为 1，每

期利率为 i。这样的年金称为期初付年金。

♡ 所有付款在时间 0 时的现值之和记作 än|（或 än）。

♡ 所有付款在时间 n 时的积累值（终值）之和记作 s̈n|（或 s̈n）。
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定理 1.1.7 (期初付年金的现值与终值公式). 设贴现因子 v = (1 + i)−1，实际贴现率

d = i
1+i

，则

än| = 1 + v + v2 + · · ·+ vn−1 =
1− vn

d
,

s̈n| = (1 + i)n + (1 + i)n−1 + · · ·+ (1 + i) =
(1 + i)n − 1

d
.

证明. 现值 än| 是 n 期期初付款 1 的现值之和（第一个付款发生在 t = 0，现值为 1）：

än| = 1 + v + v2 + · · ·+ vn−1.

利用等比数列求和公式，首项 a = 1，公比 r = v，项数 n，得

än| =
1− vn

1− v
=

1− vn

d
(因为1− v = d).

终值 s̈n| 是 n 期期初付款 1 积累到第 n 期末的值之和（最后一个付款发生在 t = n− 1，积累

一期到 t = n 的值为 (1 + i)）：

s̈n| = (1 + i)n + (1 + i)n−1 + · · ·+ (1 + i).

这是一个首项为 (1 + i)、公比为 (1 + i)、项数为 n 的等比数列（注意首项与公比相同），其和

为

s̈n| = (1 + i) · (1 + i)n − 1

(1 + i)− 1
=

(1 + i)n − 1

d
(因为(1 + i)− 1 = i = d(1 + i)).

命题 1.1.8 (än| 与 s̈n| 的关系).

än| = s̈n| · vn,
1

än|
=

1

s̈n|
+ d.

证明. 由定义直接可得：

än| =
1− vn

d
=

(1 + i)n − 1

d
· vn = s̈n| · vn.

对于第二个关系，计算：

1

än|
=

d

1− vn
=

d(1 + i)n

(1 + i)n − 1

=
d[(1 + i)n − 1] + d

(1 + i)n − 1
= d+

d

(1 + i)n − 1
= d+

1

s̈n|
.

命题 1.1.9 (期末付年金与期初付年金的关系). 设 an| 和 sn| 为期末付年金的现值和终
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值，än| 和 s̈n| 为期初付年金的现值和终值，则

än| = an| · (1 + i), s̈n| = sn| · (1 + i),

än| = an−1| + 1, s̈n| = sn+1| − 1.

证明. 第一个关系：期初付款相当于每个付款提前一期发生，因此现值应乘以累积因子 (1+ i)，

即 än| = an|(1 + i)。类似地，终值也满足 s̈n| = sn|(1 + i)。

第二个关系：än| 可视为一个 n − 1 期期末付年金 an−1| 加上立即支付的一个单位，即

än| = an−1| + 1。s̈n| 可视为一个 n + 1 期期末付年金 sn+1| 减去最后一期期末的付款 1，即

s̈n| = sn+1| − 1。

下面我们给出任意时刻的年金值的定义：

延期年金的现值

定义 1.1.13 (延期年金). 若年金的首期付款延迟 m 期开始（m ≥ 0），则称为延期 m

期的年金。

定理 1.1.10 (延期期末付年金的现值). 一笔延期 m 期、随后 n 期期末付款的年金，其

在时间 0 的现值可表示为：

vm · an| = am+n| − am|.

证明. 直观上，延期 m 期后 n 期年金的现值等于将 n 期年金现值 an| 折现 m 期，即 vman|。

另一方面，它也可视为一个 m+n 期期末付年金的现值 am+n| 减去前 m 期（无付款）年金的

现值 am|，因为 am| 表示前 m 期每期末付款 1 的现值，而实际上前 m 期并无付款，故需减

去。因此 vman| = am+n| − am|。

定理 1.1.11 (延期期初付年金的现值). 类似地，对于延期 m 期、随后 n 期期初付款

的年金，其在时间 0 的现值满足：

vm · än| = äm+n| − äm|.

证明. 证明思路同期末付情形。注意 äm| 表示前 m 期每期初付款 1 的现值。

付款期间任意时刻的当前值

定理 1.1.12 (期末付年金在时刻 m 的当前值 (0 < m < n)). 考虑 n 期期末付年金，在

付款期间内任意时刻 m（m 为整数且 0 < m < n）的当前值（即该时刻所有未来付款

的现值与过去付款的积累值之和）满足：

an|(1 + i)m = vn−m · sn| = sm| + an−m|.

证明.

♡ 第一种视角：将时间 0 的现值 an| 积累 m 期到时刻 m，得到 an|(1 + i)m。
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♡ 第二种视角：将时间 n 的终值 sn| 折现 n−m 期到时刻 m，得到 vn−msn|。

♡ 第三种视角：时刻 m 的当前值等于已发生的 m 期付款的积累值（到时刻 m）加上剩余

的 n−m 期付款的现值（在时刻 m 的值）。已发生的 m 期付款形成期末付年金，其到

时刻 m 的积累值为 sm|；剩余 n−m 期付款构成一个 n−m 期期末付年金，其在时刻

m 的现值为 an−m|。因此总值为 sm| + an−m|。

定理 1.1.13 (期初付年金在时刻 m 的当前值 (0 < m < n)). 类似地，对于 n 期期初付

年金，在时刻 m 的当前值满足：

än|(1 + i)m = vn−m · s̈n| = s̈m| + än−m|.

证明. 证明同期末付情形，只需将相应符号替换为期初付符号即可。

最后一期付款后的积累值

定理 1.1.14 (期末付年金在付款结束后 m 时刻的积累值). 考虑 n 期期末付年金，在

最后一期付款后 m 时刻（即时间 n+m）的积累值满足：

sn|(1 + i)m = sm+n| − sm|.

证明. 将时间 n 的终值 sn| 再积累 m 期，得 sn|(1+i)m。另一方面，它也可视为一个 m+n 期期

末付年金的终值 sm+n| 减去后 m 期（实际上并无付款）形成的年金终值 sm|。因此 sn|(1+i)m =

sm+n| − sm|。

定理 1.1.15 (期初付年金在付款结束后 m 时刻的积累值). 类似地，对于 n 期期初付

年金，在时间 n+m 的积累值满足：

s̈n|(1 + i)m = s̈m+n| − s̈m|.

证明. 证明思路同期末付情形。

下面我们给出永续年金的定义：

定义 1.1.14 (永续年金). 若年金的付款次数没有限制，永远持续下去，则称为永续年

金（Perpetuity）。永续年金的付款期限 n → ∞，故其终值不存在（趋于无穷），但其现

值存在有限值。

定理 1.1.16 (期末付永续年金的现值). 设每期期末付款 1，利率为 i，贴现因子 v =

(1 + i)−1。期末付永续年金的现值记作 a∞|，且有

a∞| = lim
n→∞

an| = lim
n→∞

1− vn

i
=

1

i
.
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定理 1.1.17 (期初付永续年金的现值). 设每期期初付款 1，利率为 i，实际贴现率

d = i
1+i

。期初付永续年金的现值记作 ä∞|，且有

ä∞| = lim
n→∞

än| = lim
n→∞

1− vn

d
=

1

d
.

1.1.4 收益率

定义 1.1.15 (收益率). 在金融活动中，投资者通过比较现金流入与流出来评估一项投

资的收益情况。收益率（Rate of Return）是指使得投资过程中所有现金流的现值之和

等于零的利率。在金融与保险实务中，收益率也常称为内部收益率（Internal Rate of
Return, IRR）。

定理 1.1.18 (收益率的方程). 设一项投资在时刻 t 发生的净现金流为 Rt（通常规定现

金流入为正，现金流出为负），投资期跨越 t = 0, 1, . . . , n。则收益率 y 满足以下方程：

PV (y) =

n∑
t=0

Rt

(1 + y)t
= 0.

问题 1.1.1. 某人去世后，留下金额为 X 的遗产，其 3 个受益人经协商，决定按如下

方式领取利息：

♡ A 受益人继承第 1 年至第 10 年末的利息；

♡ B 受益人继承第 11 年至第 20 年末的利息；

♡ C 受益人继承从第 21 年末及之后的所有利息。

设年利率为 i（复利计息）。假设受益人的寿命无限（即可以永久领取），问：你会选择

成为哪名受益人？

解. 令本金 X 在复利 i 下的积累函数为 A(t) = X(1 + i)t。每年末产生的利息为：

It = A(t)−A(t− 1) = X(1 + i)t −X(1 + i)t−1 = Xi(1 + i)t−1.

各受益人领取利息的现值计算如下：

1. A 受益人：领取 t = 1, 2, . . . , 10 共 10 年的利息。其领取的利息在 t = 0 的现值为：

PVA =
10∑
t=1

Xi(1 + i)t−1

(1 + i)t
=

10∑
t=1

Xi · 1

1 + i
= 10 · Xi

1 + i
= 10Xd,

其中 d = i
1+i

为实际贴现率。

2. B 受益人：领取 t = 11, 12, . . . , 20 共 10 年的利息。其现值为：

PVB =
20∑

t=11

Xi(1 + i)t−1

(1 + i)t
=

20∑
t=11

Xi

1 + i
= 10Xd · v10,

其中 v = 1
1+i

，v10 是将这 10 年利息整体折现到 t = 0 的因子。
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3. C 受益人：领取从 t = 21 开始直至永远的所有利息。将第 t 年的利息 It 折现到 t = 0

时刻的值为：
It

(1 + i)t
=

Xi(1 + i)t−1

(1 + i)t
= Xi · 1

1 + i
= Xiv.

关键发现：对于任意 t ≥ 1，每一年利息的现值均为常数 Xiv。

因此，C 受益人领取的无限期利息流的现值为：

PVC =
∞∑

t=21

Xiv = Xiv
∞∑

t=21

1.

由于求和项
∑∞

t=21 1 发散到 +∞，且 Xiv > 0（当 i > 0 时），故

PVC = +∞.

♡ A 受益人（t = 1 至 10）：

PVA =
10∑
t=1

Xiv = 10Xiv = 10Xd.

♡ B 受益人（t = 11 至 20）：

PVB =
20∑

t=11

Xiv = 10Xiv · v10 = 10Xd · v10.

显然，PVA 和 PVB 均为有限值，而 PVC = +∞。

4. 结论：当 i > 0 时，C 受益人的利息流现值无穷大，远大于 A 和 B 的有限现值。因此，

应选择成为 C 受益人。

1.1.5 债务偿还

定义 1.1.16 (债务偿还的方式). 债务偿还的方式一般有以下三种：

♡ 满期偿还：借款者在贷款期满时一次性偿还贷款的本金和利息；

♡ 分期偿还：借款者在贷款期内，按一定的时间间隔，分期偿还贷款的本金和利息；

♡ 偿债基金：借款者每次向贷款者支付贷款利息，并且按期另存一笔款，建立一个

基金，在贷款期满时这一基金恰好等于贷款本金，一次性偿还给贷款者。

1.2 债券价值

1.2.1 贴现债券

定义 1.2.1 (贴现债券). 贴现债券，又称零息票债券（zero-coupon bond），是一种以低

于面值的价格发行，期间不支付利息，到期时按债券面值一次性偿还的债券。
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定理 1.2.1 (贴现债券的内在价值). 设一张贴现债券的面值为 A，剩余到期时间为 T

（通常以年为单位），投资者要求的收益率为 y（年复利），则该债券的内在价值（理论

价格）V 为：

V =
A

(1 + y)T
.

注. 贴现债券的发行价格通常低于面值，其差额即为投资者持有期间所获的利息。内在价

值公式是债券定价的基础，当市场实际价格低于 V 时，债券被低估，反之则被高估。

1.2.2 附息债券

定义 1.2.2 (附息债券). 附息债券，或称固定利息债券，是按照债券票面金额定期支付

利息的债券。票面上可以附有作为定期支付利息凭证的息票，也可以不附息票。最常见

的附息债券每半年或每年支付一次利息。

定理 1.2.2 (附息债券的内在价值). 设一张附息债券的面值为 A，剩余到期时间为 T

（期数），每期支付的票面利息为 c，投资者要求的收益率为 y（每期复利），则该债券

的内在价值 V 为：

V =
T∑

t=1

c

(1 + y)t
+

A

(1 + y)T
.

证明. 附息债券为投资者提供的现金流包括两部分：

1. 定期支付的利息：在 t = 1, 2, . . . , T 各期末收到利息 c。

2. 到期偿还的本金：在 t = T 期末收到面值 A。

将所有现金流按投资者要求的收益率 y 折现到当前时刻（t = 0），求和即得债券的内在价值：

V =
c

(1 + y)
+

c

(1 + y)2
+ · · ·+ c

(1 + y)T
+

A

(1 + y)T
=

T∑
t=1

c

(1 + y)t
+

A

(1 + y)T
.

注. 附息债券的内在价值等于其未来所有利息和本金现金流的现值之和。当债券的市场价

格等于 V 时，投资者的实际收益率恰好等于要求的收益率 y。

1.2.3 统一公债

定义 1.2.3 (统一公债). 统一公债（Consols）是一种没有到期日的特殊附息债券。债券

发行人承诺永久性地每期支付固定金额的利息，但永不偿还本金。历史上最著名的统一

公债是英格兰银行在 18 世纪发行的英国统一公债（English Consols）。

定理 1.2.3 (统一公债的内在价值). 设统一公债每期支付的固定利息为 c，投资者要求
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的收益率为 y（每期复利），则该公债的内在价值 V 为：

V =
c

y
.

Proof. 统一公债提供的现金流是一个永续年金：在 t = 1, 2, 3, . . . 各期末永久支付利息 c。将

这些现金流按收益率 y 折现到当前时刻（t = 0），其现值为：

V =
c

(1 + y)
+

c

(1 + y)2
+

c

(1 + y)3
+ · · · =

∞∑
t=1

c

(1 + y)t
.

这是一个无穷等比级数，首项 a = c
1+y

，公比 r = 1
1+y

（满足 |r| < 1）。利用无穷等比级数求

和公式 S = a
1−r

，得：

V =

c
1+y

1− 1
1+y

=

c
1+y
y

1+y

=
c

y
.

注. 统一公债的价值公式 V = c/y 是金融学中永续年金现值公式的直接应用。它表明，统

一公债的价值与每期利息 c 成正比，与投资者要求的收益率 y 成反比。当市场利率下降时，

统一公债的价格会上升，反之则下降。

1.2.4 判断债券价格高估或低估的两种方法

问题 1.2.1 (判断债券价格高估或低估的两种方法). 以附息债券为例，设债券当前市场

价格为 P，面值为 A，剩余期限为 T 期，每期支付利息 c，投资者要求的收益率为 y。

方法一：比较收益率

定义 1.2.4 (到期收益率). 债券的到期收益率（yield to maturity），记作 k，是隐含在

当前债券价格 P 中的内部收益率，即满足以下方程的 k：

P =
T∑

t=1

c

(1 + k)t
+

A

(1 + k)T
.

定理 1.2.4 (收益率比较法则). 比较投资者要求的收益率 y 与债券的到期收益率 k：

♡ 若 y > k，则债券价格 P 被高估（应卖出）；

♡ 若 y < k，则债券价格 P 被低估（应买入）；

♡ 若 y = k，则债券价格 P 等于其内在价值，处于合理水平。

证明. 若 y > k，说明投资者要求更高的回报率，而债券当前价格所隐含的回报率 k 较低，因

此债券相对投资者的要求而言定价过高（价格被高估）。反之，若 y < k，则债券提供的回报

率高于投资者要求，债券定价偏低（价格被低估）。
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方法二：比较内在价值与价格

定义 1.2.5 (净现值). 债券的净现值（Net Present Value, NPV）定义为债券内在价值

V 与市场价格 P 的差额：

NPV = V − P.

其中内在价值 V 按投资者要求的收益率 y 计算：

V =
T∑

t=1

c

(1 + y)t
+

A

(1 + y)T
.

定理 1.2.5 (净现值法则).

♡ 若 NPV > 0，则债券价格 P 被低估（应买入）；

♡ 若 NPV < 0，则债券价格 P 被高估（应卖出）；

♡ 若 NPV = 0，则债券价格 P 等于其内在价值。

证明. 当 V > P 时，债券的内在价值高于其市场价格，说明债券当前交易价格偏低，具有投

资价值，应买入。反之，当 V < P 时，市场价格高于其理论价值，债券被高估，应卖出或避

免购买。

1.2.5 债券定价的五个原理

定理 1.2.6 (定理一：价格与收益率的反向关系). 债券的价格与债券的收益率成反比关

系。即当债券价格上升时，其收益率下降；反之，当债券价格下降时，其收益率上升。

证明. 由债券定价公式 P =
∑T

t=1
c

(1+y)t
+ A

(1+y)T
可知，价格 P 是收益率 y 的减函数。因为

分母 (1 + y)t 随 y 增加而增大，导致各期现金流的现值减小，故债券价格下降。

定理 1.2.7 (定理二：到期时间与价格波动幅度成正比). 当市场预期收益率变动时，债

券的到期时间与债券价格的波动幅度成正比关系。换言之，到期时间越长，价格波动幅

度越大；到期时间越短，价格波动幅度越小。

证明. 债券价格对收益率 y 的敏感性（久期概念）随着到期时间 T 的增加而增加。直观上，长

期债券的现金流分布在更远的未来，其现值受折现率 y 变动的影响更大。

定理 1.2.8 (定理三：波动幅度随时间临近而递减). 随着债券到期时间的临近，债券价

格的波动幅度减少，并且是以递增的速度减少；反之，到期时间越长，债券价格波动幅

度增加，并且是以递减的速度增加。

证明. 价格波动幅度（即价格对收益率的二阶导数）随时间变化呈现凸性。当债券临近到期时，

其价格收敛于面值，波动性迅速降低；而当期限很长时，增加期限对波动性的边际贡献逐渐减

小。
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注. 定理二和定理三不仅适用于不同债券之间的比较，也适用于同一债券在其存续期内价

格波动特征的变化。

定理 1.2.9 (定理四：价格波动的非对称性（凸性）). 对于期限既定的债券，由收益率

下降导致的债券价格上升的幅度，大于同等幅度收益率上升导致的债券价格下降的幅

度。换言之，对于同等幅度的收益率变动，收益率下降给投资者带来的利润大于收益率

上升带来的损失。

证明. 债券价格-收益率曲线是凸的（convex）。设当前收益率为 y0，对应价格 P0。当收益率

变动 ∆y 时，价格变动 ∆P 可近似为泰勒展开：∆P ≈ −D · P0 ·∆y + 1
2
C · P0 · (∆y)2，其中

D 为久期，C 为凸性。由于凸性项 C > 0，无论 ∆y 正负，二次项均为正，从而使得价格上

升的幅度大于下降的幅度。

定理 1.2.10 (定理五：票息率与价格波动幅度成反比). 对于给定的收益率变动幅度，债

券的票息率与债券价格的波动幅度成反比关系。换言之，票息率越高，债券价格的波动

幅度越小。此定理不适用于一年期债券和统一公债。

证明. 高票息债券的现金流回报更集中于前期，其久期通常较短，因此对收益率变动的敏感性

较低。对于零息债券（票息率为 0），其久期等于到期时间，价格波动最大。一年期债券和统

一公债因期限特殊（极短或无限），不满足此一般关系。

1.2.6 基于复利数学的债券定价公式

定义 1.2.6 (债券定价的基本参数). 设债券面值为 F，票息率为 r，每期票息支付额为

Fr，债券剩余期限为 n 期，到期偿还值（通常为面值）为 C，市场要求的收益率为 i，

贴现因子 v = 1
1+i

。

定理 1.2.11 (基于复利数学的债券定价基本公式). 债券的理论价格 P 等于未来所有票

息支付的现值与到期偿还值的现值之和：

P = Fr · an|i + Cvn.

若到期按面值偿还，则为：

P = Fr · an|i + Fvn.

证明. 债券提供的现金流包括两部分：

1. 每期末支付的票息 Fr，共 n 次，形成一个 n 期期末付年金。该年金的现值为 Fr · an|i，
其中 an|i =

1−vn

i
。

2. 到期时偿还的金额 C，其现值为 Cvn。

将两部分现值相加即得债券价格 P。
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定理 1.2.12 (溢价/折价公式). 当到期偿还值 C = F（即按面值偿还）时，债券价格 P

可表示为：

P = F + F (r − i)an|i.

证明. 由基本公式 P = Fran|i + Fvn，并将 an|i =
1−vn

i
代入：

P = Fr · 1− vn

i
+ Fvn

=
Fr

i
(1− vn) + Fvn

= F
[r
i
(1− vn) + vn

]
= F

[
1 +

(r
i
− 1
)
(1− vn)

]
= F + F (r − i) · 1− vn

i

= F + F (r − i)an|i.

注.

♡ 若票息率 r 大于市场收益率 i，则 r − i > 0，债券价格 P > F，称为溢价（Premium）

发行。

♡ 若 r < i，则 P < F，称为折价（Discount）发行。

♡ 若 r = i，则 P = F，称为平价（Par）发行。

公式 P = F + F (r − i)an|i 直观地表明，债券价格偏离面值的部分等于票息率与市场收益率

之差所导致的年金现值。

1.2.7 久期

定义 1.2.7 (马考利久期). 马考利久期（Macaulay duration）由 F.R. Macaulay (1938)
提出，是债券未来各期现金流的支付时间的加权平均数，权重为各期现金流现值占债券

总价格的比重。计算公式为：

D =

∑T
t=1

Ct

(1+y)t
× t

P
=

T∑
t=1

[
PV (Ct)

P
× t

]
,

其中：

♡ D：马考利久期；

♡ P：债券当前市场价格，P =
∑T

t=1 PV (Ct)；

♡ Ct：债券在第 t 期支付的现金流（利息或本金）；

♡ T：债券剩余支付期数；

♡ y：债券的到期收益率（年复利）；



20 1.2. 债券价值

♡ PV (Ct)：第 t 期现金流的现值，PV (Ct) =
Ct

(1+y)t
。

注. 久期的大小取决于三个因素：各期现金流分布、到期收益率和到期时间。

定理 1.2.13 (马考利久期的六个定理).

1. 定理一：只有贴现债券（零息债券）的马考利久期等于它们的到期时间。

2. 定理二：附息债券（直接债券）的马考利久期小于或等于它们的到期时间。仅剩

最后一期就要期满的附息债券，其久期等于到期时间（即 D = 1）。

3. 定理三：统一公债（永续债券）的马考利久期等于 1 + 1
y
，其中 y 是计算现值采

用的贴现率。

4. 定理四：在到期时间相同的条件下，票息率越高，久期越短。

5. 定理五：在票息率不变的条件下，到期时间越长，久期一般也越长。

6. 定理六：在其他条件不变的情况下，债券的到期收益率越低，久期越长。

定义 1.2.8 (债券组合的马考利久期). 设债券组合包含 k 只债券，第 i 只债券的马考

利久期为 Di，其市场价值占组合总市场价值的权重为 Wi。则该债券组合的马考利久

期 Dp 为各成分债券久期的加权平均：

Dp =
k∑

i=1

WiDi.

定义 1.2.9 (修正久期). 当收益率 y 以年复利形式表示时，修正久期（Modified Duration）
定义为：

D∗ =
D

1 + y
.

修正久期直接衡量债券价格对收益率变动的百分比敏感性，即 ∆P
P

≈ −D∗∆y。

1.2.8 凸度

定义 1.2.10 (凸度). 凸度（Convexity）是债券价格对收益率二阶导数的标准化度量，反

映价格-收益率曲线的曲度。定义为：

C =
1

P

∂2P

∂y2
.

其中 P 为债券价格，y 为收益率。

定理 1.2.14 (久期的缺陷). 在现实生活中，债券价格变动率与收益率变动之间的关系

是非线性的（凸性关系）。若仅用久期（一阶近似）估计，则收益率上升或下降相同幅

度时，债券价格变动率的绝对值被估计为相同。这与事实不符，因为价格-收益率曲线
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是凸的（convex）。

解释. 设债券价格为 P，收益率为 y。利用泰勒展开：

∆P ≈ ∂P

∂y
∆y +

1

2

∂2P

∂y2
(∆y)2.

久期仅包含一阶项 ∂P
∂y

∆y，忽略了二阶项 1
2
∂2P
∂y2 (∆y)2。当 |∆y| 较大时，二阶项的影响不可忽

略，导致久期近似出现误差。

定理 1.2.15 (考虑凸度的价格变动近似公式). 债券价格变动率的更精确近似为：

∆P

P
≈ −D∗∆y +

1

2
C(∆y)2,

其中 D∗ = D
1+y

为修正久期，D 为马考利久期。

证明. 对债券价格 P (y) 在 y0 处作二阶泰勒展开：

∆P = P (y0 +∆y)− P (y0)

≈ P ′(y0)∆y +
1

2
P ′′(y0)(∆y)2.

两边除以 P：
∆P

P
≈ P ′(y0)

P
∆y +

1

2

P ′′(y0)

P
(∆y)2.

由定义，P ′(y0)
P

= −D∗，P ′′(y0)
P

= C，代入即得。

图 1.1: 久期近似与真实价格-收益率关系

图注说明：

♡ 曲线 A、B、C 表示不同凸度的债券价格-收益率真实关系（凸性曲线）。

♡ 直线表示仅用久期（一阶近似）得到的线性关系。

♡ 当收益率下降时，真实价格上升率高于久期近似值，且凸度越大，高估越多。

♡ 当收益率上升时，真实价格下降率低于久期近似值，且凸度越大，低估越少。
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定理 1.2.16 (凸度的经济含义).

1. 当收益率变动幅度较大时，久期近似误差显著，必须考虑凸度调整。

2. 在其他条件相同的情况下，投资者应偏好凸度较大的债券，因为：

♡ 收益率下降时，凸度大的债券价格上涨更多；

♡ 收益率上升时，凸度大的债券价格下跌更少。

即凸度提供了“涨多跌少”的非对称保护。

1.3 股票价值分析

1.3.1 股息贴现模型概述

收入资本化法认为任何资产的内在价值取决于持有资产可能带来的未来现金流收入的现

值。

V =
C1

(1 + y)
+

C2

(1 + y)2
+

C3

(1 + y)3
+ · · · =

∞∑
t=1

Ct

(1 + y)t
(1.1)

其中，假定对未来所有的预期现金流选用相同的贴现率，V 代表资产的内在价值，Ct 表示第

t 期的预期现金流，y 是必要的收益率，或投资者要求的收益率。

股息贴现模型 是收入资本化法运用于普通股价值分析中的模型。

定义 1.3.1 (股息贴现模型基本公式). 普通股的内在价值 V 为所有未来股息红利的现

值之和：

V =
D1

(1 + y)
+

D2

(1 + y)2
+

D3

(1 + y)3
+ · · · =

∞∑
t=1

Dt

(1 + y)t

其中，Dt 是普通股第 t 期预计支付的股息和红利，y 是必要的收益率（资本化率）。

每期股息增长率定义为：

gt =
Dt −Dt−1

Dt−1

(1.2)

根据股息增长率的不同假定，股息贴现模型可分为：

♡ 零增长模型

♡ 不变增长模型

♡ 多元增长模型

♡ 三阶段股息贴现模型

1.3.2 判断股票价格被低估还是高估

目的：通过判断股票价值的低估或是高估来指导证券的买卖。
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方法一：计算股票投资的净现值 NPV：

NPV = V − P =

[
∞∑
t=1

Dt

(1 + y)
t

]
− P (1.3)

当 NPV > 0 时，股票被低估，应买入；当 NPV < 0 时，股票被高估，应卖出。

方法二：比较必要的收益率 y 与内部收益率 IRR 的大小。

定义 1.3.2 (内部收益率). 内部收益率 IRR 是使净现值等于零时的贴现率，即满足下

式的 IRR：

NPV = V − P =

[
∞∑
i=1

Di

(1 + IRR)
i

]
− P = 0 (1.4)

若 IRR > y，则该股票被低估；若 IRR < y，则该股票被高估。

注. 两种判断方法在本质上是一致的，都基于对资产内在价值与市场价格 P 的比较。方法

一直接计算价值与价格的差额，方法二则比较了市场隐含收益率 IRR 与投资者要求的收益率

y。

1.3.3 几种股息贴现模型

定义 1.3.3 (零增长模型 (Zero-Growth Model)). 模型假设：股息不变，即 gt = 0。

gt = 0 (1.5)

把式(1.5)代入基本公式(1.1)可得零增长模型：

V =
∞∑
t=1

Dt

(1 + y)t
= D0

[
∞∑
t=1

1

(1 + y)t

]
(1.6)

当 y 大于零时，1/(1 + y) < 1，上式可简化为：

V =
D0

y
(1.7)

定义 1.3.4 (不变增长模型 (Constant-Growth Model)). 假定条件：

♡ 股息的支付在时间上是永久性的，即式(1.1)中的 t 趋向于无穷大（t → ∞）；

♡ 股息的增长速度是一个常数，即 gt = g；

♡ 式(1.1)中的必要的收益率 y 大于股息增长率 g（y > g）。

由上述假设条件可得不变增长模型：

V =
D1

y − g
=

D0(1 + g)

y − g
(1.8)

其中 D0、D1 分别是初期和第一期支付的股息。



24 1.3. 股票价值分析

定义 1.3.5 (三阶段增长模型 (Three-Stage-Growth Model)). 三阶段增长模型由莫洛多

斯基（N. Molodovsky, 1965）提出，它将股息增长分为三个不同的阶段：

1. 阶段一（A 点之前）：股息增长率为一个常数 ga。

2. 阶段二（A 点到 B 点之间）：股息增长率以线性的方式从 ga 变化为 gn。

3. 阶段三（B 点之后）：股息增长率为一个新的常数 gn。

在阶段二（转折期）内，第 t 期的股息增长率 gt 可表示为：

gt = ga − (ga − gn)
(t−A)

(B −A)
(9) (1.9)

三阶段增长模型的计算公式为：

V = D0

A∑
t=1

(
1 + ga
1 + y

)t

+
B−1∑

t=A+1

[
Dt−1(1 + gt)

(1 + y)t

]
+

DB−1(1 + gn)

(1 + y)B−1(y − gn)
(1.10)

式(1.10)中的三项分别对应于股息的三个增长阶段。

注. 模型的缺陷：

♡ 根据式(1.10)，在已知当前市场价格 P 的条件下，无法直接解出内部收益率 IRR，

因此很难运用内部收益率的指标判断股票价格的低估或高估。

♡ 式(1.10)中的第二部分，即转折期内的现金流贴现计算也比较复杂。

定义 1.3.6 (H 模型). H 模型假定如下：

♡ 股息的初始增长率为 ga，然后以线性的方式递减或递增。

♡ 从 2H 期后，股息增长率成为一个常数 gn，即长期的正常的股息增长率。

♡ 在股息递减或递增的过程中，在 H 点上的股息增长率 gH 恰好等于初始增长率

ga 和常数增长率 gn 的平均数，即 gH = ga+gn
2

。

♡ 当 ga > gn 时，在 2H 点之前的股息增长率为递减；当 ga < gn 时，则为递增。

H 模型的股票内在价值的计算公式为：

V =
D0

(y − gn)
[(1 + gn) +H (ga − gn)] (1.11)

H 模型 VS. 三阶段增长模型

与三阶段增长模型的公式 (1.10) 相比，H 模型的公式 (1.11) 有以下几个特点：

1. 在考虑了股息增长率变动的情况下，大大简化了计算过程。
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2. 在已知股票当前市场价格 P 的条件下，可以直接计算内部收益率。由净现值公式：

NPV = V − P =
D0

(y − gn)
[(1 + gn) +H(ga − gn)]− P = 0

可以推出，

IRR =
D0

P
[(1 + gn) +H(ga − gn)] + gn

3. 在假定 H 位于三阶段增长模型转折期的中点（即 H 位于股息增长率从 ga 线性变化到

gn 的时间的中点）的情况下，H 模型与三阶段增长模型的结论非常接近。

4. 当 ga 等于 gn 时，式 (1.11)等于式 (1.8)，所以，不变股息增长模型也是 H 模型的一个

特例。

5. 如果将式 (1.11)改写为：

V =
D0 (1 + gn)

(y − gn)
+

D0H (ga − gn)

(y − gn)
(1.12)

可以看出股票的内在价值由两部分组成：

(a) 式 (1.12)的第一项，根据长期的正常的股息增长率 gn 决定的现金流贴现价值；

(b) 式(1.12)的第二项，由超常收益率 ga 决定的现金流贴现价值，且这部分价值与 H

成正比例关系。

定义 1.3.7 (多元增长模型 (Multiple-Growth Model)). 多元增长模型正是基于企业生

命周期学说而引入的。它假定在某一时点 T 之后股息增长率为一常数 g，但是在这之

前（t ≤ T）股息增长率是可变的。多元增长模型的内在价值计算公式为：

V =
T∑

t=1

Dt

(1 + y)t
+

DT

(y − g)(1 + y)T
(1.13)

其中，第一部分计算的是可变增长期（t = 1 到 T）内股息的贴现值，第二部分计算的

是 T 期后以常数 g 永续增长的股息在 T 时点的现值，再将其贴现回当前时点。

1.3.4 市盈率模型

市盈率模型的优缺点

♡ 优点：

1. 可以直接应用于不同收益水平的股票价格之间的比较。

2. 对于那些在某段时间内没有支付股息的股票，只要股票每股收益大于零就可以使

用市盈率模型，而股息贴现模型却不能使用。

3. 虽然市盈率模型同样需要对有关变量进行预测，但是所涉及的变量预测比股息贴

现模型要简单。只要股票每股收益大于零，就可以使用市盈率模型。

♡ 缺点：

1. 市盈率模型的理论基础较为薄弱，而股息贴现模型的逻辑性较为严密。

2. 在进行股票之间的比较时，市盈率模型只能决定不同股票市盈率的相对大小，却不

能决定股票绝对的市盈率水平。
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不变增长模型下的市盈率

当市场达到均衡时，股票价格 P 应等于其内在价值 V。由不变增长模型公式（即式(1.8)）：

P = V =
D1

y − g
(1.14)

其中，每期股息等于当期每股收益（E）乘以派息比率（b），即 D1 = E1 × b。代入可得：

P =
E1 × b

y − g
⇒ P

E1

=
b

y − g
(1.15)

式 (1.15) 即为基于不变增长模型的市盈率决定公式。

市盈率决定因素

根据式 (1.15)，市盈率（P/E）的决定因素可分为两个层次：

♡ 第一个层次的市盈率决定因素

市盈率直接取决于三个变量：

1. 派息比率 b：市盈率与股票的派息比率成正比。

2. 贴现率 y：市盈率与贴现率负相关。

3. 股息增长率 g：市盈率与股息增长率正相关。

♡ 第二层次的市盈率决定因素

第一层次中的变量 g 和 y 又由更基本的因素决定，因此需要进行：

1. 股息增长率的决定因素分析。

2. 贴现率的决定因素分析（通常基于资本资产定价模型等）。

股息增长率的决定因素

在股息贴现模型中，股息增长率 g 是一个关键变量。其决定因素分析基于以下三个假定：

1. 派息比率固定不变，恒等于 b，即 Dt = bEt；

2. 股东权益收益率（Return on Equity, ROE）固定不变，等于一个常数；

3. 公司没有外部融资。

股息增长率定义为相邻两期股息的相对变化，推导过程如下：

g =
D1 −D0

D0

D1=bE1,D0=bE0−−−−−−−−−−→ bE1 − bE0

bE0

=
E1 − E0

E0

ROE=E1/BV0=E0/BV−1−−−−−−−−−−−−−−−−→ ROE ·BV0 −ROE ·BV−1

ROE ·BV−1

=
BV0 −BV−1

BV−1

BV0=BV−1+E0(1−b)−−−−−−−−−−−−−→ E0(1− b)

BV−1

= ROE · (1− b)

因此，股息增长率的决定公式为：

g = ROE(1− b) (1.16)
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ROE 的决定因素

股东权益收益率（ROE）有两种计算方式：

1. 以每股的（税后）收益除以每股的股东权益账面价值：

ROE =
E

BV
(1.17)

2. 以公司总的税后收益（Earnings After Tax, EAT）除以公司总的股东权益账面价值（Eq-
uity, EQ）：

ROE =
EAT

EQ
(1.18)

对式 (1.18) 进行分解可得：

ROE =
EAT

EQ
=

EAT
A
A
EQ

× A

EQ
=

EAT

A
× A

EQ
= ROA× L (1.19)

其中，A 代表公司总资产，ROA 为总资产收益率，L = A/EQ 为杠杆比率。

进一步地，总资产收益率 ROA 可以分解为销售净利率（Profit Margin, PM）与总资产

周转率（Asset Turnover, ATO）的乘积：

ROA =
EAT

A
=

EAT

S
× S

A
= PM ×ATO (1.20)

其中 S 为销售收入。

将式 (1.19) 与式 (1.20) 结合，可得 ROE 的决定公式：

ROE = PM ×ATO × L (1.21)

股息增长率的决定因素分析小结

将式 (1.21) 代入式 (1.16) 中，可得股息增长率的完整决定公式：

g = ROE(1− b) = PM ×ATO × L× (1− b) (1.22)

由此可见，股息增长率 g 与公司的税后净利润率（PM）、总资产周转率（ATO）和杠杆比率

（L）成正比，与派息比率 b 成反比。

贴现率的决定因素分析

根据资本资产定价模型（CAPM），证券市场线（SML）给出了第 i 种证券的期望收益率

（即贴现率 yi）：

yi = rf + (rm − rf )βi

其中，

♡ yi：投资第 i 种证券的期望收益率，即贴现率；

♡ rf：无风险资产的收益率；

♡ rm：市场组合的期望收益率；

♡ βi：第 i 种证券的贝塔系数，衡量该证券的系统性风险。

因此，贴现率 y 主要取决于：无风险资产的收益率 rf、市场组合的期望收益率 rm 以及该证

券的贝塔系数 βi。
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贝塔系数的决定因素

哈马达（Hamada, 1972）从理论上证明了贝塔系数是证券所属公司的杠杆比率（或权益

比率 L）的增函数。汤普森（Thompson, 1976）等人则进行了实证验证。可以将贝塔系数表

示为：

βi = f(L, δ)

其中，L 为杠杆比率，δ 表示除杠杆比率之外影响贝塔系数的其他因素。

y = rf + (rm − rf )f(L, δ)

这表明贴现率 y 通过贝塔系数间接地受到公司杠杆比率 L 等因素的影响。

零增长的市盈率模型

在零增长模型中，股息增长率 g = 0，派息比率 b 通常为 1（所有收益用于分红）。由不

变增长市盈率模型公式可得：
P

E
=

b

y − g
=

1

y
(1.23)

与不变增长市盈率模型相比，零增长市盈率模型中决定市盈率的因素仅贴现率 y 一项，并且

市盈率与贴现率成反比关系。零增长模型是股息增长率等于零时不变增长模型的一种特例。

多元增长市盈率模型

多元增长模型假设在时点 T 之后股息以常数 g 增长，之前股息增长率可变。其内在价值

公式为：

P = V =
T∑

t=1

Dt

(1 + y)t
+

DT+1

(y − g)(1 + y)T
(1.24)

其中，Dt = btEt = btE0

∏t
i=1(1 + gi)，这里 Et 是第 t 期的每股收益，bt 是第 t 期的派息比

率，gi 是第 i 期的股息增长率。

将 Dt 的表达式代入式(1.24)，可得：

P = E0

T∑
t=1

bt
∏t

i=1(1 + gi)

(1 + y)t
+ E0

b(1 + g)
∏T

i=1(1 + gi)

(y − g)(1 + y)T
(1.25)

由式(1.25)可知，多元增长市盈率模型中的市盈率决定因素同样包括了贴现率 y、各期派息比

率 bt 和股息增长率 gi。

派息比率与市盈率之间的关系

将股息增长率决定公式 g = ROE(1− b) 代入市盈率公式，可得：

P

E
=

b

y − g
=

b

y −ROE(1− b)

=
b

y −ROA× L× (1− b)

=
1

ROE + y−ROE
b

派息比率 b 对市盈率 P/E 的影响取决于贴现率 y 与股东权益收益率 ROE 的相对大小：
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♡ 若 y > ROE，则市盈率与派息比率 b 正相关；

♡ 若 y < ROE，则市盈率与派息比率 b 负相关；

♡ 若 y = ROE，则市盈率与派息比率 b 不相关。

可见，派息比率对市盈率的影响是不确定的。在公司发展初期，股东权益收益率 ROE 通常较

高，可能超过股票投资的期望回报率 y，此时提高派息率会使市盈率降低，因此公司倾向于保

持较低的派息率；当公司进入成熟期后，ROE 降低并可能低于 y，此时提高派息率会使市盈

率升高，公司倾向于提高派息率。

杠杆比率与市盈率之间的关系

同样基于公式 P
E
= b

y−ROE(1−b)
和 ROE = ROA× L，分析杠杆比率 L 的影响：

P

E
=

b

y −ROA× L× (1− b)

杠杆比率 L 对市盈率的影响体现在分母的减数和被减数中：

♡ 在被减数（贴现率 y）中：当杠杆比率 L 上升时，公司的财务风险增加，股票的贝塔系

数 β 上升，从而导致贴现率 y 上升，这倾向于使市盈率下降。

♡ 在减数 ROA×L× (1− b) 中：杠杆比率 L 与股东权益收益率 ROE（即 ROA×L）成

正比。当 L 上升时，减数增大，这倾向于使市盈率上升。

因此，杠杆比率 L 对市盈率的净影响取决于上述两种相反效应的相对强弱，其影响方向并不

确定。
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2.2 投资收益与风险度量

2.2.1 单个证券收益与风险的度量

单个证券收益的度量

♡ 证券投资的单期收益率：

R =
Dt + (Pt − Pt−1)

Pt−1

(2.1)

♡ 对数收益率：

r = ln
(

Pt

Pt−1

)
(2.2)

2.2.2 两种证券组合收益与风险的度量

两种证券的收益率分别记为 r1 和 r2，其组合权重为 x1 和 x2，满足 x1 + x2 = 1。

♡ 组合的收益率：

rp = x1r1 + x2r2 (2.3)

♡ 组合的预期收益率：

E(rp) = x1E(r1) + x2E(r2) (2.4)

♡ 组合的风险（用收益率的方差表示）：

σ2
p = x2

1σ
2
1 + x2

2σ
2
2 + 2x1x2σ12 (2.5)

两种证券收益之间的相关性

♡ 协方差：σ12 = Cov(r1, r2)

♡ 相关系数：

ρ12 =
σ12

σ1σ2

(2.6)

组合收益与风险的关系分析

由约束条件 x1 + x2 = 1 和预期收益率公式 (2.4)，可解出权重：

x1 =
µw − µ2

µ1 − µ2

, x2 =
µw − µ1

µ2 − µ1

(2.7)

其中 µw = E(rp), µ1 = E(r1), µ2 = E(r2)。

将 (2.7) 代入方差公式 (2.5)，并记 V11 = σ2
1 , V22 = σ2

2 , V12 = σ12，可得：

σ2
w = V11

(
µw − µ2

µ1 − µ2

)2

− 2V12

(
(µw − µ1)(µw − µ2)

(µ1 − µ2)2

)
+ V22

(
µw − µ1

µ1 − µ2

)2

=
(V11(µw − µ2)− V12(µw − µ1))

2 + (V11V22 − V 2
12)(µw − µ1)

2

V11(µ1 − µ2)2
(2.8)

假定协方差矩阵 V =

(
V11 V12

V12 V22

)
是正定的，即 V11 > 0 且 V11V22 − V 2

12 > 0，则式 (2.8)

可化为：

dσ2
w − a(µw − b)2 = c, a, c, d > 0 (2.9)

这在 (σw, µw) 平面上是一条开口向右的双曲线（因 σw ≥ 0，故仅取右半支）。
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特殊情形分析

记 σ1 和 σ2 为标准差，r12 = ρ12 为相关系数。

情形 1：完全正相关 r12 = 1

此时 V12 = σ1σ2，式 (2.8) 退化为：

σ2
w = (σ1x1 + σ2x2)

2 =
[σ1(µw − µ2)− σ2(µw − µ1)]

2

(µ1 − µ2)2
(2.10)

假设 µ1 > µ2，开方并选取符号以保证 µw = µ1 时 σw = σ1，µw = µ2 时 σw = σ2，可得：

σw =
σ1(µw − µ2)− σ2(µw − µ1)

µ1 − µ2

(2.11)

这是在 (σw, µw) 平面上连接点 (σ1, µ1) 和 (σ2, µ2) 的直线（除去 σw < 0 部分）。该直线与 µw

轴交于点 (0, (σ1µ2 − σ2µ1)/(σ1 − σ2))，该纵坐标即为该情形下的无风险利率。

情形 2：完全负相关 r12 = −1

此时 V12 = −σ1σ2，式 (2.8) 退化为：

σ2
w = (σ1x1 − σ2x2)

2 =
[σ1(µw − µ2) + σ2(µw − µ1)]

2

(µ1 − µ2)2
(2.12)

对两端开方，并假设 µ1 > µ2。为保证 µw = µ1 时 σw = σ1 以及 µw = µ2 时 σw = σ2，正负

号的两种取法都有可能：

♡ 通过点 (σ1, µ1) 的直线为：

σw =
σ1(µw − µ2) + σ2(µw − µ1)

µ1 − µ2

(2.13)

♡ 通过点 (σ2, µ2) 的直线为：

σw =
σ2(µw − µ1) + σ1(µw − µ2)

µ2 − µ1

(2.14)

这两条直线交于 µw 轴的同一点 (0, (σ1µ2 + σ2µ1)/(σ1 + σ2))，该纵坐标即为该情形下的无风

险利率。这两种情形的讨论表明，任意一组随机变量不一定是一些证券的收益率，它们可能与

线性定价法则矛盾（即通过组合可得到两种不同的无风险利率）。另一方面，这两种完全正负

相关情形都使协方差矩阵 V 不正定。要求 V 正定的原因之一也正是为了回避这两种情况。

情形 3：不相关 r12 = 0

此时 V12 = 0，式 (2.8) 化为：

σ2
w = (σ1x1)

2 + (σ2x2)
2 =

σ2
2(µw − µ1)

2 + σ2
1(µw − µ2)

2

(µ1 − µ2)2
(2.15)

这是在 (σw, µw) 平面上通过点 (σ1, µ1) 和 (σ2, µ2) 的双曲线。可求出 σw 达到最小值的点（双

曲线的顶点）为： (√
σ2
1σ

2
2

σ2
1 + σ2

2

,
µ1σ

2
2 + µ2σ

2
1

σ2
1 + σ2

2

)
(2.16)

由于 σ2
1σ

2
2

σ2
1+σ2

2
< min{σ2

1 , σ
2
2}，这说明对于任何两种收益率不相关的证券，总能构造出一种风险

比原来两者都要小、而收益率在两者之间的证券组合。其他中间情形（−1 < r12 < 1 且 r12 ̸= 0）

对应的协方差矩阵 V 都是正定的，其图象均为双曲线。
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主要结论

1. 组合的预期收益率与相关系数无关。

2. 相关系数等于 1 时，达不到风险分散效果。

3. 相关系数由 1 向 −1 变动时，风险分散效果逐渐增强。

4. 相关系数等于 −1 时，风险分散效果最好。

图 2.1: 两种证券的组合（不同相关系数下的收益-风险曲线）

2.2.3 三种证券组合的收益与风险的衡量

设三种证券的收益率分别为 r1, r2, r3，组合权重为 x1, x2, x3，满足 x1 + x2 + x3 = 1。

♡ 组合的收益率：

rp = x1r1 + x2r2 + x3r3 (2.17)

♡ 组合的预期收益率：

E(rp) = x1E(r1) + x2E(r2) + x3E(r3) (2.18)

♡ 组合的风险（用方差表示）：

σ2
p = x2

1σ
2
1 + x2

2σ
2
2 + x2

3σ
2
3

+ 2x1x2σ12 + 2x1x3σ13 + 2x2x3σ23 (2.19)

其中 σ2
i 为证券 i 的方差，σij 为证券 i 与证券 j 的协方差。
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2.2.4 n 种证券组合的收益与风险的衡量

推广至 n 种证券，设收益率向量为 r = (r1, r2, . . . , rn)
⊤，权重向量为 x = (x1, x2, . . . , xn)

⊤，

满足
∑n

i=1 xi = 1。

♡ 组合的收益率与预期收益率：

rp =
n∑

i=1

xiri, E(rp) =
n∑

i=1

xiE(ri) (2.20)

♡ 组合的风险（方差）：

σ2
p =

n∑
i=1

n∑
j=1

xixjσij =
n∑

i=1

x2
iσ

2
i +

n∑
i=1

∑
j ̸=i

xixjσij (2.21)

其中 σii = σ2
i 。用相关系数 ρij 表示为：

σ2
p =

n∑
i=1

x2
iσ

2
i +

n∑
i=1

∑
j ̸=i

xixjρijσiσj (2.22)

投资组合的数学描述与 Markowitz 组合收益集

设 r1, r2, . . . , rn 为 n 个方差有限的随机变量，代表 n 种证券的收益率。定义组合收益率

集合：

R1 =

{
r =

n∑
i=1

wiri

∣∣∣∣∣ wi ∈ R,
n∑

i=1

wi = 1

}
(2.23)

Markowitz 用收益率的方差（或标准差）来刻画风险。记 Vij = Cov(ri, rj)，则组合收益率

r =
∑n

i=1 wiri 的方差为：

σ2 = Var
(

n∑
i=1

wiri

)

= E

( n∑
i=1

wiri −
n∑

i=1

wiE[ri]

)2


=
n∑

i,j=1

wiwjE [(ri − E[ri])(rj − E[rj ])]

=
n∑

i,j=1

Vijwiwj (2.24)

2.2.5 投资分散化的作用

“不要把所有的鸡蛋放在一个篮子里”。考虑一个简单的分散化策略：构建一个等权重的资

产组合，即 wi = 1/n 对所有 i。此时组合方差 (2.22) 可写为：

σ2
p =

n∑
i=1

1

n2
σ2
i +

n∑
i=1

∑
j ̸=i

1

n2
Cov(ri, rj) (2.25)

式 (2.25) 包含 n 项方差和 n(n− 1) 项协方差。定义证券的平均方差和平均协方差分别为：

σ2 =
1

n

n∑
i=1

σ2
i , cov =

1

n(n− 1)

n∑
i=1

∑
j ̸=i

Cov(ri, rj) (2.26)
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则组合方差可表示为：

σ2
p =

1

n
σ2 +

n− 1

n
cov (2.27)

当组合中包含的证券数目 n 趋近于无穷大时，式 (2.27) 右边第一项趋近于零，组合风险

主要表现为各资产之间的协方差（即系统性风险）。因此，证券组合包含的证券数目越多，分

散化效应可以使其非系统性风险（特有风险）趋于减少，但风险的减少达到一个极限（由平均

协方差决定）就不会再减少了。

注. 投资分散化的启示：

1. 分散投资可以消除证券组合的非系统性风险（特有风险），但是并不能消除系统性风险

（市场风险）。

2. 一般来说，代表不同风险特征的证券数目达到 20 种以上时，风险的分散就相当充分了。

3. 选择“篮子”（即证券）时，应关注资产之间的相关性。选择低相关或负相关的资产能更

有效地降低组合整体风险。

2.3 风险偏好与无差异曲线

2.3.1 风险偏好

在现代投资组合理论（Markowitz, 1952）中，关于投资者对收益和风险的态度有两个基

本假设：

1. 不满足性 (Non-satiation)：投资者在其余条件相同的两个投资组合中进行选择时，总是

选择预期回报率较高的组合。

2. 厌恶风险 (Risk Aversion)：投资者在其余条件相同的情况下，将选择标准差较小的组

合。

投资者的风险态度可分为三类：emph厌恶风险、emph风险中性、emph爱好风险。经典投

资组合理论通常假设投资者是风险厌恶的。

2.3.2 投资者的投资效用函数

为量化投资者对不同风险收益组合的偏好，引入投资效用函数 U，它依赖于组合的预期

收益率 R 和风险（通常用标准差 σ 表示）：

U = U(R, σ) (2.28)

效用函数的具体形式多样，一种常用且便于分析的二次型效用函数为：

U = R− 1

2
Aσ2 (2.29)

其中，A 表示投资者的风险厌恶系数，其典型值在 2 至 4 之间。A 值越大，表明投资者对风

险的厌恶程度越高。
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2.3.3 无差异曲线

投资者的目标是投资效用最大化，而投资效用取决于预期收益率与风险：预期收益率带

来正的效用，风险带来负的效用。为直观反映投资者的效用水平，引入无差异曲线。

定义 2.3.1 (无差异曲线). 一条无差异曲线代表给投资者带来同样满足程度（即相同效

用值）的预期收益率 R 和风险 σ 的所有组合的轨迹。

对于形如 (2.29) 的效用函数，给定一个效用水平 U0，无差异曲线方程为：

R = U0 +
1

2
Aσ2 (2.30)

在 (σ,R) 平面上，这是一条开口向上的抛物线（通常只考虑 σ ≥ 0 的部分）。

2.3.4 无差异曲线的特征

1. 无差异曲线的斜率为正：由于投资者是风险厌恶的，为了补偿其承担更高的风险，必须

提供更高的预期收益率，因此无差异曲线向右上方倾斜。

2. 无差异曲线是向下凸的：随着风险 σ 的增加，投资者要求预期收益率 R 的增量越来越

大，即边际风险补偿递增。这反映了风险厌恶程度的增加。

3. 同一投资者有无限多条无差异曲线：每条曲线对应一个特定的效用水平。位于左上方的

无差异曲线代表更高的效用水平（在相同风险下获得更高收益，或在相同收益下承担更

低风险）。

4. 同一投资者在同一时间、同一时点的任何两条无差异曲线都不能相交：否则将违背偏好

的一致性（传递性）假设。

注. 无差异曲线的斜率（即风险与收益之间的边际替代率）反映了投资者的风险厌恶程度。

斜率越大，表明投资者对风险越厌恶，因为需要更多的收益补偿来承担单位额外的风险。

2.4 有效集和最优投资组合

2.4.1 基本概念

定义 2.4.1 (投资组合). 由 N 种证券按一定比例构成的资产集合，其权重向量 w =

(w1, w2, . . . , wN )⊤ 满足
∑N

i=1 wi = 1。该权重分配方案也称为投资组合策略或组合比

例。

定义 2.4.2 (可行集). 由 N 种证券所形成的所有可能投资组合的集合，在 (σ, µ) 平面

（风险-收益平面）上表现为一个区域。

定义 2.4.3 (边界与最小方差集合). 可行集中，对于任意给定预期收益率水平，风险

（标准差）最小的组合构成的曲线，称为最小方差集合或边界。该边界是可行集的上（或

左）边缘。
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定义 2.4.4 (最小方差组合). 在最小方差集合中，风险（方差）达到全局最小的组合，

记为 MVP (Minimum Variance Portfolio)。

2.4.2 有效集（有效前沿）

定义 2.4.5 (有效集). 满足以下两个条件的投资组合的集合：

1. 对于相同的风险水平，预期收益率最大的组合；

2. 对于相同的预期收益率水平，风险最小的组合。

有效集是最小方差集合中位于 MVP 上方的部分（即具有更高预期收益率的边界段）。

有效集在 (σ, µ) 平面上是一条向右上方倾斜的曲线，反映了高收益伴随高风险的权衡关

系。有效集具有向上凸（convex）的特性。

2.4.3 最优投资组合

定义 2.4.6 (最优投资组合). 对于一个特定的投资者，其最优投资组合是使其投资效用

最大化的组合。在风险-收益平面上，该组合位于该投资者的无差异曲线与有效集的切

点处。

注 (最优投资组合的唯一性与主观性).
有效集向上凸的特性与无差异曲线向下凸的特性决定了两者的相切点只有一个，即对于

给定的投资者，最优投资组合是唯一的。

有效集是由市场证券及其相互关系客观决定的，而无差异曲线则取决于投资者的主观风

险偏好（由其风险厌恶系数 A 刻画）。

因此，最优投资组合的位置依投资者的风险厌恶程度不同而不同：风险厌恶程度高的投

资者，其最优组合更靠近 MVP（低风险、低收益）；风险厌恶程度低的投资者，其最优组合

更靠近有效集右上方（高风险、高收益）。

2.5 边界组合的数学推导（不存在无风险证券时）

2.5.1 马科维茨的均值—方差模型

根据有效集（有效前沿）的含义，其满足以下两个条件：

1. 对于相同的风险水平，预期收益率最大的组合；

2. 对于相同的预期收益率水平，风险最小的组合。

马科维茨的均值-方差模型旨在寻找风险（方差）与收益（期望收益率）之间的最优权衡。

根据对目标函数和约束条件的不同设定，可以得到三种等价的数学模型：
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模型 0：双目标优化问题（原始问题）

模型 0 同时最小化风险和最大化收益，形成一个双目标优化问题：

min
x

σ2
p =

n∑
i=1

n∑
j=1

xixjσij = x⊤Vx

max
x

E(rp) =
n∑

i=1

xiE(ri) = x⊤R

s.t.
n∑

i=1

xi = x⊤e = 1

其中，x = (x1, x2, . . . , xn)
⊤ 为投资组合权重向量，R = (E(r1), E(r2), . . . , E(rn))

⊤ 为期望收

益率向量，V = (σij)n×n 为协方差矩阵（假定正定），e = (1, 1, . . . , 1)⊤。

该模型没有单一的最优解，而是产生一个帕累托最优解集，即有效前沿（Efficient Frontier）。
有效前沿上的任何一点都不能在改进风险的同时改进收益，反之亦然。

模型 1：给定收益水平下的风险最小化

模型 1 在给定期望收益率 µ 的条件下，最小化组合方差：

min
x

σ2
p =

n∑
i=1

n∑
j=1

xixjσij = x⊤Vx

s.t.
n∑

i=1

xiE(ri) = x⊤R = µ

n∑
i=1

xi = x⊤e = 1

通过求解该约束优化问题，可以得到给定收益 µ 下的最小方差组合。当 µ 在可行范围内变动

时，便描绘出整个最小方差集合（包括有效前沿）。

模型 2：给定风险水平下的收益最大化

模型 2 在给定组合方差上限 σ2 的条件下，最大化期望收益率：

max
x

E(rp) =
n∑

i=1

xiE(ri) = x⊤R

s.t.
n∑

i=1

n∑
j=1

xixjσij = x⊤Vx = σ2

n∑
i=1

xi = x⊤e = 1

该模型与模型 1 在数学上等价：对于每一个 σ2，模型 2 的解对应模型 1 中某个 µ 的解，反

之亦然。两者共同定义了同一条有效前沿曲线。

注 (三种模型的关系).
模型 0 描述了有效前沿的本质——多目标权衡。模型 1 和模型 2 是模型 0 的两种单目

标参数化形式，它们通过将其中一个目标作为约束，将双目标问题转化为一系列单目标问题

来求解。实践中，模型 1 因约束为线性而更易求解，是推导有效前沿解析解的标准形式。
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2.5.2 有效组合的数学公式

边界组合的形状：

图 2.2: 边界组合的形状

M-V 模型的数学推导

马科维茨的均值-方差模型（考虑模型 1）：

min
x

σ2
p =

n∑
i=1

n∑
j=1

xixjσij = x⊤Vx

s.t.
n∑

i=1

xiE(ri) = x⊤R = µ

n∑
i=1

xi = x⊤e = 1

构造拉格朗日函数：

L(x, λ1, λ2) = x⊤Vx − λ1(x⊤R − µ)− λ2(x⊤e − 1) (2.31)

一阶必要条件：

∂L

∂x = 2Vx − λ1R − λ2e = 0 (2.32)
∂L

∂λ1

= x⊤R − µ = 0 (2.33)

∂L

∂λ2

= x⊤e − 1 = 0 (2.34)

由式 (2.32) 解得最优权重：

x∗ =
λ1

2
V−1R +

λ2

2
V−1e (2.35)

将式 (2.35) 代入约束条件 (2.33) 和 (2.34)，得到关于 λ1/2 和 λ2/2 的线性方程组：

λ1

2
R⊤V−1R +

λ2

2
e⊤V−1R = µ (2.36)

λ1

2
R⊤V−1e + λ2

2
e⊤V−1e = 1 (2.37)

引入记号：

A = R⊤V−1R, B = R⊤V−1e = e⊤V−1R, C = e⊤V−1e, D = AC −B2 (2.38)
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可以证明，在 V 正定且收益向量 R 与 e 线性无关的条件下，D > 0。

方程组 (2.36)-(2.37) 可写为：(
A B

B C

)λ1

2

λ2

2

 =

µ

1

 (2.39)

因其系数矩阵行列式 D ̸= 0，故有唯一解：

λ1

2
=

Cµ−B

D
,

λ2

2
=

A−Bµ

D
(2.40)

将 (2.40) 代回 (2.35)，得到边界组合的最优权重向量：

x∗(µ) =

[
C

D
V−1R − B

D
V−1e

]
µ+

[
A

D
V−1e − B

D
V−1R

]
(2.41)

此即为给定预期收益率 µ 下的最小方差组合（边界组合）。该解满足最优化问题的一阶条件，

且由于问题是凸优化（目标函数为凸，约束为线性），该条件也是充分的。

边界组合的几何形状

将最优权重 x∗ 代入目标函数，得到对应的最小方差：

σ2
p(µ) = (x∗)⊤Vx∗ (2.42)

经过代数运算（将 (2.41) 代入并利用 (2.38) 的记号），可得 σ2
p 与 µ 的关系：

σ2
p =

1

C
+

C

D

(
µ− B

C

)2

(2.43)

整理为标准形式：

σ2
p

1
C

−
(
µ− B

C

)2
D
C2

= 1 或等价地
σ2
p

1
C

−
(
µ− B

C

)2
D
C2

= 1 (2.44)

在 (σp, µ) 平面上，这是一条开口向右的双曲线（因 σp ≥ 0，故仅取右半支）。若在 (σ2
p, µ) 平

面上，则表现为一条抛物线。

全局最小方差组合 (MVP)

双曲线的顶点对应全局方差最小的组合，即最小方差组合 (MVP)。由式 (2.43) 易得 MVP
的期望收益率和方差：

E(rMVP) = µMVP =
B

C
, σ2

MVP =
1

C
(2.45)

对应的组合权重可由式 (2.41) 代入 µ = B/C 得到，或直接求解仅约束 x⊤e = 1 的方差最小

化问题：

xMVP =
V−1e
C

(2.46)

2.6 存在无风险借贷时对有效集的影响（存在无风险证券时的有

效前沿）

2.6.1 无风险贷款（无风险资产）
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定义 2.6.1 (无风险资产). 通常将 1 年期的国库券、货币市场基金或 1 年期定期存款

利率视为无风险资产的收益率，记为 rf。其满足：

♡ 收益率确定：E(rf ) = rf；

♡ 风险为零：标准差 σrf = 0；

♡ 与任何风险资产收益率 ri 不相关：Cov(rf , ri) = 0, i = 1, 2, . . . , n。

2.6.2 存在无风险资产的投资组合

投资于一种无风险资产和一种风险资产的情形

设风险资产收益率为 r（期望为 E(r)，方差为 σ2），投资于风险资产的比例为 x，则无风

险资产比例为 1− x。

♡ 组合的预期收益率：

E(rp) = (1− x)rf + xE(r) = rf + x(E(r)− rf ) (2.47)

♡ 组合的方差（因协方差为零）：

σ2
p = x2σ2 ⇒ σp = |x|σ (2.48)

消去 x，可得 E(rp) 与 σp 的线性关系：

E(rp) = rf +
E(r)− rf

σ
σp (当x ≥ 0 时) (2.49)

在 (σp, E(rp)) 平面上，这是一条从 (0, rf ) 出发、斜率为 (E(r)− rf )/σ 的射线。

投资于一种无风险资产和风险资产组合的情形

设 n 个风险证券的收益率向量为 r = (r1, r2, . . . , rn)
⊤，期望收益率向量为 R，协方差矩

阵为 V（正定）。投资于风险资产组合的权重向量为 x = (x1, x2, . . . , xn)
⊤，投资于无风险资产

的比例为 x0，满足 x0 + x⊤e = 1，其中 e = (1, 1, . . . , 1)⊤。

♡ 组合的收益率与期望收益率：

rp = x0rf + x⊤r, E(rp) = x0rf + x⊤R (2.50)

♡ 组合的方差（无风险资产与风险资产协方差为零）：

σ2
p = x⊤Vx (2.51)

2.6.3 存在无风险证券时的均值-方差模型

考虑由无风险证券与 n 个风险证券构成的投资组合 p。在给定期望收益率 µ 的条件下，

最小化组合方差：

min
x,x0

σ2
p = x⊤Vx (2.52)

s.t. x0rf + x⊤R = µ (2.53)

x0 + x⊤e = 1 (2.54)
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由 (2.54) 得 x0 = 1− x⊤e，代入 (2.53) 消去 x0，得到仅含 x 的约束：

x⊤(R − rfe) = µ− rf (2.55)

因此，模型可简化为：

min
x

σ2
p = x⊤Vx (2.56)

s.t. x⊤(R − rfe) = µ− rf (2.57)

构造拉格朗日函数：

L(x, λ) = x⊤Vx − λ
[
x⊤(R − rfe)− (µ− rf )

]
(2.58)

一阶必要条件（也是充分条件，因问题为凸优化）：

∂L

∂x = 2Vx − λ(R − rfe) = 0 (2.59)
∂L

∂λ
= x⊤(R − rfe)− (µ− rf ) = 0 (2.60)

由 (2.59) 解得：

x∗ =
λ

2
V−1(R − rfe) (2.61)

代入约束 (2.60)：
λ

2
(R − rfe)⊤V−1(R − rfe) = µ− rf (2.62)

记

H = (R − rfe)⊤V−1(R − rfe) > 0 (2.63)

（H > 0 成立是因为 V−1 正定，且假定风险证券的期望收益率不全相等，故 R− rfe ̸= 0。）由

(2.62) 得：
λ

2
=

µ− rf
H

(2.64)

代入 (2.61)，得到最优风险资产权重：

x∗ =
(µ− rf )

H
V−1(R − rfe) (2.65)

对应的无风险资产头寸为 x∗
0 = 1− x∗⊤e。

2.6.4 存在无风险资产时的有效前沿

将最优权重 x∗ 代入方差表达式：

σ2
p = (x∗)⊤Vx∗ =

(µ− rf )
2

H2
(R − rfe)⊤V−1VV−1(R − rfe) = (µ− rf )

2

H
(2.66)

由于 µ = E(rp)，式 (2.66) 可写为：

σ2
p =

(E(rp)− rf )
2

H
或 σp =

|E(rp)− rf |√
H

(2.67)

在 (σp, E(rp)) 平面上，这是两条从点 (0, rf ) 出发的射线：

E(rp) = rf ±
√
Hσp (2.68)
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其中，斜率为正的射线（E(rp) ≥ rf）对应有效前沿，即投资者通过将无风险资产与风险资产

组合 T（见下文）按不同比例混合所能达到的最优风险-收益组合。

由式 (2.65) 可知，所有有效组合中的风险资产部分权重均与向量 V−1(R − rfe) 成比例，

即所有有效组合的风险资产构成是相同的，仅比例不同。这个特定的风险资产组合称为切点

组合 (Tangency Portfolio)，记作 T。其权重向量（经归一化使权重和为 1）为：

xT =
V−1(R − rfe)

e⊤V−1(R − rfe) (2.69)

因此，存在无风险资产时的有效前沿是一条从 (0, rf ) 出发、穿过切点组合 T 的直线，称为资

本市场线 (Capital Market Line, CML)。

注. 当允许无风险借贷时，有效集从一条双曲线（仅含风险资产）转变为一条直线（资本

市场线）。这极大地简化了投资选择：所有投资者只需持有无风险资产与同一个市场风险组合

（切点组合 T）的混合，其具体比例由个体的风险厌恶程度决定。

最符合实际的情况：无风险利率低于最小方差组合期望收益率

在存在无风险资产（允许无风险借贷）的情况下，有效前沿（即资本市场线，CML）的形

状及其与仅含风险资产的有效前沿（双曲线）的关系，取决于无风险利率 rf 与仅含风险资产

时全局最小方差组合（MVP）的期望收益率 E(rMVP) 的相对大小。

回顾仅含风险资产时的结论：

♡ MVP 的期望收益率：E(rMVP) =
B

C

♡ MVP 的方差：σ2
MVP =

1

C

其中 B = R⊤V−1e，C = e⊤V−1e。
当无风险利率 rf 满足：

rf < E(rMVP) =
B

C
(2.70)

时，所推导的存在无风险资产的有效前沿（射线）将与仅含风险资产的有效前沿（双曲线的上

半支）相切于一点，该切点 T 位于双曲线上且高于 MVP。此情形最为常见，也最符合实际市

场情况，因为通常无风险利率低于市场组合的期望收益率。

此时，在 (σ, µ) 平面上：

♡ 仅含风险资产的可行集为双曲线右侧的区域，其有效前沿为双曲线从 MVP 开始向右上

方延伸的部分。

♡ 存在无风险资产时的有效前沿（CML）是一条从无风险资产点 (0, rf ) 出发、与上述双

曲线有效前沿相切于点 T = (σm, µm) 的射线。

♡ 该射线位于双曲线上方（除了切点），意味着对于任何给定的风险水平，引入无风险资

产后都能获得比仅投资于风险资产时更高的期望收益。

切点组合 T 的坐标 (σm, µm) 及其权重 xT 可由第六节中的公式计算（见式 (2.69)）。全

局最小方差组合 MVP 的坐标为 (σG, µG)，其中 µG = B/C，σG = 1/
√
C。

因此，最符合实际的情况如图 2.3 所示：

注. 如果 rf > E(rMVP)，则资本市场线可能与双曲线的下半支相切，导致有效组合不包含

任何风险资产或出现卖空风险资产的特殊情况，这在现实中较为少见。因此，通常假设条件

(2.70) 成立，即无风险利率低于风险资产全局最小方差组合的期望收益率。
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图 2.3: 当 rf < E(rMVP) 时，资本市场线（CML）与风险资产有效前沿相切于 T 点

2.7 夏普比率

2.7.1 夏普比率的定义与含义

定义 2.7.1 (夏普比率). 对于任一投资组合 p，其夏普比率 Sp 定义为组合的超额收益

率（预期收益率超过无风险利率的部分）与组合风险（收益率的标准差）的比值：

Sp =
E(rp)− rf

σp

(2.71)

其中，

♡ E(rp)：投资组合的期望收益率，

♡ rf：无风险利率，

♡ σp：投资组合收益率的标准差（总风险）。

注 (夏普比率的含义).
夏普比率衡量了每承担一单位总风险所获得的超额收益补偿。它是评估投资组合风险调

整后绩效的重要指标。

♡ 夏普比率为正，表明组合获得了超过无风险利率的收益；

♡ 夏普比率越高，表明在相同风险水平下获得的超额收益越高，即投资组合的绩效越好；

♡ 在有效市场假设下，所有投资者持有相同的风险资产组合（市场组合），该组合的夏普

比率在所有可行风险组合中最大。

2.7.2 利用夏普比率求解切点组合（市场组合）坐标

在存在无风险资产的情况下，有效前沿是资本市场线（CML），其方程为：

E(rp) = rf +
E(rm)− rf

σm

σp (2.72)
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其中 (σm, E(rm)) 是切点组合 T（即市场组合）的坐标。CML 的斜率即为市场组合的夏普比

率：

斜率CML =
E(rm)− rf

σm

= Sm (2.73)

从投资组合优化角度，切点组合 T 是所有风险资产组合中夏普比率最大的组合。因此，

可以通过求解以下优化问题来得到 T 的权重：

max
x

Sp =
x⊤R − rf√

x⊤Vx
(2.74)

s.t. x⊤e = 1 (完全投资于风险资产) (2.75)

其中 x 为风险资产的权重向量（不含无风险资产），R 为风险资产期望收益率向量，V 为协方

差矩阵，e 为元素全为 1 的向量。

这是一个非线性优化问题。求解方法之一是将其转化为一个二次规划问题。记超额收益率

向量 R̃ = R−rfe，则目标函数等价于最大化 (x⊤R̃)2/(x⊤Vx)，或者等价地，在约束 x⊤R̃ = 常数

下最小化 x⊤Vx。最终可推导出切点组合 T 的权重向量：

xT =
V−1(R − rfe)

e⊤V−1(R − rfe) (2.76)

计算切点坐标的步骤

1. 给定无风险利率 rf、风险资产期望收益率向量 R 和协方差矩阵 V。

2. 计算超额收益率向量 R̃ = R − rfe。

3. 计算权重 xT 如式 (2.76)。

4. 计算切点组合的期望收益率和标准差：

E(rm) = x⊤
T R (2.77)

σm =
√

x⊤
T VxT (2.78)

5. 切点组合的夏普比率为 Sm =
E(rm)− rf

σm

。

注. 在图形上，切点 T 是过无风险资产点 (0, rf ) 且与仅含风险资产的有效前沿（双曲线）

相切的直线的切点。该直线的斜率即为 Sm，且是所有从 (0, rf ) 出发到风险资产可行集射线

的最大可能斜率。因此，寻找切点组合等价于寻找最大化夏普比率的风险资产组合。
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3.1 作业一

问题. 两种面值 1000 元的债券在相同时期之末按票面偿还，票息每年末支付一次，剩余

期限为整周期，现在购买它们都可得到 2% 的年收益率。第一种债券的票息率为 2.5%，

目前售价为 1136.78 元，第二种债券的票息率为 1.25%，求第二种债券的价格。(按复

利计算)

证明.

(i) 确定剩余期限 n

第一种债券：面值 F = 1000，年收益率为 r = 0.02，票息 C1 = F × 0.025 = 25，现价

P1 = 1136.78。由债券现值公式我们可知：

P1 =
n∑

t=1

C1

(1 + r)t
+

F

(1 + r)n

代入可得：

1136.78 = C1 ×
1− (1 + r)−n

r
+ F × (1 + r)−n

46
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1136.78 = 25× 1− (1.02)−n

0.02
+ 1000× (1.02)−n

1136.78 = 1250× (1− (1.02)−n) + 1000× (1.02)−n

令 X = (1.02)−n，则：

1136.78 = 1250− 1250X + 1000X

250X = 1250− 1136.78

250X = 113.22

X = (1.02)−n =
113.22

250
= 0.45288

则

n = − log1.02(0.45288) = − ln 0.45288

ln 1.02
≈ 40.00499

即我们可得剩余期限为 n ≈ 40 年。

(ii) 第二种债券的价格 P2

第二种债券：面值 F = 1000，票面利率 c2 = 0.0125，年收益率 r = 0.02，期限 n = 40，

票息 C2 = F × c2 = 1000× 0.0125 = 12.5 元。

第二种债券的价格 P2 为：

P2 =
40∑
t=1

C2

(1.02)t
+

F

(1.02)40

P2 = C2 ×
1− (1.02)−40

0.02
+ F × (1.02)−40

代入已知值 (1.02)−40 = 0.45288：

P2 = 12.5× 1− 0.45288

0.02
+ 1000× 0.45288

P2 = 12.5× 0.54712

0.02
+ 452.88

P2 = 12.5× 27.356 + 452.88

P2 = 341.95 + 452.88

P2 = 794.83 元

综上我们可得第二种债券的价格为 P2 ≈ 794.83 元。

3.2 作业二

问题.
minσ2

p = xTV x s.t. xT e = 1

求满足上述优化问题的 x，xTR，σ2
p.
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解. 我们令：

L = xTV x− λ(xT e− 1)

求偏导并令其为零：

∂L
∂x

= 2V x− λe = 0 ⇒ V x =
λ

2
e

∂L

∂λ
= 1− xT e = 0

由 V x = λ
2
e 可得：

x =
λ

2
V −1e

代入约束条件 xT e = 1：(
λ

2
V −1e

)T

e = 1 ⇒ λ

2
eTV −1e = 1

⇒ λ =
2

eTV −1e

因此最优解 x 为：

x =
V −1e

eTV −1e

对应的期望收益 xTR 为：

xTR =
eTV −1R

eTV −1e

最小方差 σ2
p 为：

σ2
p = xTV x =

eTV −1V V −1e

(eTV −1e)2
=

eTV −1e

(eTV −1e)2
=

1

eTV −1e

综上：

x =
V −1e

eTV −1e
, xTR =

eTV −1R

eTV −1e
, σ2

p =
1

eTV −1e

3.3 作业三

问题. 已知两个风险证券 A、B 的相关数据如下：

证券 收益率 期望收益率 标准差 组合比例

A rA 8% 12% x

B rB 13% 20% 1− x

证券 A、证券 B 收益率的相关系数为 ρ = 0.25。现将证券 A 和证券 B 构造投资组合

p，其组合比例为 x、1 − x。无风险证券的收益率为 rf = 5%，投资组合 p 的收益率、

期望收益率、标准差分别记为 rp、E(rp)、σp。

试求 max E(rp)− rf
σp

时投资组合 p 中证券 A、证券 B 的组合比例及 E(rp)、σ2
p。
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解. 由题意：E(rA) = 0.08, E(rB) = 0.13，故组合 p 的期望收益率为：

E(rp) = xE(rA) + (1− x)E(rB) = 0.08x+ 0.13(1− x) = 0.13− 0.05x

由题意：σA = 0.12, σB = 0.2 组合 p 方差为：

σ2
p = (xσA)

2 + ((1− x)σB)
2 + 2ρ · xσA · (1− x)σB

= 0.0144x2 + 0.04(x2 − 2x+ 1) + 0.012(x− x2)

= 0.0424x2 − 0.068x+ 0.04

则：

max E(rp)− rf
σp

= max 0.13− 0.05x− 0.05√
σ2
p

= max 0.08− 0.05x√
0.0424x2 − 0.068x+ 0.04

我们只需求 y =
0.08− 0.05x√

0.0424x2 − 0.068x+ 0.04
的最大值即可：

y =
0.08− 0.05x√

0.0424x2 − 0.068x+ 0.04

⇒ y2(0.0424x2 − 0.068x+ 0.04) = 0.0064− 0.008x+ 0.0025x2

⇒ (0.0424y2 − 0.0025)x2 − (0.068y2 − 0.008)x+ (0.04y2 − 0.0064) = 0

我们利用上述关于 x 方程的 ∆ ≥ 0 可得：

(0.068y2 − 0.008)2 − 4(0.0424y2 − 0.0025)(0.04y2 − 0.0064) ≥ 0

令 t = y2 ≥ 0，代入得：

(0.068t− 0.008)2 − 4(0.0424t− 0.0025)(0.04t− 0.0064) ≥ 0

第一项：

(0.068t− 0.008)2 = 0.004624t2 − 0.001088t+ 0.000064

第二项：

(0.0424t− 0.0025)(0.04t− 0.0064) = 0.001696t2 − 0.00037136t+ 0.000016

乘以 4：

4(0.001696t2 − 0.00037136t+ 0.000016) = 0.006784t2 − 0.00148544t+ 0.000064

两式相减：

[0.004624t2−0.001088t+0.000064]−[0.006784t2−0.00148544t+0.000064] = −0.00216t2+0.00039744t

故我们只需解不等式：

−0.00216t2 + 0.00039744t ≥ 0 ⇐⇒ t(−0.00216t+ 0.00039744) ≥ 0

因 t ≥ 0，故：

−0.00216t+ 0.00039744 ≥ 0

t ≤ 0.00039744

0.00216
= 0.184
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即 y2 ≤ 0.184，所以：

|y| ≤
√
0.184 ≈ 0.428

这表明

max E(rp)− rf
σp

= max y = 0.428

下面我们求
E(rp)− rf

σp

最大时 x 的值：我们将 y2 = 0.184 代入方程：

(0.0424y2 − 0.0025)x2 − (0.068y2 − 0.008)x+ (0.04y2 − 0.0064) = 0

可将方程化为：

0.0053016x2 − 0.004512x+ 0.00096 = 0

其中：

∆ = (0.004512)2 − 4× 0.0053016× 0.00096 = 0

故：

x =
0.004512

2× 0.0053016
=

0.004512

0.0106032
≈ 0.4255

则

1− x = 0.5745

E(rp) = 0.13− 0.05x ≈ 0.108725

σ2
p = 0.0424x2 − 0.068x+ 0.04 ≈ 0.01874

综上：

证券 A 组合比例 证券 B 组合比例 组合 p 期望收益率 E(rP ) 组合 p 方差 σ2
p

0.4255 0.5745 0.108725 0.01874

3.4 作业四

问题 (1). 利用夏普比率求切点坐标对应的投资组合比例：

maxSp =
E (rp)− rf

σp

=
xTR− rf

(xTV x)
1/2

s.t. xTe = 1

解. 利用约束条件 xTe = 1，我们可将夏普比率改写为：

Sp =
xTR− rfx

Te√
xTV x

=
xT (R− rfe)√

xTV x
. (3.1)

注. 实际上我们将原约束优化问题转化为无约束问题。
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记 Rf = R− rfe，则问题等价于：

max
x

xTRf√
xTV x

.

我们令 g(x) = f(x)2，即：

g(x) =
(xTRf )

2

xTV x
.

那么：

∇g(x) =
2(xTRf )Rf · (xTV x)− (xTRf )

2 · 2V x

(xTV x)2

=
2(xTRf )

(xTV x)2
[
Rf (x

TV x)− (xTRf )V x
]
.

令 ∇g(x) = 0，由于 xTV x > 0（V 正定），且 xTRf ̸= 0，可得：

Rf (x
TV x) = (xTRf )V x.

注. 若 x∗ 是 g(x) 的一个局部极大值点，且 g 在 x∗ 处可微，则必有 ∇g(x∗) = 0。

我们正是利用这一必要条件来计算可能的最优解。

令 λ =
xTV x

xTRf

，则上式化为：

V x = λRf .

由于 V 可逆，解得：

x∗ = λV −1Rf .

将 x∗ 代入约束条件 xTe = 1：

λeTV −1Rf = 1 ⇒ λ =
1

eTV −1Rf

.

因此此时投资组合比例 x∗ 为：

x∗ =
V −1Rf

eTV −1Rf

=
V −1(R− rfe)

eTV −1(R− rfe)
.

将 x∗ 代入式 (3.1) 计算最大夏普比率 S∗
p：

S∗
p =

(x∗)T (R− rfe)√
(x∗)TV x∗

=

(R−rfe)
TV −1(R−rfe)

eTV −1(R−rfe)√
(R−rfe)TV −1(R−rfe)

[eTV −1(R−rfe)]2

=
(R− rfe)

TV −1(R− rfe)/e
TV −1(R− rfe)√

(R− rfe)TV −1(R− rfe)/|eTV −1(R− rfe)|

=
√
(R− rfe)TV −1(R− rfe).

故最大夏普比率 S∗
p 为：

S∗
p =

√
(R− rfe)TV −1(R− rfe).

此时的期望收益率 µ∗
p 为：

µ∗
p = (x∗)TR =

(R− rfe)
TV −1R

eTV −1(R− rfe)
.
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方差 (σ∗
p)

2 为：

(σ∗
p)

2 = (x∗)TV x∗ =
(R− rfe)

TV −1(R− rfe)

[eTV −1(R− rfe)]2
.

注. 好像还有一点不大严谨的是：我们需要说明利用梯度为 0 求出来的 x∗ 为最大值的

点(梯度为 0 是 g 极值点的必要条件，还需要确定到底是极小值点还是极大值点)，还需要进

一步说明：

考虑函数 g(x) =
(xTRf )

2

xTV x
，其中 Rf = R− rfe，V 是正定对称矩阵。

我们已经通过梯度为零求得驻点 x∗ =
V −1Rf

eTV −1Rf

。现在我们需要验证该点对应的是最大

值而不是最小值，我们可以通过计算 g(x) 在 x∗ 处的黑塞矩阵并证明其在约束切空间上的负

定性则可说明选取的 x∗ 是最大值条件。

首先我们先来计算黑塞矩阵。记 α = xTRf，β = xTV x，则 g(x) = α2/β。

∇g(x) =
∂

∂x

(
α2

β

)
=

2αRfβ − α2(2V x)

β2
=

2α

β2
(βRf − αV x).

此时我们对梯度再求导得到黑塞矩阵 H(x) = ∇2g(x)：

H(x) =
∂

∂x

[
2α

β2
(βRf − αV x)

]
= 2

∂

∂x

[
α

β2

]
(βRf − αV x)T +

2α

β2

∂

∂x
(βRf − αV x).

其中：
∂

∂x

(
α

β2

)
=

Rfβ
2 − α(2β · 2V x)

β4
=

Rf

β2
− 4αV x

β3
,

∂

∂x
(βRf − αV x) = Rf (2V x)T − [Rf (V x)T + αV ] = Rfx

TV − αV .

代入得：

H(x) = 2

(
Rf

β2
− 4αV x

β3

)
(βRf − αV x)T +

2α

β2
(Rfx

TV − αV )

=
2

β2
Rf (βRf − αV x)T − 8α

β3
V x(βRf − αV x)T +

2α

β2
(Rfx

TV − αV ).

在驻点 x∗ 处，由一阶条件有 β∗Rf = α∗V x∗，其中 α∗ = (x∗)TRf，β∗ = (x∗)TV x∗。

代入上式，前两项均为零，只剩第三项：

H(x∗) =
2α∗

(β∗)2
(Rf (x

∗)TV − α∗V ).

利用关系 Rf =
α∗

β∗V x∗，可得：

H(x∗) =
2α∗

(β∗)2

(
α∗

β∗V x∗(x∗)TV − α∗V

)
=

2(α∗)2

(β∗)3
V x∗(x∗)TV − 2(α∗)2

(β∗)2
V .

由一阶条件有：

β∗Rf = α∗V x∗ ⇐⇒ x∗ =
β∗

α∗V
−1Rf

将 x∗ 代入 V x∗(x∗)TV ：

V x∗(x∗)TV = V

(
β∗

α∗V
−1Rf

)(
β∗

α∗R
T
f (V

−1)T
)
V

=
(β∗)2

(α∗)2
V V −1RfR

T
f V

−1V

=
(β∗)2

(α∗)2
RfR

T
f
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故：

H(x∗) =
2(α∗)2

(β∗)3

[
(β∗)2

(α∗)2
RfR

T
f

]
− 2(α∗)2

(β∗)2
V

=
2

β∗RfR
T
f − 2(α∗)2

(β∗)2
V

=
2

(β∗)2
[
β∗RfR

T
f − (α∗)2V

]
将 x∗ 的表达式代入 α∗ 的定义式：

α∗ = (x∗)TRf =

(
β∗

α∗R
T
f V

−1

)
Rf =

β∗

α∗

(
RT

f V
−1Rf

)
⇒ RT

f V
−1Rf =

(α∗)2

β∗

故：

H(x∗) =
2

(β∗)2
[
β∗RfR

T
f − (α∗)2V

]
=

2(α∗)2

(β∗)2

[
β∗

(α∗)2
RfR

T
f − V

]
=

2(α∗)2

(β∗)2

[
1

RT
f V

−1Rf

RfR
T
f − V

]

= −2(α∗)2

(β∗)2

[
V −

RfR
T
f

RT
f V

−1Rf

]

令 A = V −
RfR

T
f

RT
f V

−1Rf

，则 H(x∗) = − 2(α∗)2

(β∗)2
A。

现在我们只需要证明 A 在约束切空间 T = {z : zTe = 0} 上是正定的。对任意非零

z ∈ Rn：

zTAz = zTV z − (zTRf )
2

RT
f V

−1Rf

.

由 Cauchy-Schwarz 不等式 (zTRf )
2 ≤ (zTV z)(RT

f V
−1Rf )，可知 zTAz ≥ 0。等号成立当

且仅当 z 与 V −1Rf 共线，即 z = kV −1Rf。由于 eTV −1Rf > 0，故 V −1Rf 不在切空间

T 中，因此对任意非零 z ∈ T ，z 不与 V −1Rf 共线，从而 zTAz > 0。这表明 A 在 T 上

是正定的。

于是 H(x∗) = − 2(α∗)2

(β∗)2
A 在 T 上是负定的。根据约束优化问题的二阶充分条件，在满足

一阶条件的驻点处，若拉格朗日函数关于变量的黑塞矩阵在约束切空间上负定，则该点是局

部极大值点。

而这样的点只有一个，故我们能说明这个极大值点就是全局最大值点！

3.5 作业五

设 n 个风险证券的相关数据或相关符号等如下：它们的收益率为 ri，期望收益率为 E(ri)；

i = 1, 2, · · · , n，收益率的协方差矩阵 V = (σij)n×n 为正定矩阵。

记 e = (1, 1, · · · , 1)T，r = (r1, r2, · · · , rn)T，R = (R1, R2, · · · , Rn)
T，Ri = E(ri)，i =

1, 2, · · · , n；Ri 不全相同。θ = {x | xT e = 1}。
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问题. 设投资组合 p 是由上述 n 个风险证券构成的一个已知投资组合，其组合比例为

xp（xT
p e = 1），收益率为 rp，期望收益率为 E(rp)，收益率标准差为 σp。

(i) 试求投资组合 Q 的组合比例 xq，其中 xq 为满足下述模型的解。

min
{
(xq − xp)

TV (xq − xp)
}

s.t.

(xq − xp)
TR = µ (其中 µ 为非零常数)

xT
q e = 1

(ii) 试求在 (σ2, E(r)) 坐标下，通过坐标原点及全局最小方差组合 (MVP) 的射线与

上述 n 个风险证券构成的投资组合边界曲线的交点 M（非全局最小方差组合）所

对应的边界组合的方差 σ2
M、期望收益 E(rM ) 和组合比例 xM。

(iii) 证明在 (i) 得出的解中，(xq−xp) 为 (xM−xMV P ) 的倍数，
{
(xq − xp)

TV (xq − xp)
}

为 (σ2
M − σ2

MV P ) 的倍数。

解.

(i) 求 xq：

令 y = xq − xp，则 xq = xp + y。此时约束条件化为

µ = (xq − xp)
TR = yTR, 0 = 1− 1 = xT

q e− xT
p e = (xq − xp)

T e = yT e.

即

yTR = µ, yT e = 0.

我们构造拉格朗日函数：

L(y, λ1, λ2) = yTV y + λ1(y
TR− µ) + λ2(y

T e).

对 y 求梯度

∂L
∂y

=
∂

∂y

(
yTV y

)
+ λ1

∂

∂y

(
yTR

)
+ λ2

∂

∂y

(
yT e

)
= 2V y + λ1R+ λ2e.

注.

∂L
∂y

=
∂

∂y

(
yTV y

)
+ λ1

∂

∂y

(
yTR

)
+ λ2

∂

∂y

(
yT e

)
♡ ∂

∂y
(yTV y)：

设 V = (Vij)n×n 对称，y = (y1, . . . , yn)
T，则

yTV y =
n∑

i=1

n∑
j=1

Vijyiyj .
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对 yk 求偏导（k = 1, . . . , n）：

∂

∂yk

(
n∑

i=1

n∑
j=1

Vijyiyj

)
=

n∑
i=1

n∑
j=1

Vij
∂

∂yk
(yiyj)

=
n∑

i=1

n∑
j=1

Vij (δikyj + yiδjk) (其中δik 为 Kronecker 符号)

=
n∑

j=1

Vkjyj +
n∑

i=1

Vikyi.

利用 V 的对称性 Vik = Vki，得

∂

∂yk
(yTV y) =

n∑
j=1

Vkjyj +
n∑

i=1

Vkiyi = 2
n∑

j=1

Vkjyj .

所以

∂

∂y
(yTV y) =


2
∑n

j=1 V1jyj

2
∑n

j=1 V2jyj
...

2
∑n

j=1 Vnjyj

 = 2V y.

♡ ∂

∂y
(yTR)：

R = (R1, . . . , Rn)
T，则

yTR =
n∑

i=1

Riyi.

对 yk 求偏导：
∂

∂yk

(
n∑

i=1

Riyi

)
= Rk.

所以

∂

∂y
(yTR) =


R1

R2

...
Rn

 = R.

♡ ∂

∂y
(yT e)：

由于 e = (1, 1, . . . , 1)T，有

yT e =
n∑

i=1

yi.

对 yk 求偏导：
∂

∂yk

(
n∑

i=1

yi

)
= 1.

所以

∂

∂y
(yT e) =


1

1
...
1

 = e.
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将以上三项的梯度代入，得

∂L
∂y

= 2V y + λ1R+ λ2e.

令梯度为 0
∂L
∂y

= 2V y + λ1R+ λ2e = 0.

于是

V y = −1

2
(λ1R+ λ2e) =⇒ y = −1

2
V −1(λ1R+ λ2e). (3.2)

注. V 为正定矩阵，故可逆。

我们记：A = eTV −1e, B = eTV −1R = RTV −1e, C = RTV −1R, ∆ = AC −B2

代入约束条件 yT e = 0 得

−1

2
(λ1e

TV −1R+ λ2e
TV −1e) = −1

2
(λ1B + λ2A) = 0 =⇒ λ2 = −B

A
λ1.

代入约束 yTR = µ 得

−1

2
(λ1R

TV −1R+ λ2R
TV −1e) = −1

2
(λ1C + λ2B) = µ.

将 λ2 = −Bλ1/A 代入：

−1

2

(
λ1C − B2

A
λ1

)
= µ =⇒ −λ1

2
· AC −B2

A
= µ.

解得

λ1 = − 2Aµ

AC −B2
= −2Aµ

∆
, λ2 = −B

A
λ1 =

2Bµ

∆
.

代入 (3.2)：

y = −1

2
V −1

[
−2Aµ

∆
R+

2Bµ

∆
e

]
=

µ

∆
V −1(AR−Be).

因此

xq = xp +
µ

∆
V −1(AR−Be) = xp + µ ·

V −1
[
(eTV −1e)R− (eTV −1R)e

]
(eTV −1e)(RTV −1R)− (eTV −1R)2

. (3.3)

(ii) 求交点 M 所对应的边界组合的方差 σ2
M、期望收益 E(rM ) 和组合比例 xM：

定义 (全局最小方差组合). 全局最小方差组合（MVP）的组合比例、期望收益率、

方差为：

xMVP =
V −1e

A
, EMVP =

B

A
, σ2

MVP =
1

A
.

注. 第五章课件第 41 页（我这里的 A 和 C 和课件上是反着来的）.

由 (i) 我们可知在 (σ2, E) 平面上满足方程

σ2 = min
{
(xq − xp)

TV (xq − xp)
}
= min

{
yTV y

}
=

AE2 − 2BE + C

∆
. (3.4)

注. 这里直接拿课件上的公式，具体可见第五章课件第 47 面的定理 4.1
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过原点 (0, 0) 与点 (σ2
MVP, EMVP) 的射线方程为

E

σ2
=

EMVP

σ2
MVP

=
B/A

1/A
= B =⇒ E = Bσ2. (3.5)

将 (3.5) 代入 (3.4)：

σ2 =
A(Bσ2)2 − 2B(Bσ2) + C

∆
=

AB2σ4 − 2B2σ2 + C

∆
.

整理得

AB2σ4 − (AC +B2)σ2 + C = 0. (3.6)

因为 σ2 = 1/A 对应 MVP 点，故 (σ2 − 1/A) 是 (3.6) 的一个因子。解得另一根为

σ2
M =

C

B2
.

代入 E = Bσ2 得

EM = B · C

B2
=

C

B
.

注. 由第五章课件第 38 面我们可知，M − V 组合最优解的组合比例一般形式为

x = g + hE，其中

g =
CV −1e−BV −1R

∆
, h =

AV −1R−BV −1e

∆
.

代入 EM = C/B：

xM = g + h · C
B

=
CV −1e−BV −1R

∆
+

AV −1R−BV −1e

∆
· C
B

=
1

∆

[
CV −1e−BV −1R+

AC

B
V −1R− CV −1e

]
=

1

∆

[(
AC

B
−B

)
V −1R

]
=

1

∆
· AC −B2

B
V −1R

=
V −1R

B
.

综上，

σ2
M =

C

B2
, EM =

C

B
, xM =

V −1R

B
. (3.7)

(iii) 证明倍数关系：

由 (3.3) 知 y = xq − xp = µ
∆
V −1(AR−Be)，

由 (3.7) 及 xMVP = V −1e/A 得

xM − xMVP =
V −1R

B
− V −1e

A
=

1

AB
V −1(AR−Be).

比较两式可得

xq − xp =
µAB

∆
(xM − xMVP). (3.8)
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因此 (xq − xp) 是 (xM − xMVP) 的倍数。

进一步，我们有：

(xq − xp)
TV (xq − xp) = yTV y

=

(
µAB

∆

)2

(xM − xMVP)
TV (xM − xMVP).

因此

(xM − xMVP)
TV (xM − xMVP) = xT

MV xM + xT
MVPV xMVP − 2xT

MV xMVP

=
C

B2
+

1

A
− 2

A

=
C

B2
− 1

A
= σ2

M − σ2
MVP.

注. σ2
M = C

B2 , σ
2
MVP = 1

A

于是

(xq − xp)
TV (xq − xp) =

µ2A2B2

∆2
(σ2

M − σ2
MVP). (3.9)

故 (xq − xp) 为 (xM − xMV P ) 的倍数，
{
(xq − xp)

TV (xq − xp)
}

为 (σ2
M − σ2

MV P ) 的倍

数。

3.6 作业六

问题. 设投资组合 p 是由 3 个风险证券构成的一个已知投资组合，其组合比例为 wp =

(w1, w2, w3)
T，收益率为 rp，期望收益率为 E(rp)。

考虑如下单因素模型：ri = αi + βirp + εi，i = 1, 2, 3，

cov(rp, εi) = 0, E(εi) = 0, cov(εj , εi) = 0, i ̸= j

若记 α = (α1, α2, α3)
T，β = (β1, β2, β3)

T，ε = (ε1, ε2, ε3)
T，求 αTV −1β。（三证券收

益率的协方差矩阵 V 为正定矩阵）

证明. 我们把单因素模型

ri = αi + βirp + εi, i = 1, 2, 3,

写成向量形式 r = α+βrp+ε，其中 E(ε) = 0，Cov(ε, rp) = 0，Cov(ε) = D = diag(σ2
ε1
, σ2

ε2
, σ2

ε3
)

为对角矩阵。

则证券收益率的协方差矩阵为

V = Cov(r) = Cov(α+ βrp + ε)

= Cov(βrp + ε)

= Cov(βrp) + Cov(ε) + 2Cov(βrp, ε)

= Cov(βrp) +D

= ββT Var(rp) +D

= σ2
pββ

T +D,
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由于 rp = wT
p r，有

Cov(r, wT
p r) = E

[
(r − E[r])(wT

p r − E[wT
p r])

T
]

= E
[
(r − E[r])(r − E[r])Twp

]
= E

[
(r − E[r])(r − E[r])T

]
wp

= Cov(r)wp

= V wp.

另一方面
Cov(r, rp) = Cov(α+ βrp + ε, rp)

= Cov(βrp, rp) + Cov(ε, rp)

= β Cov(rp, rp)

= β Var(rp)

= βσ2
p.

因此

V wp = βσ2
p

即

wT
p V = σ2

pβ
T

将上述右乘 V −1

wT
p V V −1 = σ2

pβ
TV −1 ⇒ wT

p = σ2
pβ

TV −1

对上述取转置：

wp = σ2
p(V

−1)Tβ = σ2
pV

−1β

将 rp = wT
p r 代入模型得

rp = wT
p α+ (wT

p β)rp + wT
p ε.

比较系数可得

wT
p β = 1, wT

p α = 0. (3.10)

现在，将 wp 的表达式代入 wT
p α = 0：

(σ2
pV

−1β)Tα = 0 ⇐⇒ σ2
pβ

T (V −1)Tα = 0 ⇐⇒ σ2
pβ

TV −1α = 0

因为 σ2
p = Var(rp) = wT

p V wp > 0，所以：

βTV −1α = 0

由于 αTV −1β 是一个标量，且 V −1 是对称矩阵，所以 (αTV −1β)T = βT (V −1)Tα =

βTV −1α。

αTV −1β = βTV −1α = 0



To be continue...
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