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1. 图与子图

定义 1.0.1 (超图). 一个超图H 是一个有序对：

H = (V,E)

(i) V 是一个非空有限集合，称为顶点集。其元素称为顶点;

(ii) E 是顶点集 V 的幂集 P(V ) 中除去空集的部分的一个子集，即 E ⊆ P(V )，其

元素称为超边。超边时非空的，即对于任意 e ∈ E 有 e ̸= ∅.

补充说明：

(i) 超图的阶是顶点集的大小，记为 |V |。

(ii) 超图的规模是超边集的大小，记为 |E|。

(iii) 超边 e ∈ E 的基数是该超边所包含的顶点的数量，即 |e|。

(iv) 若存在整数 k，使得对所有 e ∈ E 都有 |e| = k，则该超图称为k 一致超图。特别

地，2 一致超图就是普通无向图。
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定义 1.0.2 (完全二部图). 图 V (G) = X ∪ Y, |X| = m, |Y | = n，X 中的每一个点与 Y

中每一个点关联，则这样的图称完全二部图为，记作 Km,n.

定义 1.0.3 (平面图). 存在一种画法使得 ∀e1, e2 ∈ E(G), e1 ∩ e2 = ∅ 或者在端点上相

交，这样的图就称为平面图.

定义 1.0.4 (支撑子图). 设 G = (V,E) 和 H = (V ′, E′) 是两个图。如果 H 是 G 的子

图且 V ′ = V（即顶点集相同），则称 H 是 G 的支撑子图（或生成子图）。

换句话说，H 是通过从 G 中删除一些边（但不删除任何顶点）得到的图。

定义 1.0.5 (导出子图). 设 G = (V,E) 是一个图，S ⊆ V 是一个顶点子集。

1. 顶点导出子图 G[S]：以 S 为顶点集，以 G 中所有两个端点都在 S 中的边为边

集的子图。即：

G[S] = (S, {uv ∈ E | u, v ∈ S})

2. 边导出子图 G[F ]：设 F ⊆ E 是一个边子集，以 F 中边的所有端点为顶点集，以

F 为边集的子图。即：

G[F ] = ({v ∈ V | v 与F 中某边关联}, F )

定理 1.0.1 (Handshoking). 对于 G = (V,E), V = {v1, . . . vn}，则：∑
v∈V (G)

d(v) = 2|E(G)| (1.1)

注. 这实际上说明了：奇度点的个数一定是偶数个.

定理 1.0.2 (Friendship). 如果一个图中任意两个顶点都恰好有一个公共顶点，则

∃v, d(v) = n− 1.

证明. 我们利用反证法来证明：假设上述定理是错误的，那么存在有限图 G，其中任意两个顶

点恰好有一个公共邻居，但不存在与其他所有顶点相连的顶点。

(Step1) 证明 G 是正则图

G 是正则图，换言之：d(u) = d(v), ∀ u, v ∈ V。

首先考察不相邻的顶点 u 和 v。令 d(u) = k，且 w1, · · · , wk 为 u 的邻居。

由于 u 和 v 恰好有一个共同邻居，那么存在一个 wi 与 v 相邻。假设 w2 与 v 相邻。由

于 u 和 w2 恰好有一个共同邻居，那么存在另一个 wj 与 w2 相邻。假设 w1 与 w2 相

邻，那么 v 与 w1 的共同邻居是 w2，并假设对于任意 i ≥ 2，v 与 wi 的共同邻居为 zi。

由于 G 中任意两个顶点恰好有一个公共邻居，G 满足 C4-条件，即 G 中不存在长度为

4 的圈，因为 4-圈中相邻的两顶点没有共同邻居。根据 C4-条件可知，这些 zi 都是不同
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的。否则，若 z2 与 w2 和 w3 都相邻，那么 u,w2, w3, z2 构成一个 4-圈。

那么我们得到，d(v) ≥ k = d(u)。根据对称性，我们有 d(u) ≥ d(v)，所以 d(u) = d(v) = k。

我们知道所有 wi 以外的点不与 u 相邻或不与 v 相邻，所以它们都有度 k，因为不相邻

的点有相同的度。另外，由于存在与 w2 不相邻的点，比如 w3（否则 u,w1, w2, w3 构成

一个 4-圈），w2 的度也是 k。所以，我们得到 G 是 k-正则的。

对 u 的 k 个邻居 w1, · · · , wk 的度求和，得到 k2。由于 u 以外的所有顶点都与 u 恰好

有一个共同邻居，我们把 u 以外所有的顶点都数了一次，而 u 被数了 k 次。所以，G

的总顶点数为 n = k2 − k + 1。

(Step2) 代数手段 ⇒ 矛盾

对于 k ≤ 2，G = K1 或 G = K3，这里 Kn 为有 n 个顶点的完备图，其中任意两顶点

被唯一的一条边相连，但是 K1 和 K3 都是风车图，所以 k > 2。接下来，我们要通过

线性代数得到矛盾。

一个有 n 个顶点图的邻接矩阵）A ∈ {0, 1}n×n 中，若顶点 i 和顶点 j 相邻，则 Aij = 1，

否则 Aij = 0。根据 (Step1)，G 的邻接矩阵 A 的每一行恰好有 k 个 1。而且，由于 G

中任意两个顶点恰好有一个共同邻居，对于任意两行，都恰好有一列其中两个数都是 1。
另外由于 A 为对称矩阵，且主对角线上都是 0，我们有

A2 =


k 1 · · · 1

1 k · · · 1
...

... . . . ...
1 1 · · · k

 = (k − 1)I + J

这里 I 是单位矩阵，J 是全为 1 的矩阵。

由于 J 有重数为 1 的特征值 n 和重数为 n − 1 的特征值 0，A2 有重数为 1 的特征值

k − 1 + n = k2 和重数为 n− 1 的特征值 k − 1。

因为 A 是对称的，所以是可对角化的，所以 A 等价于一个对角矩阵，A2 也等价于一

个对角矩阵。由于对角化后特征值不变，A 有重数为 1 的特征值 k 和特征值 ±
√
k − 1。

若
√
k − 1 的重数为 r，−

√
k − 1 的重数为 s，那么 r + s = n− 1。

由于矩阵所有特征值之和为迹，即主对角线上的值之和，我们有 k+r
√
k − 1−s

√
k − 1 =

trace(A) = 0，且 r ̸= s（否则 3 < k = 0），所以
√
k − 1 = k

s−r
。

有一个定理说，若一个自然数 m 的平方根
√
m 是有理数，则

√
m 是整数。戴德金对此

定理的证明如下：令 p 为满足 p
√
m ∈ N 的最小自然数。若

√
m /∈ N，则存在 l ∈ N 使

得 0 <
√
m− l < 1。

令 q = p(
√
m− l)，那么 q = p

√
m− pl ∈ N，且 q

√
m = pm− pv

√
m ∈ N。但是 q < p，

所以这个矛盾表明
√
m ∈ N。

由上述定理可得，
√
k − 1 ∈ N。根据 (s− r)

√
k − 1 = k = (

√
k − 1)2 + 1，

√
k − 1 整除

(
√
k − 1)2 + 1。又因为

√
k − 1 整除 (

√
k − 1)2，而 (

√
k − 1)2 和 (

√
k − 1)2 + 1 为一奇

一偶，所以
√
k − 1 = 1，即 k = 2，这时，我们发现，得到的结论与 k > 2 矛盾，所以

G 中存在一个与其他所有顶点相连的顶点。
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定义 1.0.6 (线图). 设 G = (V,E) 是一个无向图。G 的线图，记为 L(G)，是一个这样

的图：

(i) L(G) 的每个顶点对应原图 G 中的一条边。

(ii) 在 L(G) 中，两个顶点相连当且仅当它们所对应的原图 G 中的两条边在 G 中共

享一个公共顶点（即这两条边是相邻的）。

形式化地，其顶点集和边集定义为：

V (L(G)) = E(G)

E(L(G)) = {{e1, e2} ⊆ E(G) | e1 ̸= e2 且e1 ∩ e2 ̸= ∅}

这里将边 e ∈ E(G) 视为由两个端点构成的集合。如果 G 是简单图，则 e1 ∩ e2 ̸= ∅ 意

味着两条边至少有一个共同的端点。

定义 1.0.7 (度序列). 设 G = (V,E) 是一个无向图，其顶点集为 V = {v1, v2, . . . , vn}。
令 di = d(vi) 表示顶点 vi 的度。称序列 (d1, d2, . . . , dn) 为图 G 的度序列。

通常，我们将度序列中的项按非递增顺序排列，即 d1 ≥ d2 ≥ · · · ≥ dn，并称

(d1, d2, . . . , dn) 为图 G 的非递增度序列。

一个非负整数序列 (d1, d2, . . . , dn) 如果它是某个简单图的度序列，则称该序列是可图

的。

定理 1.0.3. 给定以下两个序列且 (i) 降序：

(i)s, t1, t2, . . . , ts, d1, d2, . . . , dk (ii)t1 − 1, t2 − 1, . . . , ts − 1, d1, d2, . . . , dk

则 (i) 可图 ⇐⇒ (ii) 可图.

证明. 我们基于 Havel–Hakimi 定理的构造思想来证明。

首先注意到序列 (i) 具有特殊结构：最大度 s，接下来的 s 个度 t1, . . . , ts 满足 s ≥ t1 ≥
· · · ≥ ts ≥ d1 ≥ · · · ≥ dk。这正好符合 Havel–Hakimi 定理中删除最大度顶点后影响前 s 个顶

点的情形。

如果序列 (i) 可图，则存在一个简单图实现 G，其中度最大的顶点 v0（度数为 s）与度数

为 t1, . . . , ts 的顶点 v1, . . . , vs 全部相邻。这是因为假设原图实现中 v0 不与某个 vi 相邻，但

与某个度较低的 u（度数为某个 dj）相邻。由于 ti ≥ dj，存在某个顶点 w 与 vi 相邻但不与

u 相邻。那么我们可以进行边交换：删除边 v0u 和 viw，添加边 v0vi 和 uw。这保持所有顶点

的度不变，但增加了 v0 与高度顶点的连接数。重复此过程，最终 v0 与所有 v1, . . . , vs 相邻。

现在假设 (i) 可图，取满足上述性质的图 G。删除顶点 v0 及其 s 条边，得到图 G′。在

G′ 中，顶点 vi (1 ≤ i ≤ s) 的度由 ti 变为 ti − 1，而顶点 uj (1 ≤ j ≤ k) 的度保持 dj 不变。

因此 G′ 的度序列为 (t1 − 1, . . . , ts − 1, d1, . . . , dk)，按降序排列即为序列 (ii)。故 (ii) 可图。

反之，假设 (ii) 可图，设 H 是其一个实现。添加新顶点 v0，并连接 v0 与 H 中度数为

t1 − 1, . . . , ts − 1 的顶点（即原 t1, . . . , ts 对应的顶点）。得到的新图 G 中，deg(v0) = s，那些

顶点的度恢复为 t1, . . . , ts，其余顶点度仍为 d1, . . . , dk。因此 G 的度序列为 (i)。由于操作不

产生重边或自环，G 是简单图。
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综上，定理得证。

定义 1.0.8 (道 (Walk)). 设图 G = (V,E)，一个道是指一个顶点和边的交错序列

v0, e1, v1, e2, v2, . . . , ek, vk

其中 ei = vi−1vi ∈ E 对 i = 1, 2, . . . , k 成立。

v0 称为道的起点，vk 称为道的终点，k 称为道的长度。

定义 1.0.9 (迹 (Trail)). 一个迹是指边不重复的道，即道中所有边 e1, e2, . . . , ek 互不相

同。

定义 1.0.10 (路 (Path)). 一个路是指顶点不重复的道（边自然也不重复）。等价地，路

是顶点互不相同的迹。

定义 1.0.11 (围长). 图中最短圈的长度.

定理 1.0.4. G 是一个圈，如果 ∀v, d(v) ≥ 2 则 G 一定有圈.

证明. 若无圈，我们取最长路则必然能找到一个圈.

定理 1.0.5. G 是一个简单图，如果 δ ≥ k，则 G 一定有长度为 k + 1 的路.

证明. 还是取最长路构造即可.
设 P = v0v1 · · · vℓ 是 G 中最长的一条路。由于 P 是极长的，所有与 v0 相邻的顶点都在

P 上。因为 deg(v0) ≥ δ(G) ≥ k，所以 v0 在 P 上至少有 k 个邻居。

设 vi 是 v0 在 P 上最远的邻居，即 i 是最大的下标使得 v0vi ∈ E(G)。考虑路 v0v1 · · · vi，
其长度为 i。由于 v0 的所有邻居都在 {v1, v2, . . . , vi} 中（由 i 的最大性保证），且 v0 至少有

k 个邻居，所以 i ≥ k。因此 P 包含一条从 v0 到 vi 的长度为 k 的路（取 v0v1 · · · vk 即可）。

更精确地，v0 的邻居集 N(v0) ⊆ {v1, . . . , vℓ}，设其中下标最大的为 vm，则 m ≥ |N(v0)| ≥
k，于是子路 v0v1 · · · vm 的长度 m ≥ k。

定理 1.0.6. G 是连通的简单图，n ≥ 3，如果任意不相邻的 u, v 有 d(u) + d(v) ≥ k，

k < n，则有 k 长的路.

证明. 还是取最长路构造即可.
设 P = v1v2 · · · vm 是 G 中的一条极长路。假设 m ≤ k，我们将推出矛盾。

由于 P 是极长的，所有与 v1 相邻的顶点都在 P 上，所有与 vm 相邻的顶点也都在 P 上。

令 S = {vi ∈ P | v1vi+1 ∈ E(G)}，T = {vi ∈ P | vmvi ∈ E(G)}。
显然 |S| = d(v1)，|T | = d(vm)。如果 v1 和 vm 相邻，则 d(v1) + d(vm) ≥ k 自动成立。如

果 v1 和 vm 不相邻，由定理条件有 d(v1) + d(vm) ≥ k。

现在考虑集合 S 和 T 的性质。若存在某个 vj ∈ S∩T，则 v1vj+1 ∈ E(G) 且 vmvj ∈ E(G)，

于是我们可以构造圈 v1v2 · · · vjvmvm−1 · · · vj+1v1。由于 G 连通且 m < n（因 m ≤ k ≤ n 且
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若 m = n 则已有长度为 n− 1 ≥ k 的路），存在某个不在圈上的顶点与圈上某顶点相邻，从而

可扩展得到更长的路，与 P 的极大性矛盾。

因此 S∩T = ∅，于是 |S∪T | = |S|+|T | = d(v1)+d(vm) ≥ k。但 S∪T ⊆ {v1, v2, . . . , vm−1}，
故 |S ∪ T | ≤ m− 1 ≤ k − 1，矛盾。

所以假设 m ≤ k 不成立，即 m ≥ k + 1，G 包含长度至少为 k 的路。

注. 核心思想在于最长路上的相邻两点不能与最长路的首位同时分别相连.

定理 1.0.7. G 是一个二部图，G = [X,Y ] 等价于 G 中无奇圈.

证明. 设 G = (V,E)。

(⇒) 若 G 是二部图，设其顶点集划分为 V = X ∪ Y，且每条边的两个端点分别属于 X

和 Y。假设 G 包含一个圈 C = v1v2 · · · vkv1。不妨设 v1 ∈ X，则 v2 ∈ Y，v3 ∈ X，依此类推。

一般地，vi ∈ X 当 i 为奇数，vi ∈ Y 当 i 为偶数。由于 vkv1 是边，vk 与 v1 属于不同部，故

k 为偶数。因此 C 是偶圈，G 不含奇圈。

(⇐) 若 G 不含奇圈，我们构造二部划分。由于只需对每个连通分量分别证明，不妨设 G

连通。任取顶点 u ∈ V，定义：

X = {v ∈ V | u 到 v 的最短路径长度为偶数}, Y = {v ∈ V | u 到 v 的最短路径长度为奇数}.

显然 X ∩ Y = ∅，X ∪ Y = V。下面证明 X 和 Y 都是独立集。

假设存在边 vw 两端点都在 X 中。设 Pu 和 Qu 分别是 u 到 v 和 u 到 w 的最短路径，

长度均为偶数。设 x 是 Pu 和 Qu 的最后一个公共顶点。则 x 到 v 的段 Pxv 与 x 到 w 的

段 Qxw 除 x 外无公共顶点，且长度 |Pxv| 和 |Qxw| 同奇偶（因 |Pu| 与 |Qu| 同奇偶）。于是

Pxv + vw +Qxw 构成一个圈，其长度为 |Pxv|+ |Qxw|+ 1，为奇数，矛盾。

同理可证 Y 中无边。因此 G 是二部图。

例 1.0.1. G 是一个简单图，d(G) = d 则存在一个支撑二部图 H，d(H) ≥ d
2
.

注. 即问是否存在二部划分使得度数大于总的一半

注. 支撑二部图的定义为：H 是 G 的一个子图 (顶点相同)，且 H 是二部图.

证明. 我们通过迭代改进的方法构造这样的支撑二部子图。

构造过程：

1. 初始时，将顶点集 V (G) 任意划分为两个子集 A 和 B。

2. 定义支撑二部子图 H 为包含所有 A-B 之间边的子图，即：

E(H) = {uv ∈ E(G) | u ∈ A, v ∈ B}

3. 对于每个顶点 v ∈ V (G)，记 dH(v) 为 v 在 H 中的度数。

4. 当存在顶点 v 满足 dH(v) < ⌈d/2⌉ 时，执行以下操作：
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♡ 如果 v ∈ A，将 v 从 A 移到 B

♡ 如果 v ∈ B，将 v 从 B 移到 A

同时更新 E(H) 为新的 A-B 之间的所有边。

5. 重复步骤 4 直到不存在这样的顶点 v。

正确性分析：

首先证明每次移动都严格改善目标顶点的度数。考虑一个不满足条件的顶点 v，即 dH(v) <

⌈d/2⌉。
移动前，dH(v) 是 v 与另一个部中顶点的连边数。移动后，v 的新度数为：

d′H(v) = dG(v)− dH(v)

因为原来与 v 同部的连边（不在 H 中）现在变成了 A-B 之间的边（在 H 中），而原来 A-B
之间的边（在 H 中）现在变成了同部的边（不在 H 中）。

由于 dG(v) ≥ d 且 dH(v) < ⌈d/2⌉，我们有：

d′H(v) > d− ⌈d/2⌉

分两种情况：

♡ 如果 d 是偶数，则 ⌈d/2⌉ = d/2，于是：

d′H(v) > d− d/2 = d/2 = ⌈d/2⌉

♡ 如果 d 是奇数，则 ⌈d/2⌉ = (d+ 1)/2，于是：

d′H(v) > d− (d+ 1)/2 = (d− 1)/2 = ⌊d/2⌋

由于度数是整数，d′H(v) ≥ ⌊d/2⌋+ 1 = ⌈d/2⌉

因此，移动后 d′H(v) ≥ ⌈d/2⌉。
终止性证明：

定义势函数 Φ = |E(H)|，即 H 中的边数。

当移动顶点 v 时，Φ 的变化量为：

∆Φ = [dG(v)− dH(v)]− dH(v) = dG(v)− 2dH(v)

由于 dH(v) < ⌈d/2⌉，有：

♡ 如果 d 是偶数：2dH(v) ≤ d− 1，故 ∆Φ ≥ 1

♡ 如果 d 是奇数：2dH(v) ≤ d，但由 dH(v) < ⌈d/2⌉ = (d + 1)/2 得 2dH(v) ≤ d − 1，故

∆Φ ≥ 1

因此每次移动都严格增加 Φ。由于 0 ≤ Φ ≤ |E(G)|，且 |E(G)| 是有限值，这个过程必然

在有限步内终止。

当过程终止时，对所有顶点 v ∈ V (G) 都有 dH(v) ≥ ⌈d/2⌉，即 δ(H) ≥ ⌈d/2⌉。
综上，我们构造出了满足要求的支撑二部子图 H。
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例 1.0.2. G 是 n 个顶点的简单图，无三角形，则它最多有多少条边.

这实际上是 Mantel 定理.

定理 1.0.8 (Mantel 定理). 设 G 是 n 个顶点的简单图，且 G 中不包含三角形，则 G

最多有
⌊
n2

4

⌋
条边。

证明. 我们使用数学归纳法证明。当 n = 1, 2 时结论显然成立。假设对少于 n 个顶点的图结

论成立，考虑 n 个顶点的无三角形图 G。

取 G 中一条边 uv。由于 G 无三角形，u 的邻点集 N(u) 与 v 的邻点集 N(v) 不相交（除

u, v 自身外）。因此：

d(u) + d(v) ≤ n

现在考虑删除顶点 u 和 v 得到的图 G′，它有 n − 2 个顶点且无三角形。由归纳假设，G′ 的

边数最多为
⌊
(n−2)2

4

⌋
。

于是 G 的边数满足：

|E(G)| ≤ |E(G′)|+ (d(u) + d(v)− 1) ≤
⌊
(n− 2)2

4

⌋
+ (n− 1)

计算： ⌊
(n− 2)2

4

⌋
+ (n− 1) =

⌊
n2 − 4n+ 4

4

⌋
+ (n− 1) =

⌊
n2

4
− n+ 1

⌋
+ (n− 1)

当 n 为偶数时，n = 2k：⌊
n2

4
− n+ 1

⌋
+ (n− 1) = (k2 − 2k + 1) + (2k − 1) = k2 =

n2

4

当 n 为奇数时，n = 2k + 1：⌊
n2

4
− n+ 1

⌋
+ (n− 1) =

⌊
k2 + k +

1

4
− 2k − 1 + 1

⌋
+ (2k) = k2 − k + 2k = k2 + k =

⌊
n2

4

⌋
因此 |E(G)| ≤

⌊
n2

4

⌋
。

等号在完全二部图 K⌊n/2⌋,⌈n/2⌉ 时达到，该图显然无三角形且边数为
⌊
n2

4

⌋
。

例 1.0.3. 任意图 G，若 d(G) ≥ d 则存在 H ⊆ G 使得 δ(H) ≥ d
2
.

证明. 我们通过迭代删除最小度顶点来构造这样的子图。从 H0 = G 开始。在第 i 步，如果当

前图 Hi 中存在顶点 v 满足 dHi
(v) ≤ d/2，则删除 v 得到 Hi+1 = Hi − v。重复此过程直到无

法再删除这样的顶点为止，设最终得到的图为 H。

首先证明这个过程必然终止，因为每一步顶点数减少 1，而图 G 的顶点数是有限的。

现在证明 δ(H) > d/2。由构造过程，当算法终止时，H 中每个顶点的度都大于 d/2，否

则会被继续删除。

最后证明 H 非空。反设 H 是空图，这意味着我们删除了 G 的所有顶点。考虑删除过程

中被删除的顶点顺序 v1, v2, . . . , vn，其中 n = |V (G)|。对于每个被删除的顶点 vi，在删除时

刻它在当前图中的度不超过 d/2。
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设 m = |E(G)|，则 d(G) = 2m/n > d，即 m > dn/2。

另一方面，每条边 (u, v) 在删除过程中，当第一个端点被删除时，该边就从当前图中消失

了。因此，所有顶点的度数和（在各自被删除的时刻）至少为 2m（因为每条边对其两个端点

的度数各贡献 1）。但由删除规则，每个顶点 vi 在删除时的度数不超过 d/2，所以总度数和不

超过 n · (d/2)。于是：

2m ≤ n · d
2

这与 m > dn/2 矛盾。因此 H 非空，且满足 δ(H) > d/2。



2. 树 (Tree)

定义 2.0.1 (切边). 设 G = (V,E) 是一个图，边 e ∈ E 称为 G 的切边（或桥），如果

G− e 的连通分支数比 G 的连通分支数多 1。
等价定义：边 e 是切边当且仅当 e 不包含在 G 的任何圈中。

推论 2.0.1. 任意连通图都有一个支撑树作为子图.

注. 支撑树和生成树是同个东西：Spanning Tree.

定理 2.0.2. G 是一个连通图，T1, T2 为支撑树，令 e ∈ E(T1)− E(T2).

(1) ∃f ∈ E(T2)− E(T1) 使得 T1 − e+ f 为生成树.

(2) ∃f ∈ E(T2)− E(T1) 使得 T2 − e+ f 为生成树.

证明. (1) 考虑从 T1 中删除边 e，这将 T1 分成两个连通分支 A 和 B。由于 T2 是连通图且

包含顶点集 A 和 B，T2 中必有一条边 f 连接 A 和 B，且 f ̸= e（因为 e /∈ E(T2)）。显然

f ∈ E(T2) \ E(T1)，否则 T1 中已有边连接 A 和 B，矛盾。

现在证明 T1 − e + f 是支撑树。首先，T1 − e + f 有 n − 1 条边（与 T1 相同）。其次，

14
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T1 − e+ f 是连通的：对于任意 u ∈ A 和 v ∈ B，在 T1 − e 中它们不连通，但加入 f 后，通

过 f 可以连接 A 和 B，因此图变得连通。由于具有 n− 1 条边的连通图是树，故 T1 − e+ f

是支撑树。

(2) 在 T2 中添加边 e 会形成一个唯一的圈 C（因为树加一边产生一圈）。这个圈 C 必须

包含 e 和至少一条 T2 中不在 T1 中的边（因为如果 C 中所有边都在 T1 中，则 T1 包含圈，矛

盾）。设 f 是 C 中一条属于 E(T2) \ E(T1) 的边。

现在证明 T2 − f + e 是支撑树。首先，T2 − f + e 有 n− 1 条边。其次，T2 − f + e 是连

通的：删除 f 会断开 T2，但加入 e 后，由于 e 连接了 f 在 T2 中连接的两个连通分支（因为

e 在圈 C 中），图重新变得连通。因此 T2 − f + e 是支撑树。

定义 2.0.2 (余树). 设 G = (V,E) 是一个连通图，T 是 G 的一棵生成树。T 的余树

（或余林）定义为边集 E \ E(T )，记作 T ∗ 或 T。

如果 G 有 n 个顶点、m 条边，则余树有 m− n+ 1 条边。

定义 2.0.3 (边割). 设 G = (V,E) 是一个图，S ⊂ V 是非空真子集。边割 [S, V \S] 是
G 中所有一个端点在 S 中、另一个端点在 V \ S 中的边的集合。

边割的规模 |[S, V \ S]| 称为割的容量。

定义 2.0.4 (键). 键（或极小边割）是极小的非空边割，即删除该边割会使图连通分支

数增加，但它的任何真子集都不具有这个性质。

定理 2.0.3. T 是连通图 G 的生成树，e 是 T 的任意一条边：

(1) 余树 T 不包含 G 的键.

(2) T + e 包含 G 的唯一键.

证明. (1) 假设余树 T 包含某个键 B。由于 B ⊆ T，B 与生成树 T 不相交。但键的定义要求

删除 B 后图的连通分支数增加，而 T 是连通的且与 B 不相交，因此 T 在 G − B 中仍然是

连通支撑子图，这意味着 G−B 仍然连通，矛盾。故余树 T 不包含任何键。

(2) 考虑从生成树 T 中删除边 e，得到 T − e，它有两个连通分支，设对应的顶点划分为

(S, V \ S)。令 B = [S, V \ S] 是相应的边割。首先证明 B 是键：由于 T − e 在 S 和 V \ S 内

部都是连通的，且 B 是连接这两个部分的全部边的集合，删除 B 后图会分裂成至少两个连

通分支，且 B 是极小的（因为 T 是树，e 是连接 S 和 V \ S 的唯一树边）。

再证明唯一性：假设存在另一个键 B′ ⊆ T −e。由于 B′ 是键，它必须包含连接 S 和 V \S
的边，但 T − e 中连接 S 和 V \ S 的边只有 B 中的那些边（因为 T 是树，e 是连接这两个

部分的唯一树边）。因此 B′ 必须包含 B 的某个非空子集，但键是极小的，所以 B′ = B。故

T − e 包含唯一的键 B。

定义 2.0.5. 删边：E(G)− e；收缩边：G \ e 删 e 使它的两个端点重合.
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定理 2.0.4. 若 e ∈ E(G)，则 τ(G) = τ(G− e) + τ(G \ e)
其中 τ(G) 是 G 的支撑树数.

证明. 将 G 的所有支撑树按照是否包含边 e 分为两类：

第一类：不包含边 e 的支撑树。这些支撑树就是图 G − e 的支撑树，因此这类支撑树的

数目为 τ(G− e)。

第二类：包含边 e 的支撑树。对于每个这样的支撑树 T，将边 e 收缩后，T/e 是 G/e 的

一个支撑树。反之，对于 G/e 的每个支撑树 T ′，通过将收缩的顶点” 展开” 为边 e 的两个端

点，并加入边 e，可以得到 G 的一个包含 e 的支撑树。这是一一对应关系，因此这类支撑树

的数目为 τ(G/e)。

由于这两类支撑树互不相交且覆盖了 G 的所有支撑树，所以

τ(G) = τ(G− e) + τ(G/e)

注. 分成两类情况来讨论：实际上就是删掉一个点的图和缩点后的图.

定理 2.0.5 (1889,Caylay).
τ(Kn) = nn−2 (2.1)

Prüfer 编码证明 [prufer1918]. 我们建立 Kn 的支撑树集合与长度为 n− 2 的序列（每个分

量在 {1, . . . , n} 中取值）之间的一一对应。

编码过程：给定标号树 T（顶点标号为 1, 2, . . . , n），执行以下步骤：

1. 初始化空序列 P

2. 当树中顶点数 > 2 时重复：

♡ 找到当前标号最小的叶子顶点 v（度数为 1 的顶点）

♡ 设 u 是与 v 相邻的唯一顶点

♡ 将 u 的标号加入序列 P

♡ 从树中删除顶点 v 及其关联的边

3. 最终得到 Prüfer 序列 P = (a1, a2, . . . , an−2)

解码过程：给定 Prüfer 序列 P = (a1, a2, . . . , an−2)，执行以下步骤：

1. 初始化 A = {1, 2, . . . , n}（所有顶点的集合）

2. 对于 i = 1 到 n− 2：

♡ 在 A 中找到不在 (ai, ai+1, . . . , an−2) 中出现的最小标号 bi

♡ 添加边 (bi, ai) 到树中

♡ 从 A 中删除 bi

3. 最后 A 中剩下两个顶点，在它们之间添加一条边
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可以验证这两个过程是互逆的：对于任意树 T，有 decode(encode(T )) = T；对于任意序

列 P，有 encode(decode(P )) = P。

由于长度为 n− 2 的序列共有 nn−2 个，且这是一一对应，故 τ(Kn) = nn−2。

矩阵树定理证明 [kirchhoff1847]. 矩阵树定理（Matrix-Tree Theorem）表明：图 G 的支撑

树数目等于其拉普拉斯矩阵 L 的任意 n− 1 阶代数余子式。

对于完全图 Kn，其拉普拉斯矩阵为：

L =


n− 1 −1 · · · −1

−1 n− 1 · · · −1
...

... . . . ...
−1 −1 · · · n− 1


n×n

考虑删除第 n 行第 n 列后的 (n− 1)× (n− 1) 矩阵：

M =


n− 1 −1 · · · −1

−1 n− 1 · · · −1
...

... . . . ...
−1 −1 · · · n− 1


(n−1)×(n−1)

令 J 为 (n− 1)× (n− 1) 的全 1 矩阵，则 M = nI − J。

计算 det(M)：矩阵 J 的特征值为 n− 1（重数 1）和 0（重数 n− 2），因此 M = nI − J

的特征值为：

♡ n− (n− 1) = 1（重数 1）

♡ n− 0 = n（重数 n− 2）

故 det(M) = 1× nn−2 = nn−2。

由矩阵树定理，τ(Kn) = det(M) = nn−2。

生成函数法证明 [moon1970]. 设 Tn 为 n 个顶点的标号树数目。考虑指数生成函数：

T (x) =
∑
n≥1

Tn
xn

n!

关键观察：每个 n 个顶点的标号树可以唯一地分解为根顶点和附着在根上的若干子树。

更精确地，考虑以顶点 1 为根的树，其余 n − 1 个顶点构成若干子树，这些子树通过边与根

相连。

由 Cayley 公式，n 个顶点的标号森林（由 k 棵树组成）且指定 k 个根（标记为 1, 2, . . . , k）

的数目为 knn−k−1。

考虑函数方程：设 F (x) 为有根树的生成函数，则每个有根树可以看作根连接着若干个有

根树（顺序不重要），因此：

F (x) = xeF (x)

使用 Lagrange 反演公式：如果 F (x) = xϕ(F (x))，其中 ϕ(t) = et，则：

[xn]F (x) =
1

n
[tn−1]ϕ(t)n =

1

n
[tn−1]ent =

1

n
· nn−1

(n− 1)!
=

nn−1

n!

因此 Tn = n! · nn−1

n!
= nn−1，但这是有根树的数目。无根树的数目为 Tn = nn−2（因为有

n 个不同的根选择）。



18

递归公式法证明 [aigner2018]. 我们对顶点数 n 进行归纳证明。

基础情况：当 n = 1 时，τ(K1) = 1 = 11−2；当 n = 2 时，τ(K2) = 1 = 22−2。

归纳假设：假设对于所有 m < n，有 τ(Km) = mm−2。

考虑 Kn，固定一个顶点 v。我们计算包含 v 且 v 的度数为 k 的支撑树数目。这样的树

可以这样构造：

♡ 从其余 n− 1 个顶点中选择 k 个作为 v 的邻居：
(
n−1
k

)
种选择

♡ 这 k 个邻居顶点与 v 构成一个星形结构

♡ 剩下的 n− 1− k 个顶点（不在 v 的邻居集合中）可以形成任意森林，但要保证整个图

连通

更精确地，包含顶点 v 且 v 的度数为 k 的支撑树数目为：(
n− 1

k

)
· k · (n− 1)n−k−2

其中：

♡
(
n−1
k

)
：选择 v 的 k 个邻居

♡ k：每个邻居都可以连接到 v 的某条边（但这里实际上是计算不同的树结构）

♡ (n− 1)n−k−2：由归纳假设，n− 1 个顶点的完全图有 (n− 1)n−3 棵支撑树，但需要调整

计数

实际上，使用更精确的计数公式：包含特定顶点且该顶点度数为 k 的支撑树数目为：(
n− 2

k − 1

)
(n− 1)n−k−1

对所有可能的度数 k 求和：

τ(Kn) =
n−1∑
k=1

(
n− 2

k − 1

)
(n− 1)n−k−1

令 j = k − 1，则：

τ(Kn) =
n−2∑
j=0

(
n− 2

j

)
(n− 1)n−2−j = [(n− 1) + 1]n−2 = nn−2

最后一个等式由二项式定理得到。这就完成了归纳证明。

定理 2.0.6. 如果 T 是一个有 k 条边的树，G 是一个简单图且 δ(G) ≥ k 则 T ⊆ G.

证明. 我们对树 T 的顶点数 m = k + 1 进行归纳证明。

当 m = 1 时，T 是单个顶点，显然包含于 G。

当 m = 2 时，T 是一条边。由于 δ(G) ≥ 1，G 至少有一条边，故 T ⊆ G。

假设定理对顶点数少于 m 的树成立。现在考虑有 m 个顶点的树 T。设 v 是 T 的一个叶

子顶点（度数为 1 的顶点），u 是 v 的唯一邻居。令 T ′ = T − v，这是有 m− 1 个顶点的树。

由归纳假设，T ′ ⊆ G，即存在同态嵌入 f : V (T ′) → V (G) 使得 f 是单射且保持边关系。



Chapter 2. 树 (Tree) 19

现在考虑顶点 f(u) ∈ V (G)。由于 degG(f(u)) ≥ δ(G) ≥ k = m− 1，而 f(u) 在 T ′ 的像

中最多与 m− 2 个顶点相邻（因为 T ′ 有 m− 1 个顶点，且 u 在 T ′ 中的度数至多为 m− 2），

所以存在某个顶点 w ∈ V (G) \ f(V (T ′)) 与 f(u) 相邻。

定义 f(v) = w，则 f : V (T ) → V (G) 是 T 到 G 的同态嵌入，因此 T ⊆ G。

推论 2.0.7. δ(G) ≥ k 换成 e(G) ≥ n(k − 1) 仍然成立.

证明. e(G) ≥ n(k − 1) ⇒ δ(G) ≥ k 接着便同理.



3. 连通度

定义 3.0.1 (点割). 设 G = (V,E) 是一个图，且 G 不是完全图。顶点集 V 的一个子

集 V ′ 称为 G 的一个点割，如果从 G 中删除 V ′ 中的所有顶点后，所得子图 G − V ′

的连通分支数大于 G 的连通分支数。若 V ′ 是 G 的点割，且 G− V ′ 包含至少两个连

通分支，则称 V ′ 分离 G。

定义 3.0.2 (点连通度). 图 G 的点连通度，记作 κ(G)，定义为满足以下条件的最小整

数 k：存在一个大小为 k 的点割 V ′，使得 G− V ′ 不连通或者成为平凡图 K1。

1. 规定不连通图的点连通度为 0。

2. 规定完全图 Kn 的点连通度为 n− 1。

若 κ(G) ≥ k，则称图 G 是 k-点连通的。

定义 3.0.3 (边割). 设 G = (V,E) 是一个图。边集 E 的一个子集 E′ 称为 G 的一个割，

如果从 G 中删除 E′ 中的所有边后，所得子图 G− E′ 的连通分支数大于 G 的连通分

支数。若 E′ 是 G 的边割，且 G− E′ 包含至少两个连通分支，则称 E′ 分离 G。

20
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定义 3.0.4 (边连通度). 图 G 的边连通度，记作 κ′(G) 或者 λ(G)，定义为满足以下条

件的最小整数 k：存在一个大小为 k 的边割 E′，使得 G− E′ 不连通。

1. 规定不连通图的边连通度为 0。

2. 规定平凡图 K1 的边连通度为 0。

若 λ(G) ≥ k，则称图 G 是 k-边连通的。

定理 3.0.1. ∀G,κ(G) ≤ κ′(G) ≤ δ(G).

证明. 我们分两部分证明该不等式。

首先证明右边的不等式 κ′(G) ≤ δ(G)。

设 v 是图 G 中一个度数 d(v) = δ(G) 的顶点。考虑与 v 相关联的所有边构成的集合 Ev。

显然 |Ev| = δ(G)。当我们从 G 中删除边集 Ev 后，顶点 v 成为孤立点，即 G − Ev 不连通。

因此 Ev 是 G 的一个边割。根据边连通度 κ′(G) 的定义，它是所有边割的大小的最小值，故

有

κ′(G) ≤ |Ev| = δ(G).

接下来证明左边的不等式 κ(G) ≤ κ′(G)。

如果 G 是不连通图或平凡图 K1，则 κ(G) = 0，不等式 κ(G) ≤ κ′(G) 自然成立。现假设

G 是连通且非平凡的图。设 [S, S̄] 是一个最小边割，即 |[S, S̄]| = κ′(G)，且 S 和 S̄ = V (G)\S
均非空。

情况一：若存在某个顶点 u ∈ S，使得 u 与 S̄ 中所有顶点均不相邻，同时存在某个顶点

v ∈ S̄，使得 v 与 S 中所有顶点均不相邻。此时，选择 u ∈ S 和 v ∈ S̄，使得 u 不与 S̄ 相邻，

v 不与 S 相邻。考虑边割 [S, S̄]，它分离了 u 和 v。由于 u 和 v 分别与另一部分无边相连，删

除该边割后它们分别属于不同的连通分支。此时 κ′(G) = |[S, S̄]| ≥ 1，而 κ(G) ≥ 1（因为 G

连通），故 κ(G) ≤ κ′(G) 成立。

情况二：若非情况一，则 S 中每个顶点都与 S̄ 中至少一个顶点相邻，或者 S̄ 中每个顶

点都与 S 中至少一个顶点相邻。不妨设 S 中每个顶点都与 S̄ 中至少一个顶点相邻（另一种

情况对称处理）。现在构造一个点割 X 如下：对边割 [S, S̄] 中的每一条边 e，选取它在 S 中

的那个端点加入 X。这样构造的集合 X 满足 |X| ≤ |[S, S̄]| = κ′(G)。我们断言 X 是 G 的一

个点割。任取 u ∈ S \X 和 v ∈ S̄。由于 X 包含了所有从 S 到 S̄ 的边在 S 侧的端点，删除

X 后，S \X 和 S̄ 之间没有边相连。同时，由假设，S 中每个顶点都与 S̄ 相邻，故 S \X 非

空（否则 S = X，但 |X| ≤ κ′(G) 且 S 至少有一个顶点，除非 κ′(G) = 0 这与连通性矛盾）。

因此，在 G−X 中，S \X 和 S̄ 位于不同的连通分支，即 G−X 不连通。所以 X 是一个点

割。由点连通度 κ(G) 的定义，它是所有点割的大小的最小值，故有

κ(G) ≤ |X| ≤ κ′(G).

综合以上两种情况，不等式 κ(G) ≤ κ′(G) 得证。

注. 主要还是左半部分的不等式比较难证明，右边是显然的。但实际上左边不等式的证明

思路就是我们基于边割上的点进行考虑分两种情况讨论 S 与 S̄ 的关系。
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定义 3.0.5 (k-连通子图). 设 G 是一个图，H 是 G 的一个子图。如果 H 本身作为一

个图是 k-连通的，即满足 κ(H) ≥ k，则称 H 是 G 的一个k-连通子图。

换言之，H 是 G 的 k-连通子图当且仅当：

1. H 的顶点数 |V (H)| > k

2. 从 H 中删除任意少于 k 个顶点后，剩下的子图仍然连通

定义 3.0.6 (块). 图 G 的一个块是指图 G 的一个极大 2-连通子图，或者是一个桥（即

一条其删除会增加图连通分支数的边）连同它的两个端点，或者是一个孤立顶点。

或者说就是一个极大的没有割点的连通子图。

性质 3.0.1. 1. 图上的边不是块

2. 一条边不是块等价于它是割边

3. 树的块是边

4. 如果一个块超过两个点，则它是 2-连通的

证明. 1. “块”是极大的无割点子图。一条边（连同其两个端点）本身可能是一个块，也可

能不是。如果这条边是割边（即删除此边后图连通分支数增加），那么由这条边及其两

个端点构成的子图就是一个块（根据定义，桥及其端点是块的一种）。但如果这条边在

一个圈上，那么它所在的极大无割点子图（即包含它的那个 2-连通分支）会比这条边本

身更大，因此这条边本身就不是一个块。

2. 这条性质是第 1 条的直接推论。一条边是块，当且仅当它是极大的无割点子图。对于一

条边 e = uv 而言，它作为子图是无割点的。如果 e 是割边，那么删除 e 后，u 和 v 分

属不同的连通分支，因此无法通过添加任何其他边或顶点来形成一个包含 e 的更大的无

割点子图（因为任何尝试都会引入割点 u 或 v），所以 e 本身是极大的，从而是块。反

之，如果 e 不是割边，那么它必然包含在某个圈中。这个圈所在的 2-连通子图是一个更

大的无割点子图，因此 e 本身不是极大的，从而不是块。

3. 树是无圈的连通图，这意味着树中的每一条边都是割边。根据上一条性质，每一条割边

本身就是一个块。同时，树中没有 2-连通的子图（因为 2-连通图必须包含圈），也没有

孤立顶点（除非是只有一个顶点的平凡树，其本身是一个块）。因此，树的块分解就是

将其分解为所有的边。

4. 根据块的定义，块是极大的无割点子图。如果一个块 B 只包含两个顶点，那么它是由

一条边（桥）及其两个端点构成，此时 κ(B) = 1，它不是 2-连通的。如果一个块 B 包

含超过两个顶点，假设它不是 2-连通的，即 κ(B) ≤ 1。由于 B 顶点数大于 2 且连通，

若 κ(B) = 1，则 B 中存在割点，这与 B 是“无割点”的子图矛盾。因此必有 κ(B) ≥ 2，

即 B 是 2-连通的。
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性质 3.0.2. 1. G 的任意两个块最多只有一个公共点

2. G 的任意圈包含在一个块中

3. G 的所有块构成 G 的一个边分解

证明. 1. 假设有两个不同的块 B1 和 B2 共享两个或以上的公共顶点。考虑它们的并 B =

B1 ∪B2。可以证明 B 也是一个无割点的连通子图：因为 B1 和 B2 共享至少两个顶点，

删除其中一个顶点不会同时断开 B1 和 B2（因为它们在另一个公共顶点处仍然连通），

从而不会断开 B。这与 B1 和 B2 的极大性矛盾（B 是比 B1 或 B2 更大的无割点子图）。

因此，任意两个块至多共享一个顶点，并且这个共享的顶点一定是图 G 的割点（因为

删除该顶点会断开原本在各自块中连通的路径）。

2. 圈本身是一个 2-连通子图（因为删除任何一个顶点后，剩下的图仍然是一条路径，从而

是连通的）。根据块的定义（极大的 2-连通子图或桥/孤立点），一个圈必然包含在某个

极大的 2-连通子图中，即包含在某个块中。（注意：一个圈本身可能就是一个块，也可

能是一个更大块的真子图。）

3. “边分解”意味着图 G 的每条边都恰好属于一个块，并且不同的块之间没有公共边（它们

只可能共享顶点，如第一条性质所述）。这是因为：

♡ 每条边要么是割边（此时它自身构成一个块），要么位于某个圈上（从而位于某个

2-连通子图中，并最终包含在一个极大的 2-连通子图，即一个块中）。

♡ 如果一条边属于两个不同的块，那么这两个块将共享这条边以及它的两个端点，这

与性质 3.2(1) 矛盾。

因此，块将图 G 的边集划分成若干不相交的子集，每个子集对应一个块的边集。

接下来我们可以考虑一种特殊的树形结构：

定义 3.0.7 (Block Tree). H : V (H) = {Bi | Bi是边或者非边的块} ∪
{vj | vj是割点} , E(H) = {Bivj | vj ∈ Bi}

定义 3.0.8 (闭耳朵). 设 H 是图 G 的一个子图。一条闭耳朵（或称闭耳分解中的耳朵）

是指 G 中的一条圈（环）P，满足：

1. P 是一个圈，即起点和终点相同的路径。

2. 除了起点（也是终点）v 可能属于 H 外，P 上的所有其他内部顶点和边均不属

于 H。

换言之，闭耳朵是一个与 H 仅在某个顶点处相交的圈。

定义 3.0.9 (开耳朵). 设 H 是图 G 的一个子图。一条开耳朵（或称开耳分解中的耳朵）

是指 G 中的一条路径 P，满足：
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1. P 的起点 u 和终点 v 是两个不同的顶点，且 u, v ∈ V (H)。

2. 除了起点 u 和终点 v 外，P 上的所有其他内部顶点和边均不属于 H。

换言之，开耳朵是一条连接 H 中两个顶点的路径，且其内部顶点与 H 不交。

定理 3.0.2 (Whitney, 1932). 一个至少有 3 个顶点的图 G 是 2-连通的，当且仅当它

有一个开耳分解 (G0, G1, . . . , Gk)，其中 G0 是一个圈，且每个 Gi (i ≥ 1) 都是通过向

Gi−1 添加一个开耳朵得到的。

证明. 我们证明充分性和必要性。

必要性 (⇒)：假设 G 是 2-连通的。我们通过归纳法构造一个开耳分解。

1. 由于 G 是 2-连通的，它至少包含一个圈。任取 G 中的一个圈作为 G0。

2. 假设已经构造出 G 的一个 2-连通子图 Gi−1 (i ≥ 1)，且 Gi−1 ̸= G。由于 G 连通，存在

一条边 e = uv，其中 u ∈ V (Gi−1)，v /∈ V (Gi−1)。因为 G 是 2-连通的，G− u 仍然连

通，故在 G− u 中存在一条从 v 到 Gi−1 − u 中某顶点 w (w ̸= u) 的路径 P ′。设 P 是

从 u 出发，经过边 e 到 v，再沿路径 P ′ 到达 w 的路径。这条路径 P 就是一个开耳朵：

其端点 u,w ∈ V (Gi−1)，且除端点外所有内部顶点都不在 Gi−1 中。令 Gi = Gi−1 ∪ P，

则 Gi 仍然是 2-连通的。

3. 重复上述过程，由于 G 是有限图，最终在有限步后得到 Gk = G。

这就完成了必要性的证明。

注. 就是利用数学归纳法结合 2-连通的性质删点来证明.

充分性 (⇐)：假设 G 有一个从圈 G0 开始的开耳分解 (G0, G1, . . . , Gk)。我们证明每个

Gi 都是 2-连通的，从而 G = Gk 也是 2-连通的。

1. 基始：G0 是一个圈，显然是 2-连通的。

2. 归纳：假设 Gi−1 是 2-连通的，考虑通过添加开耳朵 P 得到 Gi。设 P 的端点为 u 和

v。要证 Gi 是 2-连通的，即删除任意一个顶点 x 后，Gi − x 仍然连通。

(a) 若 x 不在 P 上，则 Gi − x = (Gi−1 − x) ∪ P。由于 Gi−1 是 2-连通的，Gi−1 − x

连通。路径 P 连接着 Gi−1 − x 中的两个顶点 u 和 v，因此 Gi − x 连通。

(b) 若 x 在 P 上但不是端点，则 x 是 P 的内部顶点。此时 Gi − x = Gi−1 ∪ (P − x)。

由于 P − x 是两条分别从 u 和 v 出发的不相交路径（它们可能在 Gi−1 中连接），

且 Gi−1 本身连通，故 Gi − x 连通。

(c) 若 x 是 P 的端点，不妨设 x = u。则 Gi − u = (Gi−1 − u) ∪ (P − u)。由于 Gi−1

是 2-连通的，Gi−1 − u 连通。路径 P − u 连接着 v（属于 Gi−1 − u）和 P 的另一

个端点（也属于 Gi−1 − u），因此 Gi − u 连通。

综上，Gi 是 2-连通的。由归纳法，Gk = G 是 2-连通的。

充分性得证。
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定义 3.0.10 ((x, y)-点割). 设 x 和 y 是图 G 中两个不同的顶点。一个 (x, y)-点割 是

顶点集 S ⊆ V (G) \ {x, y}，使得在子图 G− S 中不存在从 x 到 y 的路径。

定义 3.0.11 (点连通度与内部不交路径数). 设 x 和 y 是图 G 中两个不同的顶点。

1. 定义 κG(x, y) 为最小的 (x, y)-点割的大小。

2. 定义 λG(x, y) 为 G 中从 x 到 y 的、内部顶点互不相交的路径的最大数量。

定理 3.0.3 (Menger 定理（点形式）). 设 x 和 y 是图 G 中两个不同的非相邻顶点，则

κG(x, y) = λG(x, y).

即，分离 x 和 y 所需删除的最少顶点数，等于它们之间内部顶点互不相交的路径的最

大数量。

换言之：就是一个非平凡图 k-连通等价于图中任意两点 u, v 之间存在 k 条内部不交的

u, v 路.

证明. 我们通过对图 G 的边数 m = |E(G)| 进行归纳来证明。

首先注意到，λG(x, y) ≤ κG(x, y) 是显然的，因为任何 (x, y)-点割必须包含每条 x-y 路径

上的至少一个内部顶点，而内部不交的路径需要不同的内部顶点。

下面证明 κG(x, y) ≤ λG(x, y)。

基始情况：当 m = 0 时，G 是空图。由于 x 和 y 不相邻且无边连接，不存在 x-y 路径，

故 λG(x, y) = 0。同时，空集 ∅ 就是一个 (x, y)-点割，故 κG(x, y) = 0。等式成立。

归纳假设：假设定理对所有边数少于 m 的图成立。

归纳步骤：考虑边数为 m 的图 G 以及其中两个不同的非相邻顶点 x 和 y。

令 k = κG(x, y)。考虑一个最小的 (x, y)-点割 S，|S| = k。

情况 1：存在某个顶点 v ∈ S，使得 v 不是 x 的邻点且不是 y 的邻点。

考虑图 G′ = G− v。在 G′ 中，S \ {v} 不是一个 (x, y)-点割（因为 S 是最小的），所以

存在一条 x-y 路径 P 不经过 S \ {v}。但 P 必须经过 v（因为 S 是 G 中的点割），所以 P 形

如 x → · · · → a → v → b → · · · → y，其中 a, b /∈ S。

现在构造两个图：

1. G1：在 G 中收缩从 b 到 y 的部分（包括 b 和 y 以及它们之间的路径）为一个新顶点 y′。

2. G2：在 G 中收缩从 x 到 a 的部分（包括 x 和 a 以及它们之间的路径）为一个新顶点

x′。

在两个图中，S 仍然是 (x, y′)（在 G1 中）和 (x′, y)（在 G2 中）的点割。由归纳假设，在

G1 中存在 k 条内部不交的 x-y′ 路径，在 G2 中存在 k 条内部不交的 x′-y 路径。将这些路径

组合起来，并注意到经过 v 的路径可以连接起来，我们得到 G 中的 k 条内部不交的 x-y 路

径。

情况 2：S 中的每个顶点要么是 x 的邻点，要么是 y 的邻点。

将 S 划分为：

1. Sx = S ∩N(x)（x 的邻点）
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2. Sy = S ∩N(y)（y 的邻点）

3. Sxy = S ∩N(x) ∩N(y)

由于 S 是最小点割，Sx \ Sxy 和 Sy \ Sxy 都非空。

考虑边 e = (u, v)，其中 u ∈ Sx \ Sxy，v ∈ Sy \ Sxy（如果这样的边存在）。在 G− e 中，

S 仍然是一个 (x, y)-点割，且大小为 k。由归纳假设，在 G − e 中存在 k 条内部不交的 x-y
路径，这些路径在 G 中也是内部不交的 x-y 路径。

如果不存在这样的边 e，那么考虑图 G′ = G − (Sxy ∪ {x, y})。在 G′ 中，Sx \ Sxy 和

Sy \ Sxy 之间没有边。由 Menger 定理的归纳假设，存在 |Sx \ Sxy| 条内部不交的路径从 x 到

Sx \ Sxy，以及 |Sy \ Sxy| 条内部不交的路径从 Sy \ Sxy 到 y。将这些路径与 Sxy 中的顶点直

接连接 x 和 y 的路径组合起来，我们得到 k 条内部不交的 x-y 路径。

综上所述，在任何情况下都存在 k 条内部不交的 x-y 路径，即 λG(x, y) ≥ k = κG(x, y)。

结合开头的不等式 λG(x, y) ≤ κG(x, y)，我们得到 κG(x, y) = λG(x, y)。

注. Menger 定理是图论中的基本定理之一，它揭示了图的连通性与内部不相交路径存在性

之间的深刻联系。该定理有多种证明方法，包括归纳法、网络流方法等。这里给出的归纳证明

是较为经典的一种。

断言 3.0.4. 1. 任意大小为 k 的 (x, y) 割只能是 N(x) 或 N(y).

2. V (G) = {x, y} ∪N(x) ∪N(y)

3. N(x) ∩N(y) = ∅

4. |N(x)| = |N(y)| = k

5. 构造 H = (N(x), N(y)) ⇒ H 包含一个完美匹配.

证明. 我们依次证明这些断言。

断言 1 的证明：证明任意大小为 k 的 (x, y)-点割只能是 N(x) 或 N(y)。

不失一般性，假设存在大小为 k 的点割 S0 = N(x)。我们需要证明任意其他大小为 k 的

(x, y)-点割 S 都满足 S = N(x) 或 S = N(y)。

假设存在一个大小为 k 的点割 S 满足 S ̸= N(x) 且 S ̸= N(y)。由后续证明的断言 2 可

知 V (G) = {x, y} ∪N(x) ∪N(y)，因此 S ⊆ N(x) ∪N(y)。

设 A = S ∩ N(x)，B = S ∩ N(y)。由于 S ̸= N(x) 且 S ̸= N(y)，必有 A ⊊ N(x) 或

B ⊊ N(y)。

♡ 如果 A ⊊ N(x)，则存在 u ∈ N(x) \A

♡ 如果 B ⊊ N(y)，则存在 v ∈ N(y) \B

考虑路径 x → u → · · · → v → y，其中 u ∈ N(x) \ A，v ∈ N(y) \ B。由于 u /∈ S 且

v /∈ S，这条路径不经过 S，与 S 是 (x, y)-点割矛盾。因此这样的 S 不存在。

断言 2 的证明：证明 V (G) = {x, y} ∪N(x) ∪N(y)。

假设存在顶点 z /∈ {x, y} ∪N(x)∪N(y)。考虑集合 S = N(x)，由假设这是一个大小为 k

的最小 (x, y)-点割。
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由于 z /∈ N(x) 且 z ̸= x, y，我们有 z /∈ S。在 G− S 中，x 是孤立点，而 y 与 x 在不同

的连通分支中。

现在考虑集合 S′ = (S \ {w}) ∪ {z}，其中 w 是 S 中任意一个顶点。由于 z 与 x 不相邻

且 z 与 y 也不相邻，删除 S′ 后：

♡ 从 x 出发无法到达 w（因为 w 被删除）

♡ 从 x 出发也无法到达 z（因为 z 与 x 不相邻）

♡ 因此 x 在 G− S′ 中仍然是孤立点

这意味着 S′ 也是一个 (x, y)-点割，且 |S′| = k。但 S′ 既不是 N(x) 也不是 N(y)，这与

断言 1 矛盾。故这样的 z 不存在。

断言 3 的证明：证明 N(x) ∩N(y) = ∅。
假设存在 z ∈ N(x) ∩N(y)。考虑集合 S = N(x) \ {z}，其大小为 k − 1。

在 G− S 中，路径 x → z → y 存在且不经过 S 中的任何顶点，因为：

♡ x 与 z 相邻且 z /∈ S

♡ z 与 y 相邻

因此 S 不是 (x, y)-点割。但这意味着存在一个大小仅为 k−1 的 (x, y)-点割，与 κG(x, y) =

k 矛盾。

断言 4 的证明：证明 |N(x)| = |N(y)| = k。

由假设，存在大小为 k 的点割 S0 = N(x) 或 S0 = N(y)。不失一般性，设 S0 = N(x)，

则 |N(x)| = k。

现在证明 |N(y)| = k。首先，N(y) 是一个 (x, y)-点割，因为删除 N(y) 后，y 成为孤立

点，与 x 不连通。因此 κG(x, y) ≤ |N(y)|。
假设 |N(y)| > k。由断言 2，V (G) = {x, y}∪N(x)∪N(y)，且由断言 3，N(x)∩N(y) = ∅。

但 |N(y)| > k 意味着 N(y) 本身就是一个大小大于 k 的点割，与最小性矛盾。

断言 5 的证明：证明二部图 H = (N(x), N(y);EH) 包含一个完美匹配。

假设H 中不存在完美匹配。根据 Hall 定理，存在一个子集A ⊆ N(x)，使得 |NH(A)| < |A|。
考虑集合 S = (N(x) \A) ∪NH(A)：

♡ |S| = |N(x) \A|+ |NH(A)| = (k − |A|) + |NH(A)| < k

♡ 在 G− S 中，从 x 出发只能到达 A 中的顶点，而 A 中的顶点只能连接到 NH(A) 中的

顶点，但 NH(A) 被删除，因此无法到达 y

于是 S 是一个大小小于 k 的 (x, y)-点割，矛盾。
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4.1 欧拉环游

定义 4.1.1 (欧拉迹). 设 G 是一个图。G 中的一条欧拉迹是指一条经过图中每条边恰好

一次的迹。换言之，若 W = v0e1v1e2 . . . emvm 是 G 中的一条迹，且 {e1, e2, . . . , em} =

E(G)，则称 W 为 G 的一条欧拉迹。

定义 4.1.2 (环游). 在图论中，环游通常指一条闭合的行走，即起点和终点相同的行走。

行走允许顶点和边重复出现，而迹要求边不重复，路径则要求顶点和边都不重复。

定义 4.1.3 (欧拉环游). 设 G 是一个图。G 中的一条欧拉环游是指一条闭合的欧拉迹，

即起点和终点相同的欧拉迹。等价地，欧拉环游是经过图中每条边恰好一次的闭迹。

定义 4.1.4 (欧拉图). 一个图 G 称为欧拉图，如果它包含一条欧拉环游。即存在一条

闭迹经过 G 中的每条边恰好一次。

28
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定理 4.1.1 (Euler, 1736). 一个非空连通图是欧拉图（即存在欧拉环游）当且仅当它的

每个顶点的度数都是偶数。

证明. 我们分别证明充分性和必要性。

必要性 (⇒)：假设 G 是欧拉图，存在一条欧拉环游 C。考虑环游 C 经过任意一个顶点

v（起点除外）。每次 C 进入 v 必定通过一条边，然后离开 v 必定通过另一条边。由于 C 经

过每条边恰好一次，所以与 v 关联的边成对出现，故 deg(v) 为偶数。对于起点 v0，C 从 v0

出发最终回到 v0，每次” 离开” 和” 进入” 也成对出现（第一次是纯离开，最后一次是纯进入，

中间过程都是进入后离开），因此 deg(v0) 也是偶数。综上，G 中每个顶点的度数都是偶数。

充分性 (⇐)：假设 G 是连通图且每个顶点的度数都是偶数。我们通过构造法证明 G 存

在欧拉环游。

从任意顶点 v0 开始，沿着边行走，并且在每个顶点处选择一条未使用过的边离开（由于

每个顶点的度数为偶数，当进入一个顶点时，未使用的边数是奇数，因此总能找到离开的边，

直到回到 v0）。这样得到一条闭迹 C。

如果 C 包含了 G 的所有边，那么 C 就是欧拉环游，证明完成。

如果 C 没有包含所有边，由于 G 连通，存在 C 上的某个顶点 v，与 v 关联的边中有未

包含在 C 中的。考虑从 v 出发，在 G 中删除 C 的所有边后得到的图 G′。G′ 中每个顶点的

度数仍然是偶数（因为从每个顶点删除的边数等于 C 中经过该顶点的次数，而这是偶数）。从

v 出发在 G′ 中重复上述过程，可以得到另一条闭迹 C ′。

现在将 C 和 C ′ 在顶点 v 处合并：沿着 C 走到 v 时，转而走完整个 C ′，再回到 v 继续

走完 C 的剩余部分。这样就得到一条更长的闭迹。

重复这个过程，由于图是有限的，最终会得到一条包含所有边的闭迹，即欧拉环游。

推论 4.1.2. 一个连通图有欧拉迹等价于它最多有两个奇度点.

证明. 我们分别证明充分性和必要性。

必要性 (⇒)：假设 G 有欧拉迹 T。考虑两种情况：

1. 如果 T 是闭迹（即欧拉环游），那么由 Euler 定理，G 中所有顶点的度数都是偶数，即

奇度点个数为 0。

2. 如果 T 是开迹，设 T 从顶点 u 开始，到顶点 v 结束（u ̸= v）。对于迹内部的任意顶点

w（w ̸= u, v），每次 T 进入 w 必定通过一条边，然后离开 w 必定通过另一条边，因此

与 w 关联的边在 T 中成对出现，deg(w) 为偶数。对于起点 u，T 从 u 出发的次数比进

入 u 的次数多 1，因此 deg(u) 为奇数。同理，对于终点 v，T 进入 v 的次数比从 v 出

发的次数多 1，因此 deg(v) 为奇数。其他顶点度数均为偶数。

综上，G 中奇度点的个数为 0 或 2。

充分性 (⇐)：假设 G 是连通图且奇度点个数最多为 2。考虑两种情况：

1. 如果 G 中没有奇度点（即所有顶点度数均为偶数），那么由 Euler 定理，G 存在欧拉环

游，这当然也是欧拉迹。

2. 如果 G 中恰有两个奇度点，设为 u 和 v。构造新图 G′，在 G 中添加一条连接 u 和 v

的新边 e（如果 u 和 v 之间原本没有边，则添加；如果已有边，则添加一条平行边）。在
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G′ 中，所有顶点的度数都是偶数：u 和 v 的度数各增加 1 变为偶数，其他顶点度数不

变。由 Euler 定理，G′ 存在欧拉环游 C。

现在从 C 中删除边 e，得到 G 中的一条迹 T。由于 C 是闭迹且包含 e，删除 e 后 T 变

为从 u 到 v 的开迹，且经过了 G 中的所有边（因为 C 经过了 G′ 的所有边，而 G′ 只

比 G 多一条边 e）。因此 T 是 G 中的欧拉迹。

综上，在两种情况下 G 都存在欧拉迹。

注. 这个定理完整刻画了存在欧拉迹（可以” 一笔画” 但不要求回到起点）的充要条件。特

别地：

♡ 当奇度点个数为 0 时，存在闭的欧拉迹（欧拉环游）

♡ 当奇度点个数为 2 时，存在开的欧拉迹，且这两个奇度点必定是欧拉迹的起点和终点

♡ 奇度点个数不可能为 1（由握手引理，奇度点个数必为偶数）

♡ 如果奇度点个数超过 2，则不存在欧拉迹

命题 4.1.3. 每一个偶图都有圈分解.

4.2 Hamilton 图

定义 4.2.1 (Hamilton 路). 设 G 是一个图。G 中的一条Hamilton 路是指一条经过

图中每个顶点恰好一次的路径。换言之，若 P = v0v1 . . . vn 是 G 中的一条路径，且

{v0, v1, . . . , vn} = V (G)，则称 P 为 G 的一条 Hamilton 路。

定义 4.2.2 (Hamilton 圈). 设 G 是一个图。G 中的一条Hamilton 圈是指一个经过图

中每个顶点恰好一次的圈。等价地，Hamilton 圈是长度为 |V (G)| 的圈，即一个包含所

有顶点的圈。

定义 4.2.3 (Hamilton 图). 一个图 G 称为Hamilton 图，如果它包含一个 Hamilton 圈。

即存在一个圈经过 G 中的每个顶点恰好一次。

定理 4.2.1 (Hamilton 图的必要条件).

1. 设 G = (X,Y ) 是一个二部图。如果 G 是 Hamilton 图，则 |X| = |Y |。

2. 如果 G 是 Hamilton 图，则对于 V (G) 的任意非空真子集 S，有 w(G−S) ≤ |S|，
其中 w(G− S) 表示删除 S 后图 G 的连通分支数。

证明. 1. 设 G = (X,Y ) 是二部图且是 Hamilton 图，则 G 包含一个 Hamilton 圈 C。由

于 G 是二部图，C 作为圈，其顶点必须在两个部分集 X 和 Y 中交替出现。因此 C 的

长度是偶数，且 |X ∩ V (C)| = |Y ∩ V (C)|。又因为 C 是 Hamilton 圈，它包含了图 G

的所有顶点，即 V (C) = V (G) = X ∪ Y，所以 |X| = |Y |。
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2. 设 G 是 Hamilton 图，C 是 G 的一个 Hamilton 圈。设 S 是 V (G) 的任意非空真子集。

考虑 C − S，即从圈 C 中删除所有属于 S 的顶点。由于 C 是一个圈，删除 k = |S| 个
顶点最多将 C 分成 k 条互不连通的路径（即最多 k 个连通分支）。因此，C − S 的连通

分支数 w(C − S) ≤ |S|。

由于 C 是 G 的生成子图（即 V (C) = V (G) 且 E(C) ⊆ E(G)），删除相同的顶点集 S

后，有 C − S 是 G − S 的生成子图。一个图的连通分支数不会比它的生成子图的连通

分支数更少，即：

w(G− S) ≤ w(C − S) ≤ |S|

因此，w(G− S) ≤ |S| 对 V (G) 的任意非空真子集 S 成立。

注. 1. 条件 |X| = |Y | 是二部图成为 Hamilton 图的 必要条件 而非充分条件。例如，两

个不相交的 K1,2 可以构成一个二部图满足 |X| = |Y | = 2，但它显然不是 Hamilton 图。

2. 条件 w(G− S) ≤ |S| 同样是 Hamilton 图的 必要条件 而非充分条件。这个条件通常被

称为 连通性条件，它要求图具有较高的连通性，删除少数顶点不会破坏图的结构太多。

不满足此条件的图一定不是 Hamilton 图，但满足此条件的图也不一定是 Hamilton 图

（例如 Petersen 图满足此条件但不是 Hamilton 图）。

定理 4.2.2. 设 H 是图 G 的生成子图（即 V (H) = V (G) 且 E(H) ⊆ E(G)）。则 G 的

连通分支数不会多于 H 的连通分支数，即：

w(G) ≤ w(H)

更一般地，对于任意顶点子集 S ⊆ V (G)，有：

w(G− S) ≤ w(H − S)

证明. 核心思想：添加边不会增加连通分支数。

1. 由于 H 是 G 的生成子图，G 可以通过在 H 上添加边得到，即 E(G) = E(H)∪E′，其

中 E′ 是额外添加的边集合。

2. 在 H 中，某些顶点之间可能不连通（属于不同的连通分支）。当我们添加边 E′ 得到 G

时，这些新边可能将原本在 H 中不连通的顶点连接起来，从而减少连通分支数。

3. 但添加边绝对不可能增加连通分支数，因为：

♡ 添加边不会破坏已有的连通性

♡ 添加边只能将原本分离的连通分支合并，或者不改变连通性

♡ 添加边永远不可能把一个连通分支拆分成多个

4. 因此，G 的连通分支数最多等于 H 的连通分支数，即 w(G) ≤ w(H)。

5. 对于任意 S ⊆ V (G)，考虑删除 S 后的图 G− S 和 H − S。由于 H − S 是 G− S 的生

成子图，同样的推理成立，所以 w(G− S) ≤ w(H − S)。
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4.3 Drac 定理

定理 4.3.1 (Drac’s Theorem,1952). 如果 G 是一个 n 个点的简单图，当 n ≥ 3 且

δ(G) ≥ n
2

时，G 是 Hamilton 图.

证明. 我们使用反证法和极值法来证明。

假设：G 满足 δ(G) ≥ n
2
，但 G 不是 Hamilton 图。

在所有满足 δ(G) ≥ n
2

的非 Hamilton 图中，选择边数最多的一个作为 G。由于 G 不是

Hamilton 图但边数极大，意味着如果添加任意一条新边，图就会变成 Hamilton 图。

设 u 和 v 是 G 中两个不相邻的顶点。根据 G 的极大性，图 G+ uv 包含一个 Hamilton
圈。由于 G 本身没有 Hamilton 圈，这个 Hamilton 圈必须经过边 uv。因此，在 G 中存在一

条 Hamilton 路 P = v1v2 · · · vn，其中 v1 = u，vn = v。

注. 我们相当于取“极大反例”，即说明最坏的情况都成立，那么对于其他情况也是成立的.

现在定义两个集合：

♡ S = {i ∈ {2, 3, . . . , n} : v1vi ∈ E(G)} （即与 u 相邻的顶点在 P 上的下标集合）

♡ T = {i ∈ {1, 2, . . . , n− 1} : vivn ∈ E(G)} （即与 v 相邻的顶点在 P 上的下标集合）

注意 vn /∈ S（因为 vn = v 与 u 不相邻），v1 /∈ T（因为 v1 = u 与 v 不相邻）。

由最小度条件：

♡ |S| = deg(u) ≥ n
2

♡ |T | = deg(v) ≥ n
2

考虑集合 S′ = {i − 1 : i ∈ S}。由于 S ⊆ {2, 3, . . . , n}，有 S′ ⊆ {1, 2, . . . , n − 1}，且

|S′| = |S| ≥ n
2
。

现在 S′ 和 T 都是 {1, 2, . . . , n− 1} 的子集，且：

|S′|+ |T | ≥ n

2
+

n

2
= n > n− 1

根据鸽巢原理，S′ 和 T 必须有交集。设 k ∈ S′ ∩ T。

由 k ∈ S′，存在 j ∈ S 使得 k = j − 1，即 v1vj ∈ E(G)。由 k ∈ T，有 vkvn ∈ E(G)，即

vj−1vn ∈ E(G)。

现在我们可以构造一个 Hamilton 圈：

C = v1vjvj+1 · · · vnvj−1vj−2 · · · v1

因此，假设不成立，满足 δ(G) ≥ n
2

的图 G 一定是 Hamilton 图。

4.4 Ore 条件

引理 4.4.1 (Ore 条件). G 是简单图，若存在 u, v ∈ V (G), u ≁ v 使得 d(u) + d(v) ≥ n

则 G 是 Hamilton 图 ⇐⇒ G+ uv 是 Hamilton 图.
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证明. 我们分别证明两个方向。

方向 1 (⇐)：如果 G+ uv 是 Hamilton 图，则 G 是 Hamilton 图。即如果 G+ uv 有一

个 Hamilton 圈 C，那么：

1. 如果 C 不包含边 uv，则 C 完全在 G 中，所以 G 是 Hamilton 图。

2. 如果 C 包含边 uv，那么 C 本身不在 G 中，但我们需要证明 G 中仍然存在某个 Hamilton
圈。

这是非平凡的情况。由于 C 使用边 uv，在 C 中存在一条 Hamilton 路 P = v1v2 · · · vn，
其中 v1 = u，vn = v。

现在定义两个关键集合：

♡ S = {i ∈ {2, 3, . . . , n} : v1vi ∈ E(G)} （在 G 中与 u 相邻的顶点在路径 P 上的下标

集合）

♡ T = {i ∈ {1, 2, . . . , n − 1} : vivn ∈ E(G)} （在 G 中与 v 相邻的顶点在路径 P 上的

下标集合）

注意：

♡ n /∈ S，因为 vn = v 与 u 不相邻

♡ 1 /∈ T，因为 v1 = u 与 v 不相邻

♡ |S| = degG(u)，|T | = degG(v)

♡ 由条件：|S|+ |T | = degG(u) + degG(v) ≥ n

现在考虑集合 S′ = {i−1 : i ∈ S}。由于 S ⊆ {2, 3, . . . , n}，我们有 S′ ⊆ {1, 2, . . . , n−1}，
且 |S′| = |S|。

现在观察 S′ 和 T：

♡ S′ ⊆ {1, 2, . . . , n− 1}，|S′| = |S|

♡ T ⊆ {1, 2, . . . , n− 1}，|T | = degG(v)

♡ |S′|+ |T | = |S|+ |T | ≥ n

♡ 但 {1, 2, . . . , n− 1} 只有 n− 1 个元素

由鸽巢原理，S′ 和 T 必须有非空交集。设 k ∈ S′ ∩ T。

由 k ∈ S′，存在 j ∈ S 使得 k = j − 1，即：

♡ v1vj ∈ E(G) （因为 j ∈ S）

由 k ∈ T，有：

♡ vkvn ∈ E(G)，即 vj−1vn ∈ E(G) （因为 k = j − 1）

现在我们在 G 中构造一个 Hamilton 圈：

C ′ = v1 → vj → vj+1 → · · · → vn → vj−1 → vj−2 → · · · → v1

具体验证每条边都在 G 中：
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♡ v1vj ∈ E(G) （由 j ∈ S）

♡ vjvj+1, . . . , vn−1vn 都在 E(G) 中（它们是路径 P 的边）

♡ vnvj−1 ∈ E(G) （由 k = j − 1 ∈ T）

♡ vj−1vj−2, . . . , v2v1 都在 E(G) 中（它们是路径 P 反向的边）

因此 C ′ 是 G 的一个 Hamilton 圈，与 G 不是 Hamilton 图的假设矛盾。

方向 2 (⇒)：如果 G 是 Hamilton 图，则 G+ uv 是 Hamilton 图。

这个方向是平凡的。如果 G 有一个 Hamilton 圈 C，那么 C 也是 G + uv 的 Hamilton
圈（因为 G+ uv 包含 G 的所有边）。

注. 这个引理的证明核心就是要利用 dG(u) + dG(v) ≥ n 来说明 u 和 v 的邻域必然存在交

集，然后我们以交集为中心点，构造出新的 Hamilton 圈.

定义 4.4.1 (图的闭包). 设 G 是一个有 n 个顶点的简单图。图 G 的闭包，记作 cl(G)，

是指通过重复进行以下操作直到不能再进行为止而得到的图：

闭包操作：如果存在一对不相邻的顶点 u 和 v，满足

deg(u) + deg(v) ≥ n

则在 u 和 v 之间添加一条边。

换言之，cl(G) 是通过不断添加满足 Ore 条件的边，直到不存在这样的顶点对为止而得

到的图。

引理 4.4.2. 一个简单图是 Hamilton 图等价于它的闭包是 Hamilton 图.

证明. 我们反复利用 Ore 条件的引理即可.

定理 4.4.3 (Ore Theorem). 对于 n ≥ 3 的简单图，如果 ∀u ≁ v 都有 d(u) + d(v) ≥ n，

则 G 是 Hamilton 图.

证明. 我们首先能说明 cl(G) = Kn，而完全图 Kn 显然是 Hamilton 图，那就证明完了.

定义 4.4.2. 如果 v 是路 P 或者圈 C 的一个顶点，我们用 v− 和 v+ 来表示 v 前后的

顶点.

定义 4.4.3 (独立数). 图 G 的独立数，记作 α(G)，是指 G 中最大独立集的大小。即：

α(G) = max{|S| : S ⊆ V (G), S 是独立集}

其中独立集是指图中两两不相邻的顶点集合。

定理 4.4.4 (Chvátal–Erdős,1972). 如果 κ(G) ≥ α(G)，则 G 是 Hamilton 图。（除非

G = K2）
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总证明. 假设 G 满足 κ(G) ≥ α(G) 但不是 Hamilton 图。我们将推导出矛盾。

令 k = κ(G)，α = α(G)，则 k ≥ α。

步骤 1. 选取最长圈并分析其性质
设 C 是 G 中的一个最长圈。由于 G 不是 Hamilton 图，存在顶点不在 C 上。设 H 是

G− V (C) 的一个连通分支。

由点连通度定义，G 是 k-连通的。考虑 C 中与 H 相邻的顶点集合 U = {u ∈ V (C) :

∃w ∈ V (H), uw ∈ E(G)}。

断言 4.4.5. |U | ≥ k

证明. 如果 |U | < k，则删除集合 U 会使 G 不连通（因为 H 与 C \U 不连通），这与 κ(G) = k

矛盾。

设 U = {u1, u2, . . . , um}，其中 m ≥ k，且这些顶点按在圈 C 上的循环顺序排列。

步骤 2. 定义后继顶点并分析其性质
对于每个 ui ∈ U，设 u+

i 是 ui 在圈 C 上的顺时针方向下一个顶点。由于 C 是一个圈，

所有 u+
i 都在 C 上且互不相同。

断言 4.4.6. 对于任意 i，u+
i 不与 H 中的任何顶点相邻。

证明. 假设存在某个 u+
i 与 H 中的某个顶点 w 相邻。由于 ui 也与 H 中某个顶点 v 相邻（由

U 的定义），我们可以在 H 中找到一条从 v 到 w 的路径 P（因为 H 连通）。那么：

C ′ = (C \ {uiu
+
i }) ∪ {uiv} ∪ P ∪ {wu+

i }

是一个比 C 更长的圈，与 C 是最长圈矛盾。

断言 4.4.7. 集合 {u+
1 , u

+
2 , . . . , u

+
m} 是独立集。

证明. 假设存在 i ̸= j 使得 u+
i u

+
j ∈ E(G)。由于 ui 与 H 中某顶点 v 相邻，uj 与 H 中某顶

点 w 相邻，且 H 连通，存在 H 中从 v 到 w 的路径 P。那么：

C ′ = (C \ {uiu
+
i , uju

+
j }) ∪ {uiv} ∪ P ∪ {wuj} ∪ {u+

i u
+
j }

是一个比 C 更长的圈，矛盾。

步骤 3. 构造更大的独立集并推出矛盾
现在选取 H 中的一个顶点 x。由 Claim 4.4.6，x 与所有 u+

i 都不相邻。

断言 4.4.8. x 与所有 u+
i 都不相邻。

证明. 这已由 Claim 4.4.6 保证，因为 x ∈ V (H) 而 u+
i 不与 H 中任何顶点相邻。

断言 4.4.9. x 与所有 ui 都不相邻。
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证明. 假设 x 与某个 ui 相邻。考虑 ui 在 C 上的前驱顶点 u−
i （逆时针方向前一个顶点）。如

果 u−
i 与 H 中某顶点相邻，则 u−

i ∈ U，设 u−
i = uj。那么路径 xuiCu+

j u
−
j Cujw（其中 w 是

H 中与 uj 相邻的顶点）可以构造更长的圈，矛盾。

详细来说，我们可以构造圈：

x → ui → (沿 C 从 ui 到 u+
j ) → u+

j → (沿 C 反向从 u+
j 到 uj) → uj → w → (在 H 中从 w 回到 x)

这比 C 更长，矛盾。

因此，集合 {x, u+
1 , u

+
2 , . . . , u

+
m} 是一个独立集，其大小为 m+ 1 ≥ k + 1。

但由条件 k ≥ α，而独立数 α 至少为 k + 1，这与 k ≥ α 矛盾。

因此，假设不成立，G 必须是 Hamilton 图。

定理 4.4.10 (Chvátal,1972). 简单图 G 的度序列是 (d1, d2, . . . , dn), d1 ≤ d2 ≤ · · · ≤ dn；

若对于任意 m < n/2，要么 dm > m，要么 dn−m ≥ n−m，则 G 是 Hamilton 图。

证明. 考虑 G 的闭包 G′，下证 G′ 是完全图。

反证，假设存在 uv /∈ E(G′)，满足 dG′(u) + dG′(v) < n。不妨设 dG′(u) + dG′(v) =

maxxy/∈E(G′){dG′(x) + dG′(y)}，记 r := dG′(u) ≤ dG′(v)。

令 X = V \ (NG′(v) ∪ {v})，则 |X| = n− 1− dG′(v)，∀x ∈ X, dG′(x) ≤ dG′(u)，即至少

有 r 个点，其度 ≤ r。

令 Y = V \NG′(u)，则 |Y | = n− dG′(u)，∀y ∈ Y , dG′(u) + dG′(y) < n，即至少有 n− r

个点，其度 < n− r。

故 dr ≤ r, dn−r < n− r，矛盾。
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5.1 基本定义

定义 5.1.1 (匹配). 设 G = (V,E) 是一个图。G 的一个匹配是指边集 E 的一个子集

M ⊆ E，使得 M 中任意两条边都没有公共顶点。即对于任意 e1, e2 ∈ M，如果 e1 ̸= e2，

则 e1 ∩ e2 = ∅。

定义 5.1.2 (完美匹配). 设 G = (V,E) 是一个图。G 的一个完美匹配是指一个匹配 M，

使得 G 的每个顶点都是 M 中某条边的端点。等价地，M 覆盖了 G 的所有顶点，即

V (M) = V。

定义 5.1.3 (最大匹配). 设 G = (V,E) 是一个图。G 的一个最大匹配是指一个匹配 M，

使得对于 G 的任何其他匹配 M ′，都有 |M | ≥ |M ′|。即 M 是包含边数最多的匹配。

定义 5.1.4 (极大匹配). 设 G = (V,E) 是一个图。G 的一个极大匹配是指一个匹配 M，

使得 M 不是任何其他匹配的真子集。即无法通过添加任何一条边来扩展 M 而仍然保

37
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持为匹配。

注. 最大匹配一定是极大匹配，但极大匹配不一定是最大匹配.

定义 5.1.5 (交错路). 设 G = (V,E) 是一个图，M 是 G 的一个匹配。G 中的一条交

错路是指一条路径 P = v0e1v1e2 · · · ekvk，满足路径上的边在匹配边和非匹配边中交替

出现。即：

1. 路径 P 上的边依次交替属于 M 和 E \M

2. 具体来说，要么满足：e1 /∈ M, e2 ∈ M, e3 /∈ M, . . .

3. 要么满足：e1 ∈ M, e2 /∈ M, e3 ∈ M, . . .

定义 5.1.6 (增广路). 设 G = (V,E) 是一个图，M 是 G 的一个匹配。G 中的一条增

广路是指一条交错路 P，满足：

1. P 的两个端点 v0 和 vk 都是 M -非饱和顶点

2. P 的长度是奇数（即包含奇数条边）

3. P 上的第一条边 e1 和最后一条边 ek 都不在 M 中

等价地，增广路是一条开始和结束于非饱和顶点，且匹配边和非匹配边交替出现的路

径。

定义 5.1.7 (k-因子). 设 G = (V,E) 是一个图。G 的一个k-因子是指 G 的一个生成子

图 H，满足 H 是 k-正则的。即：

1. V (H) = V (G)

2. E(H) ⊆ E(G)

3. 对于每个顶点 v ∈ V (H)，有 degH(v) = k

性质 5.1.1.

1. 如果 M 是 P.M，则 |G| 是偶数

2. P.M 是一个支撑子图，每个分支都是 K2

3. P.M 是 1-因子

定理 5.1.1 (Berge,1957). 一个匹配 M 是最大的等价于 G 不存在 M− 增广路.

证明. 我们证明两个方向。

(⇒) 先证明：如果 M 是最大匹配，则 G 中不存在关于 M 的增广路。
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用反证法。假设存在一条关于 M 的增广路 P = v0e1v1e2 · · · e2k+1v2k+1，其中：

1. v0 和 v2k+1 是 M -非饱和顶点

2. 边在匹配边和非匹配边中交替出现：e1 /∈ M, e2 ∈ M, e3 /∈ M, . . . , e2k+1 /∈ M

定义新的匹配：

M ′ = (M \ {e2, e4, . . . , e2k}) ∪ {e1, e3, . . . , e2k+1}

则 M ′ 是一个匹配，且 |M ′| = |M | − k + (k + 1) = |M |+ 1 > |M |，这与 M 是最大匹配

矛盾。

(⇐) 假设 M 不是最大匹配，则存在匹配 M ′ 满足 |M ′| > |M |。
考虑对称差 H = M∆M ′ = (M \M ′) ∪ (M ′ \M)。分析 H 的结构：

1. 度数性质：对于任意顶点 v ∈ V (G)，有：

degH(v) ≤ degM (v) + degM ′(v) ≤ 2

因为每个顶点在匹配中最多度数为 1。

2. 连通分支类型：由于 degH(v) ≤ 2，H 的每个连通分支是路径或圈。进一步分析：

♡ 如果 degH(v) = 0 或 2，则 v 在 M 和 M ′ 中的状态相同（要么都在两个匹配中饱

和，要么都不饱和）

♡ 如果 degH(v) = 1，则 v 在一个匹配中饱和，在另一个匹配中非饱和

3. 边交替性：在 H 的每个连通分支中，边在 M 和 M ′ 中交替出现，因为：

♡ 如果两条同属于 M（或同属于 M ′）的边相邻，它们会共享顶点，这与匹配的定义

矛盾

现在计算 H 中两种边的数量关系：

|M ′ \M | − |M \M ′| = |M ′| − |M | > 0

由于 |M ′ \M | > |M \M ′|，在 H 中必须存在至少一个连通分支 P，其中 M ′ \M 的边

比 M \M ′ 的边多。

这样的连通分支 P 不可能是圈，因为圈中两种边的数量相等。因此 P 是一条路径。

设 P = u0f1u1f2u2 · · · ftut，其中边在 M 和 M ′ 中交替出现。由于 M ′ \M 的边更多，路

径必须以 M ′ \M 的边开始和结束。

具体来说：

1. f1 ∈ M ′ \M（第一条边属于 M ′ 但不属于 M）

2. ft ∈ M ′ \M（最后一条边属于 M ′ 但不属于 M）

3. 路径长度为奇数（这样 M ′ \M 的边比 M \M ′ 的边多 1）

现在验证 P 是关于 M 的增广路：

1. 端点非饱和性：端点 u0 和 ut 在 M 中是非饱和的，因为：
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♡ 如果 u0 在 M 中饱和，则存在 e ∈ M 与 u0 关联，但 f1 /∈ M，所以 e 必须在 H

中与 f1 相邻，这与路径 P 的极大性矛盾

♡ 同理可证 ut 在 M 中非饱和

2. 交替性：路径 P 上的边在 M 和 E \M 中交替出现

3. 长度奇数性：路径长度为奇数，且首尾边都不在 M 中

因此 P 是关于 M 的增广路，与假设矛盾。

5.2 二部图中的匹配

定义 5.2.1 (饱和顶点与非饱和顶点). 设 G = (V,E) 是一个图，M ⊆ E 是 G 的一个

匹配。

1. 一个顶点 v ∈ V 称为M -饱和顶点（或简称饱和顶点），如果存在边 e ∈ M 使得

v 是 e 的端点。即顶点 v 被匹配 M 所覆盖。

2. 一个顶点 v ∈ V 称为M -非饱和顶点（或简称非饱和顶点），如果不存在任何边

e ∈ M 以 v 为端点。即顶点 v 没有被匹配 M 所覆盖。

定理 5.2.1 (Hall, 1935). 设 G = [X : Y ] 是一个二部图。则 G 中存在一个覆盖 X 的

匹配当且仅当对于 X 的任意子集 S ⊆ X，有：

|N(S)| ≥ |S|

其中 N(S) 表示 S 在 Y 中的邻点集合。

证明. 必要性：如果存在覆盖 X 的匹配 M，则对任意 S ⊆ X，有 |N(S)| ≥ |S|。
设 M 是覆盖 X 的匹配。对于任意 S ⊆ X，S 中的每个顶点在 M 中都与 Y 中某个顶点

匹配。由于 M 是匹配，这些 Y 中的顶点互不相同，且都包含在 N(S) 中。因此 |N(S)| ≥ |S|。
充分性：如果对任意 S ⊆ X 有 |N(S)| ≥ |S|，则存在覆盖 X 的匹配。

我们证明其逆否命题：如果不存在覆盖 X 的匹配，则存在某个 S ⊆ X 使得 |N(S)| < |S|。
设 M 是 G 的一个最大匹配但 M 没有覆盖 X。令 u ∈ X 是 M -非饱和顶点。

定义：

♡ Z：所有从 u 出发通过 M -交错路可达的顶点集合

♡ S = Z ∩X，T = Z ∩ Y

注意 u ∈ S。

1. M 匹配 T 和 S − {u}。

理由：从 u 开始的 M -交错路沿着非 M 边到达 Y，并沿着 M 边回到 X。因此，S−{u}
的每个顶点通过 M 的一条边从 T 的某个顶点到达。由于不存在 M -增广路（M 是最大

匹配），T 中每个顶点是 M -饱和的；于是每条到达 y ∈ T 的 M -交错路通过 M 扩展到

S 的一个顶点。因此 M 中的对应边给出了从 T 到 S−{u} 的双射，故 |T | = |S−{u}|。



Chapter 5. 匹配与因子 41

2. T ⊆ N(S)，且实际上 T = N(S)。

理由：由 T 和 S−{u} 之间的匹配可得 T ⊆ N(S)。为证 T = N(S)，假设存在 y ∈ Y −T

与某个 v ∈ S 相邻。由于 u 是非饱和的而 S 中其余顶点通过 M 与 T 匹配，边 vy /∈ M。

将边 vy 添加到到达 v 的 M -交错路上，得到一条到达 y 的 M -交错路，这与 y /∈ T 矛

盾。因此这样的边 vy 不存在。

由 T = N(S)，我们得到：

|N(S)| = |T | = |S| − 1 < |S|

这就完成了充分性的证明。

推论 5.2.2.

1. G[X : Y ] 有 P.M ⇐⇒ |X| = |Y | 且 ∀S ⊂ X 都有 N(S) ≥ |S|

2. 任意非空正则二部图都有一个 P.M

3. k-正则二部图可以分为 k 个 P.M

4. ∀G[X : Y ] 如果 ∀S ⊂ X 有 |N(S)| ≥ |S| − d ⇒ 存在一个大小为 |X| − d 的一个

匹配

推论 1 证明. (⇒) 如果 G 有完美匹配 M，则：

♡ |X| = |Y |（因为完美匹配是双射）

♡ M 覆盖 X，由 Hall 定理，对任意 S ⊆ X 有 |N(S)| ≥ |S|

(⇐) 如果 |X| = |Y | 且 Hall 条件成立，由 Hall 定理存在覆盖 X 的匹配 M。由于

|X| = |Y |，覆盖 X 的匹配必然也覆盖 Y，因此 M 是完美匹配。

推论 2 证明. 设 G 是 r-正则二部图，r > 0。首先证明 |X| = |Y |：
由于 G 是 r-正则的，有：

r|X| = |E(G)| = r|Y |

因此 |X| = |Y |。
现在验证 Hall 条件：对任意 S ⊆ X，设与 S 关联的边数为 r|S|。这些边都连接到 N(S)，

而 N(S) 中每个顶点的度数最多为 r，因此：

r|S| ≤ r|N(S)| ⇒ |N(S)| ≥ |S|

由推论 1 知 G 有完美匹配。

推论 3 证明. 对 k 进行归纳。

基始：k = 1 时，1-正则二部图本身就是一个完美匹配。

归纳步骤：假设对 k − 1 成立。设 G 是 k-正则二部图。

由推论 2，G 有一个完美匹配 M。考虑图 G−M（从 G 中删除 M 的所有边）。G−M

是 (k − 1)-正则二部图。

由归纳假设，G−M 可以分解为 k− 1 个完美匹配。加上 M，共得到 k 个完美匹配，它

们构成 G 的边分解。
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推论 4 证明. 构造一个新图 G′：在 G 的基础上添加 d 个新顶点到 Y 中，并将这 d 个新顶点

与 X 中所有顶点相连。

具体地，令 Y ′ = Y ∪ {y1, y2, . . . , yd}，且对每个 x ∈ X 和每个 yi，添加边 xyi。

在 G′ = (X,Y ′;E′) 中验证 Hall 条件：对任意 S ⊆ X，

|NG′(S)| ≥ |NG(S)|+ d ≥ (|S| − d) + d = |S|

由 Hall 定理，G′ 有覆盖 X 的匹配 M ′。M ′ 中最多有 d 条边连接到新添加的顶点，因此

M = M ′ ∩ E(G) 是 G 中的匹配，且：

|M | ≥ |M ′| − d = |X| − d

5.3 顶点覆盖与控制集

定义 5.3.1 (顶点覆盖). 设 G = (V,E) 是一个图。G 的一个顶点覆盖是指顶点集 V 的

一个子集 C ⊆ V，使得 G 的每条边至少有一个端点在 C 中。即：

∀e = uv ∈ E, {u, v} ∩ C ̸= ∅

定义 5.3.2 (最小顶点覆盖). 设 G = (V,E) 是一个图。G 的一个最小顶点覆盖是指一

个顶点覆盖 C，使得对于 G 的任何其他顶点覆盖 C ′，都有 |C| ≤ |C ′|。即 C 是包含

顶点数最少的顶点覆盖。

定义 5.3.3 (极小顶点覆盖). 设 G = (V,E) 是一个图。G 的一个极小顶点覆盖是指一

个顶点覆盖 C，使得 C 的任何真子集都不是顶点覆盖。即无法通过删除任何顶点来保

持覆盖性质。

定义 5.3.4 (记号).

1. 图 G 的独立数 α(G) 是指 G 中最大独立集的大小。

2. 图 G 的顶点覆盖数 β(G) 是指 G 中最小顶点覆盖的大小。

3. 图 G 的匹配数 α′(G) 是指 G 中最大匹配的大小。

4. 图 G 的边覆盖数 β′(G) 是指 G 中最小边覆盖的大小。

性质 5.3.1. 1. α′(G) ≤ β(G)

2. 令 M 是一个匹配，K 是一个覆盖使得 |M | = |K| 则 M 是最大匹配，K 是最小

覆盖.

证明. 第一条性质：设 M∗ 是 G 的一个最大匹配，C∗ 是 G 的一个最小顶点覆盖。由于每条边

至少需要一个顶点来覆盖，而匹配 M∗ 中的边是互不相邻的，因此覆盖这些边至少需要 |M∗|
个顶点，即 α′(G) = |M∗| ≤ |C∗| = β(G)。
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第二条性质：设 M 是一个匹配，K 是一个顶点覆盖，且满足 |M | = |K|。由第一条性

质可知，对任意匹配 M ′ 和任意顶点覆盖 K ′，有 |M ′| ≤ |K ′|。特别地，对最大匹配 M∗ 有

|M | ≤ |M∗| ≤ |K|，而对最小顶点覆盖 K∗ 有 |M | ≤ |K∗| ≤ |K|。由于 |M | = |K|，因此

|M | = |M∗| 且 |K| = |K∗|，即 M 是最大匹配，K 是最小顶点覆盖。

定理 5.3.1 (Kőnig, 1931). 设 G = G[X : Y ] 是一个二部图，则 α′(G) = β(G)。

证明. 设 M∗ 是 G 的一个最大匹配。由性质 5.3.1 的第一条可知 α′(G) ≤ β(G)，因此只需证

明存在一个顶点覆盖 K 满足 |K| = |M∗|。
考虑从 M∗ 构造顶点覆盖 K：对于 M∗ 中的每条边，选择其在 X 中的端点加入 K。由

于 M∗ 是匹配，这些顶点互不相同，故 |K| = |M∗|。
下证 K 是顶点覆盖：任取边 e = uv ∈ E，其中 u ∈ X，v ∈ Y。若 u ∈ K，则 e 已被覆

盖；若 u /∈ K，则 e 不在 M∗ 中（否则 u 会被选入 K）。由最大匹配的性质，从 u 出发沿非

匹配边和匹配边交替行走，必能到达 Y 中某个未被匹配的顶点，但二部图的结构保证了该路

径上的匹配边对应的 X 中端点均在 K 中，从而 v 必然通过某条匹配边与 K 中顶点相连，故

e 仍被覆盖。

因此 K 是大小为 |M∗| 的顶点覆盖，即 β(G) ≤ |M∗| = α′(G)。结合 α′(G) ≤ β(G) 即得

α′(G) = β(G)。

定义 5.3.5. 设 G = (V,E) 是一个图。G 的一个控制集是指顶点集 V 的一个子集

D ⊆ V，使得 G 的每个顶点要么在 D 中，要么与 D 中的某个顶点相邻。即：

∀v ∈ V, v ∈ D ∨ (∃u ∈ D 使得uv ∈ E)

定义 5.3.6. 设 G = (V,E) 是一个图。G 的控制数 γ(G) 是指 G 中最小控制集的大小。

定理 5.3.2. γ(G) ≤ β(G)

证明. 设 C 是 G 的一个最小顶点覆盖，即 |C| = β(G)。考虑顶点覆盖 C 的控制性质：对于

任意顶点 v ∈ V (G)，若 v ∈ C，则 v 显然被 C 控制；若 v /∈ C，则 v 的所有邻点必须在 C

中（否则存在边 uv 使得 u /∈ C 且 v /∈ C，这与 C 是顶点覆盖矛盾）。因此 C 是 G 的一个控

制集。

由于 γ(G) 是最小控制集的大小，而 C 是一个控制集，故有：γ(G) ≤ |C| = β(G).

命题 5.3.3.

1. G 是 k −正则图 则 γ(G) ≥ n
k+1

, β(Kn) = n− 1, γ(Kn) = 1

2. (Alon,1990)[Alon1990] |V (G)| = n, δ(G) = k 则 γ(G) ≥ 1+ln(k+1)
k+1

n

证明 1. 设 D 是 G 的一个最小控制集，|D| = γ(G)。由于 D 是控制集，每个 v ∈ D 最多可

以控制 v 自身和它的 k 个邻居，即最多控制 k + 1 个顶点。因此：

n ≤ |D|(k + 1) = γ(G)(k + 1)
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整理得 γ(G) ≥ n
k+1

。

对于完全图 Kn：

♡ 任意 n − 1 个顶点构成一个顶点覆盖（因为每条边至少有一个端点在这 n − 1 个顶点

中），且不能更小，故 β(Kn) = n− 1。

♡ 单个顶点即可控制所有其他顶点（因为 Kn 中所有顶点两两相邻），故 γ(Kn) = 1。

证明 2[Alon1990]. 我们采用概率方法。设 p ∈ [0, 1] 待定，独立地以概率 p 随机选取顶点构

成集合 A。令 B = V (G) \N [A]，即未被 A 控制的顶点集合。

显然 A ∪B 是一个控制集，因为：

♡ 对于 v ∈ A，v 被 A 控制

♡ 对于 v ∈ B，v 被 B 控制（因为 B 中的顶点虽然不被 A 控制，但将其加入后所有顶点

都被控制）

♡ 对于 v /∈ A ∪B，v 被 A 控制

现在计算期望大小：

E[|A ∪B|] = E[|A|] + E[|B|] = np+ E[|B|].

对于任意顶点 v ∈ V (G)，v ∈ B 当且仅当 v 及其所有邻居都不在 A 中。由于 v 的度数

至少为 k，故

P(v ∈ B) = (1− p)d(v)+1 ≤ (1− p)k+1,

其中 d(v) 是顶点 v 的度数。

由期望的线性性，E[|B|] ≤ n(1− p)k+1。

因此

E[|A ∪B|] ≤ np+ n(1− p)k+1.

由于期望值是最小值的上界，存在某个特定的控制集大小不超过这个期望值，故

γ(G) ≤ np+ n(1− p)k+1.

现在选择最优的 p 值。取 p = ln(k+1)
k+1

，利用不等式 1− p ≤ e−p（对 p ∈ [0, 1] 成立），得

(1− p)k+1 ≤ e−p(k+1) = e− ln(k+1) =
1

k + 1
.

代入得

γ(G) ≤ n

(
ln(k + 1)

k + 1
+

1

k + 1

)
=

1 + ln(k + 1)

k + 1
n.

这就完成了证明。

定理 5.3.4. 如果图 G 没有孤立点，那么存在一个控制集 D，使得 V (G) \D 也是一个

控制集。
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证明. 设 G = (V,E) 是一个无孤立点的图。考虑 G 的任意极大独立集 I。由于 I 是极大独立

集，对于任意顶点 v ∈ V \ I，v 必须与 I 中至少一个顶点相邻，否则 I ∪ {v} 仍然是独立集，

与 I 的极大性矛盾，因此 I 是控制集。

现在证明 V \ I 也是控制集。任取顶点 u ∈ V，若 u ∈ V \ I，则 u 自身在 V \ I 中，故

u 被 V \ I 控制；若 u ∈ I，由于 G 无孤立点，u 至少有一个邻居 w ∈ N(u)，但若 w ∈ I 则

与 I 是独立集矛盾，故 w ∈ V \ I，因此 u 与 V \ I 中的顶点 w 相邻，即 u 被 V \ I 控制。

综上，每个顶点要么在 V \ I 中，要么与 V \ I 中的某个顶点相邻，故 V \ I 是控制集。

取 D = I，则 D 是控制集，且 V \D = V \ I 也是控制集，定理得证。

定义 5.3.7. 设 G = (V,E) 是一个图。G 的一个分支是指 G 的一个极大连通子图。G

的一个奇分支是指顶点数为奇数的分支，用 o(G) 表示 G 中奇分支的个数。

定理 5.3.5 (Tutte, 1947). 图 G 有完美匹配当且仅当对任意顶点子集 S ⊆ V (G)，有

o(G− S) ≤ |S|。

证明 [Lovasz1975]. 必要性：假设 G 有完美匹配 M。对任意 S ⊆ V (G)，考虑 G− S 的奇

分支集合 {C1, C2, . . . , Ck}，其中 k = o(G− S)。

对于每个奇分支 Ci，由于 |V (Ci)| 是奇数，而 M 是完美匹配，Ci 中至少有一个顶点 vi

必须通过 M 匹配到 S 中的某个顶点 ui。这是因为如果 Ci 中的所有匹配边都完全包含在 Ci

内部，那么 |V (Ci)| 必须是偶数（因为匹配覆盖的顶点数是偶数），矛盾。

由于 M 是匹配，这些边 uivi 对应 S 中不同的顶点 u1, u2, . . . , uk。因此 |S| ≥ k = o(G−S)。

充分性：假设对任意 S ⊆ V (G) 有 o(G− S) ≤ |S|，但 G 没有完美匹配。我们将导出矛

盾。

考虑满足 Tutte 条件但没有完美匹配的极大图 G（在保持顶点集 V (G) 不变的情况下添

加边）。这样的图存在，因为：

♡ 原图 G 满足条件但没有完美匹配

♡ 如果我们不断添加边，最终会得到完全图，而完全图在顶点数为偶数时有完美匹配

♡ 因此存在一个极大的中间图满足条件但没有完美匹配

定义集合 S = {v ∈ V (G) : d(v) = |V (G)| − 1}，即 S 是那些与所有其他顶点都相邻的顶

点集合。

断言 5.3.6 ([Lovasz1975]). G− S 的每个分支都是完全图。

证明. 假设存在某个分支 C 不是完全图。则存在顶点 x, y, z ∈ V (C) 使得 xy, yz ∈ E(G) 但

xz /∈ E(G)。

由 G 的极大性，G+ xz 有完美匹配 M1，且 xz ∈ M1（否则 M1 就是 G 的完美匹配，矛

盾）。类似地，G+ xy 有完美匹配 M2，且 xy ∈ M2。

考虑对称差 H = M1△M2。H 是边不交的偶圈的并，因为每个顶点的度在 H 中都是 2
（它关联一条 M1 的边和一条 M2 的边）。

设 Γ 是包含边 xz 的圈。由于 xz ∈ M1 \M2 且 xy ∈ M2 \M1，边 xy 也在圈 Γ 中。
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现在考虑顶点 y 和 z。我们知道 yz ∈ E(G)。在圈 Γ 上，从 x 出发，沿着 Γ 行走，我们

会依次经过 z 和 y（顺序可能是 x− z − · · · − y 或 x− y − · · · − z）。

情况 1：在 Γ 上，从 z 到 y 的路径长度为奇数。

考虑路径 P = x− z（边 xz）加上从 z 到 y 的路径。这是一个偶长路径，端边都在 M1

中。我们可以取 P 上所有在 M2 中的边，加上 M1 中不在 P 上的边，这样就得到了 G 的一

个完美匹配，矛盾。

情况 2：在 Γ 上，从 z 到 y 的路径长度为偶数。

考虑路径 Q 从 x 到 y 不经过 z，加上边 yz。这也是一个偶长路径，端边都在 M2 中。类

似地，我们可以调整得到 G 的完美匹配。

因此，无论如何我们都得到矛盾，所以 G− S 的每个分支都是完全图。

断言 5.3.7 ([Lovasz1975]). 设 C1, . . . , Ck 是 G− S 的奇分支，则 k > |S|。

证明. 假设 k ≤ |S|。我们将构造 G 的一个完美匹配，产生矛盾。

由于 G− S 的每个分支都是完全图：

♡ 对于每个偶分支 D，由于 D 是完全图且顶点数为偶数，D 有完美匹配。

♡ 对于每个奇分支 Ci，由于 Ci 是完全图且顶点数为奇数，Ci− vi（去掉任意一个顶点 vi）

有完美匹配。

现在，由于 S 是完全图（因为 S 中每个顶点都与所有其他顶点相邻）且 k ≤ |S|，我们

可以：

1. 将每个奇分支 Ci 中的一个顶点 vi 匹配到 S 中的一个不同顶点 ui（因为 k ≤ |S|，这是

可能的）

2. 在 S 中剩下的顶点（如果存在）构成完全图，由于 |S| − k 是偶数（因为 |V (G)| 是偶

数，且各分支顶点数奇偶性已知），这部分有完美匹配

3. 每个奇分支 Ci 剩下的顶点（Ci − vi）有完美匹配

4. 每个偶分支有完美匹配

所有这些匹配的并构成 G 的完美匹配，矛盾。

因此必须有 k > |S|。

现在完成充分性证明：由 Tutte 条件，对 S = {v ∈ V (G) : d(v) = |V (G)| − 1}，有

o(G− S) ≤ |S|。但由断言5.3.7，o(G− S) = k > |S|，矛盾。

因此最初的假设错误，G 必须有完美匹配。

定理 5.3.8 (Tutte-Berge). 图 G 的最大匹配数为：

1

2
min
U⊆V

{|U | − o(G− U) + |V |} (5.1)

证明. 不会!



6. 边染色

定义 6.0.1. 图 G 的一个k-边染色是指一个映射 c : E(G) → {1, 2, . . . , k}，即将每条边

分配 k 种颜色之一。

定义 6.0.2. 图 G 的一个正常边染色（或正常边着色）是指一个边染色 c，使得相邻的

边（即有公共顶点的边）染不同颜色。

定义 6.0.3. 如果图 G 存在正常 k-边染色，则称 G 是k-边可染的。

注. k-边可染 ⇐⇒ E(G) 存在一个 k-划分，每一部分都是一个匹配.

定义 6.0.4. 图 G 的边色数（或边染色数）χ′(G) 是指使得 G 是 k-边可染的最小正整

数 k。

定义 6.0.5. 图 G 的最大度 ∆(G) 是指 G 中顶点的最大度数。

47



48

定理 6.0.1. 对于任意图 G，边色数 χ′(G) 满足：

1. ∆(G) ≤ χ′(G)

2. χ′(G) ≤ 2∆(G)− 1

3. χ′(G) ≤
⌈
3
2
∆(G)

⌉
证明. 1. ∆(G) ≤ χ′(G)：

设 v 是 G 中最大度顶点，d(v) = ∆(G)。与 v 关联的 ∆(G) 条边彼此相邻，因此在任何

正常边染色中必须染不同颜色。故 χ′(G) ≥ ∆(G)。

2. χ′(G) ≤ 2∆(G)− 1：

我们使用贪心算法证明。设边数为 m，按任意顺序排列边 e1, e2, . . . , em。依次对每条边

染色，每次使用最小的可用颜色。

考虑边 e = uv。在染色 e 时，与 e 相邻的边最多有 (d(u)− 1)+ (d(v)− 1) ≤ 2∆(G)− 2

条已被染色。因此最多有 2∆(G)− 2 种颜色不能使用，故总颜色数不超过 2∆(G)− 1。

更正式地，设 C(e) 表示染色 e 时不可用的颜色集合，则：

|C(e)| ≤ (d(u)− 1) + (d(v)− 1) ≤ 2∆(G)− 2

因此总存在至少一种颜色在 {1, 2, . . . , 2∆(G)− 1} 中可用。

3. χ′(G) ≤
⌈
3
2
∆(G)

⌉
[Shannon1949]：

设 k = χ′(G)，我们要证明 k ≤
⌈
3
2
∆(G)

⌉
。假设相反，即 k ≥

⌈
3
2
∆(G)

⌉
+ 1。

考虑 G 的一个最优正常边染色，使用 k 种颜色。由于这是最优染色，减少任何一种颜

色都会导致非法染色。

步骤 1：定义冲突图

对于每个顶点 v ∈ V (G)，设 C(v) 表示在 v 处出现的颜色集合。由于染色是正常的，

|C(v)| = d(v)。

定义冲突图 H：顶点集为 k 种颜色，对于任意两个不同颜色 i 和 j，如果存在顶点 v 使

得 {i, j} ⊆ C(v)，则在 H 中连接边 ij。

步骤 2：分析冲突图的度

对于颜色 i，设 mi 表示颜色 i 的边数。颜色 i 的每条边有两个端点，因此颜色 i 出现

在 2mi 个顶点处。

在冲突图 H 中，颜色 i 的度 dH(i) 等于与颜色 i 在某个顶点处同时出现的其他颜色数。

在每个使用颜色 i 的顶点 v 处，除了颜色 i 外还有 d(v)− 1 种其他颜色。因此：∑
v:i∈C(v)

(d(v)− 1) =
∑

v:i∈C(v)

d(v)− 2mi

另一方面，颜色 i 在 H 中的度满足：

dH(i) ≤
∑

v:i∈C(v)

(d(v)− 1)
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因为每个与颜色 i 在 H 中相邻的颜色 j 至少在某个顶点 v 处与 i 同时出现，而在该顶

点处还有 d(v)− 1 种其他颜色。

步骤 3：建立关键不等式

由于 k ≥
⌈
3
2
∆(G)

⌉
+ 1，我们有 k > 3

2
∆(G)。

考虑冲突图 H 的平均度：

1

k

k∑
i=1

dH(i) ≤ 1

k

k∑
i=1

 ∑
v:i∈C(v)

(d(v)− 1)


交换求和顺序：

1

k

k∑
i=1

dH(i) ≤ 1

k

∑
v∈V (G)

∑
i∈C(v)

(d(v)− 1) =
1

k

∑
v∈V (G)

d(v)(d(v)− 1)

由于 d(v) ≤ ∆(G)，有：

1

k

k∑
i=1

dH(i) ≤ 1

k

∑
v∈V (G)

∆(G)(∆(G)− 1) =
n∆(G)(∆(G)− 1)

k

其中 n = |V (G)|。

步骤 4：导出矛盾

由于 k > 3
2
∆(G)，我们有：

1

k

k∑
i=1

dH(i) <
n∆(G)(∆(G)− 1)

3
2
∆(G)

=
2

3
n(∆(G)− 1)

另一方面，由握手引理： ∑
v∈V (G)

d(v) = 2|E(G)|

且平均度数 2|E(G)|
n

≤ ∆(G)。

现在考虑冲突图 H 的最小度。如果存在颜色 i 使得 dH(i) < ∆(G)，则我们可以找到改

进染色的机会。

实际上，可以证明：如果 k >
⌈
3
2
∆(G)

⌉
，则存在颜色 i 和 j，以及顶点 v，使得在 v 处

既没有颜色 i 也没有颜色 j，且 dH(i) + dH(j) < 2∆(G)。

在这种情况下，我们可以重新染色某些边，减少颜色数或产生更优的染色，与最优性矛

盾。

步骤 5：具体构造矛盾

假设 k >
⌈
3
2
∆(G)

⌉
。则平均：

1

k

k∑
i=1

dH(i) <
3

2
∆(G)− 1

因此存在两种颜色 i 和 j 使得 dH(i) + dH(j) < 3∆(G)− 2。
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现在考虑颜色 i 和 j 的边诱导的子图 Gij。这是一个二部图（因为每种颜色构成匹配）。

在 Gij 中，每个顶点的度最多为 2（可能同时与颜色 i 和 j 的边关联）。

我们可以找到一条极长的 i-j 交错路径 P。由于 dH(i) + dH(j) < 3∆(G)− 2，存在顶点

v 在 P 上，使得在 v 处可以交换颜色 i 和 j 而不破坏染色合法性。

通过这种交换，我们可以释放出一种颜色，或者创建出使用更少颜色的染色，与 k =

χ′(G) 是最优值矛盾。

因此，假设 k >
⌈
3
2
∆(G)

⌉
不成立，定理得证。

定理 6.0.2 (Konig,1916). 如果 G 是二部图，则 χ′(G) = ∆(G).

证明. 设 G = (X,Y,E) 是一个二部图，∆ = ∆(G)。由 Vizing 定理，我们有 χ′(G) ≥ ∆(G)，

因此只需证明 χ′(G) ≤ ∆(G)。

Step1：正则化构造
如果 G 不是 ∆-正则的，我们可以通过添加顶点和边将其扩充为一个 ∆-正则二部图 G′，

具体构造如下：

对于每个顶点 v ∈ V (G)，如果 dG(v) < ∆，则添加 ∆− dG(v) 个新顶点和相应的边，使

得：

♡ 如果 v ∈ X，则添加的新顶点在 Y 中

♡ 如果 v ∈ Y，则添加的新顶点在 X 中

♡ 每个新顶点的度数恰好为 1

这样得到的图 G′ 是一个 ∆-正则二部图，且 G 是 G′ 的子图。

Step2：应用 Hall 定理
由于 G′ 是 ∆-正则二部图，对任意 S ⊆ X，设 N(S) 是 S 的邻域。由度数条件：

∆|S| =
∑
v∈S

d(v) ≤
∑

u∈N(S)

d(u) = ∆|N(S)|

因此 |S| ≤ |N(S)|，满足 Hall 条件。由 Hall 婚姻定理，G′ 存在完美匹配 M1。

Step3：迭代构造边染色
从 G′ 中移除完美匹配 M1，得到图 G′

1 = G′ −M1。G′
1 是 (∆− 1)-正则二部图。再次应

用 Hall 定理，G′
1 存在完美匹配 M2。

重复此过程，我们可以得到 ∆ 个边不交的完美匹配 M1,M2, . . . ,M∆，满足：

♡ 每个 Mi 是完美匹配

♡ M1 ∪M2 ∪ · · · ∪M∆ = E(G′)

♡ Mi ∩Mj = ∅ 对 i ̸= j

Step4：得到边染色
定义边染色 c : E(G′) → {1, 2, . . . ,∆} 如下：

c(e) = i 当且仅当 e ∈ Mi

这是一个正常边染色，因为：
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♡ 每个匹配 Mi 中的边彼此不相邻

♡ 每个顶点的所有关联边分别属于不同的匹配（因为是完美匹配的并）

将 c 限制在 G 上，就得到了 G 的 ∆-边染色，因此 χ′(G) ≤ ∆。

结合 χ′(G) ≥ ∆，我们得到 χ′(G) = ∆。

推论 6.0.3. ∆-正则二部图可以分解为 ∆ 个边不交的完美匹配。

推论 6.0.4. 完全二部图 Km,n 的边色数为：

χ′(Km,n) = max(m,n)

定义 6.0.6. 在图染色理论中，Kempe 链是指图中由两种颜色交替组成的极大连通子

图。具体来说，设 G 是一个图，c : E(G) → C 是一个正常边染色。对于两种不同颜色

a, b ∈ C，a-b Kempe 链是指 G 的由颜色 a 和 b 的边诱导的子图的连通分支。

定理 6.0.5 (Vizing, 1964). 对于任意简单图 G，有：

∆(G) ≤ χ′(G) ≤ ∆(G) + 1

即简单图的边色数只能是 ∆(G) 或 ∆(G) + 1。

证明待补充
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7.1 Ramsey 理论 53

定义 7.0.1 (独立集). 两两不相邻的点构成的点集.

定义 7.0.2 (极大独立集). 不能再往里面加点的独立集.

定义 7.0.3 (最大独立集). 独立集中元素个数最大的那个，大小记为独立数：α(G).

定理 7.0.1. ∀S ⊆ V，S 是独立集 ⇔ V − S 是一个覆盖.

推论 7.0.2. α(G) + β(G) = n

证明. 我们取一个最大的独立集，去掉这个独立集得到顶点覆盖，马上就能得到 α(G)+β(G) ≤
n，即：

取最大的独立集 I，V − I 是一个覆盖，则 n− α(G) ≥ β(G).
取最小的覆盖 S，G− S 为一个独立集，故 n− β(G) ≤ α(G).
综上，我们可得：α(G) + β(G) = n.

52
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定义 (记号).

1. 图 G 的独立数 α(G) 是指 G 中最大独立集的大小。

2. 图 G 的顶点覆盖数 β(G) 是指 G 中最小顶点覆盖的大小。

3. 图 G 的匹配数 α′(G) 是指 G 中最大匹配的大小 (匹配数) 或边独立数。

4. 图 G 的边覆盖数 β′(G) 是指 G 中最小边覆盖的大小 (G 的每个点都是其中某条

边的端点)。

定理 7.0.3 (Gallai,1953). 如果 δ(G) > 0，则 α′(G) + β′(G) = n

证明. 1. 取最大匹配 M，u 是没有被 M 覆盖的点，则 ∃|E′| = |U | ⇒ M ∪E′ 是一个边覆

盖. 则：

β′(G) ≤ |M ∪ E′| ≤ α′(G) + (n− 2α′(G)) = n ⇒ α′(G) + β′(G) ≤ n

2. L：最小边覆盖，令 H = G[L]；M 是 H 中的最大匹配；U 是 H 中没有被 M 覆盖的

点，H[U ] 是独立集.
|L| − |M | = |l\M | ≥ |U | = n− 2|M |

因此 |U |+ |M | ≥ n 即 α′(G) + β′(G) ≥ n.
综上，我们可得：α′(G) + β′(G) = n.

7.1 Ramsey 理论
实际上告诉我们一个性质：没有混乱的系统.

定义 7.1.1 (Ramsey Number). r(k, l) ∀k, l ∈ Z+，r(k, l) 是最小的整数使得 ∀ 一个

r(k, l) 个顶点的图，要么满足包含一个 k 个点的团，要么包含一个 l 个点的独立集.

注. 实际上团和独立集是两个相反的限制条件，共同把一个图的结构“卡”死.

我对边做任意的红蓝染色，一定存在红色的 k 团或者蓝色的 l 团

或者换言之，对完全图 KN 进行进行红蓝染色，一定存在一个红色的 Ks 或者一个蓝

色的 Kl，其中 r(s, l) 是使得这样 KN 成立的最小的 N .

性质 7.1.1. 1. r(k, l) = r(l, k)：从染色角度出发，把染红色的和染蓝色的交换即可.

2. r(1, l) = 1, r(k, 1) = 1

3. r(2, l) = l, r(k, 2) = k

命题 7.1.1. r(3, 3) = 6

证明. 我们分两步证明。
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表 7.1: Ramsey Number R(k, l)

k l R(k, l)

3 3 6
3 4 9
3 5 14
3 6 18
3 7 23
3 8 28
3 9 36
4 4 18
4 5 25
4 6 35–41
5 5 43–47
6 6 102–165

Step1 证明 r(3, 3) ≤ 6

考虑一个完全图 K6，其边被任意染成红色或蓝色。任取一个顶点 v，它与其余 5 个顶

点相连的 5 条边中，由鸽笼原理，至少存在 3 条边颜色相同。不妨设这三条边 va, vb,
vc 均为红色。

现在考虑三角形 abc。若 ab 为红色，则 △vab 是一个红色三角形。同理，若 bc 或 ca 为

红色，也会形成红色三角形。若 ab, bc, ca 均不为红色（即全为蓝色），则 △abc 本身就

是一个蓝色三角形。

因此，在 K6 的任何 2-边着色中，总存在一个单色三角形，故 r(3, 3) ≤ 6。

Step2 证明 r(3, 3) > 5。

我们通过构造一个 K5 的 2-边着色，使其不含任何单色三角形来证明。

将顶点标记为 0, 1, 2, 3, 4（排成正五边形）。

♡ 将边 (i, i+ 1 mod 5) 染成红色（即五边形的边）。

♡ 将边 (i, i+ 2 mod 5) 染成蓝色（即五角星的边）。

在此着色下：

♡ 红色边构成一个 5-圈 C5，其中不含三角形。

♡ 蓝色边也构成一个 5-圈（同构于 C5），同样不含三角形。

因此，该着色不含任何单色 K3，故 r(3, 3) > 5。

综合以上两步，我们得出结论：

r(3, 3) = 6.
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定理 7.1.2.
r(k, l) ≤ r(k − 1, l) + r(k, l − 1) (7.1)

证明. 记 n = r(k − 1, l) + r(k, l − 1)。考虑 Kn 的任意红蓝边着色，我们要证明存在红色 Kk

或蓝色 Kl。

任取一个顶点 v，将剩下的 n− 1 个顶点按与 v 的连边颜色分成两个集合：

♡ R(v)：与 v 连红边的顶点集合；

♡ B(v)：与 v 连蓝边的顶点集合。

由于 |R(v)|+ |B(v)| = n− 1 = r(k − 1, l) + r(k, l − 1)− 1，根据鸽笼原理，必有

|R(v)| ≥ r(k − 1, l) 或 |B(v)| ≥ r(k, l − 1).

情况 1：|R(v)| ≥ r(k − 1, l)。

考虑 R(v) 的诱导子图 G[R(v)]，它至少有 r(k−1, l) 个顶点。根据 r(k−1, l) 的定义，G[R(v)]

中要么存在红色 Kk−1，要么存在蓝色 Kl。

♡ 若存在蓝色 Kl，则整个图中已有蓝色 Kl，结论成立。

♡ 若存在红色 Kk−1，则这个红色 Kk−1 加上顶点 v（因为 v 到 R(v) 中所有顶点都是红

边）构成红色 Kk。

情况 2：|B(v)| ≥ r(k, l − 1)。

考虑 B(v) 的诱导子图 G[B(v)]，它至少有 r(k, l−1) 个顶点。根据 r(k, l−1) 的定义，G[B(v)]

中要么存在红色 Kk，要么存在蓝色 Kl−1。

♡ 若存在红色 Kk，则整个图中已有红色 Kk，结论成立。

♡ 若存在蓝色 Kl−1，则这个蓝色 Kl−1 加上顶点 v（因为 v 到 B(v) 中所有顶点都是蓝边）

构成蓝色 Kl。

综上，在任何情况下，Kn 中都存在红色 Kk 或蓝色 Kl，因此

r(k, l) ≤ n = r(k − 1, l) + r(k, l − 1).

推论 7.1.3. 若 r(k − 1, l) 与 r(k, l − 1) 都是偶数，则

r(k, l) ≤ r(k − 1, l) + r(k, l − 1)− 1.

证明. 记 m = r(k − 1, l) + r(k, l − 1) − 1。假设存在 Km 的一个红蓝边着色，既不包含红色

Kk，也不包含蓝色 Kl（即反证法假设 r(k, l) > m）。

任取顶点 v，定义：

♡ rv = |R(v)|：与 v 连红边的顶点数；

♡ bv = |B(v)|：与 v 连蓝边的顶点数。
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显然 rv + bv = m− 1 = r(k − 1, l) + r(k, l − 1)− 2。

我们断言：

rv ≤ r(k − 1, l)− 1 且 bv ≤ r(k, l − 1)− 1.

理由：如果 rv ≥ r(k − 1, l)，则 G[R(v)] 中要么有蓝色 Kl（与假设矛盾），要么有红色 Kk−1

（加上 v 成红色 Kk，也与假设矛盾）。所以 rv ≤ r(k − 1, l)− 1。同理 bv ≤ r(k, l − 1)− 1。

于是

rv + bv ≤ [r(k − 1, l)− 1] + [r(k, l − 1)− 1] = r(k − 1, l) + r(k, l − 1)− 2 = m− 1.

但 rv + bv = m− 1，所以必须取等号：

rv = r(k − 1, l)− 1 且 bv = r(k, l − 1)− 1.

由于 r(k − 1, l) 和 r(k, l − 1) 是偶数，所以 rv 和 bv 都是奇数。

现在考虑所有顶点的红度数之和
∑

v rv。一方面，这是红边数的两倍，因此是偶数。另一

方面，由上式，每个 rv 都是奇数，而 m 是奇数（偶数加偶数减 1），所以有奇数个顶点，奇

数个奇数之和仍是奇数，矛盾。

因此假设不成立，必有 r(k, l) ≤ m = r(k − 1, l) + r(k, l − 1)− 1。

定理 7.1.4.
r(k, l) ≤

(
k + l − 2

k − 1

)
(7.2)

证明. 我们对 s = k + l 进行归纳。

归纳基础：当 k + l = 5 时，可能的 (k, l) 为 (2, 3) 或 (3, 2)。

♡ r(2, 3) = 3，而
(
2+3−2
2−1

)
=
(
3
1

)
= 3，成立。

♡ r(3, 2) = 3，而
(
3+2−2
3−1

)
=
(
3
2

)
= 3，成立。

归纳假设：假设对于所有满足 k′ + l′ < k + l 的 k′, l′ ≥ 2，有

r(k′, l′) ≤
(
k′ + l′ − 2

k′ − 1

)
.

归纳步骤：考虑 r(k, l)。由定理 7.1.2 可知

r(k, l) ≤ r(k, l − 1) + r(k − 1, l).

对右端两项应用归纳假设（因为 (k, l−1) 和 (k−1, l) 都满足分量之和 = k+ l−1 < k+ l）：

r(k, l − 1) ≤
(
k + (l − 1)− 2

k − 1

)
=

(
k + l − 3

k − 1

)
,

r(k − 1, l) ≤
(
(k − 1) + l − 2

(k − 1)− 1

)
=

(
k + l − 3

k − 2

)
.

因此

r(k, l) ≤
(
k + l − 3

k − 1

)
+

(
k + l − 3

k − 2

)
.

利用组合恒等式
(
n
r

)
+
(

n
r−1

)
=
(
n+1
r

)
，取 n = k + l − 3，r = k − 1，得(

k + l − 3

k − 1

)
+

(
k + l − 3

k − 2

)
=

(
k + l − 2

k − 1

)
.
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于是

r(k, l) ≤
(
k + l − 2

k − 1

)
.

由数学归纳法，定理得证。

引理 7.1.5 (Union Bound). 对于事件 E1, E2, . . . , Em，我们有：

Pr(E1 ∪ E2 ∪ · · · ∪ Em) ≤ Pr(E1) + Pr(E2) + · · ·+ Pr(Em) (7.3)

注. 通常我们令 Ei 为想要避免的事情.

定理 7.1.6 (Lovász 局部引理). 设 x1, . . . , xN 是独立的随机变量。设 B1, . . . , Bm ⊆ [N ]。

对每个 i，设 Ei 是仅依赖于下标在 Bi 中的变量的事件（即 Ei 仅依赖于 {xj : j ∈ Bi}）。
假设对每个 i ∈ [m]，Bi 与至多 d 个其他的 Bj 有非空交集，并且

P(Ei) ≤ p 对所有i.

如果

ep(d+ 1) ≤ 1,

那么以正概率所有事件 Ei 都不发生。这里 e = 2.718 · · · 是自然对数的底，且这个常

数在定理中是最优的。

定理 7.1.7 (Spencer,1977). 如果(
k

2

)(
n

k − 2

)
21−(

k
2) <

1

e
,

那么 R(k, k) > n。

证明. 考虑 Kn 的边用红/蓝均匀独立随机染色。

对每个 k 顶点子集 S，令 ES 表示 S 诱导出一个单色 Kk 的事件。那么

P[ES ] = 2 ·
(
1

2

)(k2)
= 21−(

k
2).

在局部引理的设定中，每个边对应一个独立的随机变量。每个事件 ES 仅依赖于 S 中的

边对应的变量。

如果 S 和 S′ 都是 k 顶点子集，它们的团共享一条边当且仅当 |S ∩ S′| ≥ 2。因此对每个

S，满足 |S ∩ S′| ≥ 2 的 k 顶点集合 S′ 的个数最多为(
k

2

)(
n

k − 2

)
.

这是因为我们选择 S ∩ S′ 中的 2 个顶点（
(
k
2

)
种方式），然后从剩下的 n − 2 个顶点中选择

k − 2 个顶点（
(

n
k−2

)
种方式）。

因此，每个事件 ES 与至多 d =
(
k
2

)(
n

k−2

)
个其他事件 ES′ 相关。

由局部引理 theorem 7.1.6，如果

e · P[ES ] · (d+ 1) ≤ 1,
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即

e · 21−(
k
2) ·
((

k

2

)(
n

k − 2

)
+ 1

)
≤ 1,

那么以正概率所有事件 ES 都不发生，即存在边染色不含任何单色 Kk。

因此，如果 (
k

2

)(
n

k − 2

)
21−(

k
2) <

1

e
,

则 R(k, k) > n。

注 (定量下界). 通过优化 n 的选择，我们得到

R(k, k) >

(√
2

e
+ o(1)

)
k2k/2.



8. 顶点染色

8.1 色数 59

8.2 临界图 64

8.3 色多项式 72

8.1 色数

我们先给出几个跟顶点染色的相关的定义：

定义 8.1.1 (k-顶点染色). 对于图 G = (V,E)，一个 k-顶点染色 是指一个映射 f :

V (G) → {1, 2, . . . , k}，其中每个颜色对应一个顶点着色。

定义 8.1.2 (正常染色). 一个顶点染色是 正常的 （或称为 正常染色 ），如果 ∀v1 ∼ v2

（即 v1 与 v2 相邻），都有 f(v1) ̸= f(v2)。

定义 8.1.3 (k-可染的). 图 G 是 k-可染 的，如果 G 有一个正常的 k-顶点染色。

定义 8.1.4 (顶点划分). 图 G 的顶点集 V (G) 可以划分为 k 个子集 V1, V2, . . . , Vk，其

中每个 Vi 都是独立集（即 Vi 中任意两个顶点都不相邻），i = 1, 2, . . . , k。

59
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定义 8.1.5 (色数). 图 G 的 色数 χ(G) = min {k : G是k −可染的}，即 G 的所有正常

顶点染色所需的最少颜色数。

例 8.1.1 (色数的例子). χ(Kn) = n（完全图需要 n 种颜色），χ(C2k) = 2（偶环是 2-可
染的），χ(C2k+1) = 3（奇环需要 3 种颜色），χ(Tn) = 2（树是二分图，因此是 2-可染

的）。

注. 1. 二部图 G[X,Y ]，χ(G[X,Y ]) = 2 ⇐⇒ 2-可染.

(⇒) 若 χ(G) = 2，由色数的定义，χ(G) = min{k : G是k-可染的}，因此 G 是 2-可染

的。

(⇐) 若 G 是 2-可染的，则存在正常 2-顶点染色 f : V (G) → {1, 2}。由于二部图的顶点

集可以划分为两个独立集 X 和 Y，我们可以将 X 中所有顶点染颜色 1，Y 中所有顶

点染颜色 2（或者相反），这就给出了一个正常的 2-染色。由于二部图至少包含一条边

（若非平凡），它不是 1-可染的，因此 χ(G) = 2。

更严谨地，假设 G 是 2-可染的但 χ(G) < 2，则 χ(G) = 1，这意味着 G 没有边，与二

部图的定义矛盾（除非是平凡图）。因此 χ(G) = 2。

2. w(G) 团数：χ(G) ≥ w(G)

设 H 是 G 的一个最大团，其顶点数为 w(G)。由于团中任意两个顶点都相邻，在正常

染色中这些顶点必须分配不同的颜色，因此至少需要 w(G) 种颜色。故 χ(G) ≥ w(G)。

3. α(G) 独立数：χ(G) ≥ |V (G)|
α(G)

设 f 是 G 的一个正常 χ(G)-染色，颜色类 V1, V2, . . . , Vχ(G) 构成了顶点集的一个划分，

其中每个 Vi 都是独立集。因此 |Vi| ≤ α(G)，其中 α(G) 是 G 的独立数。于是：

|V (G)| =
χ(G)∑
i=1

|Vi| ≤ χ(G) · α(G)

整理即得 χ(G) ≥ |V (G)|
α(G)

。

4. m = E(G)：k = χ(G) ≤ 1
2
+
√
2m+ 1

4

设 k = χ(G)，n = |V (G)|，m = |E(G)|。我们需要证明 k ≤ 1
2
+
√
2m+ 1

4
。

考虑图 G 的一个正常 k-染色，将顶点划分为 k 个独立集 V1, V2, . . . , Vk。由于每个 Vi

都是独立集，Vi 中的顶点之间没有边相连，因此图 G 的所有边都出现在不同颜色类之

间。

现在考虑一个组合极值事实：在 k 个部分的大小尽可能平均时，不同部分之间的边数达

到最大。具体来说，如果我们将 n 个顶点分配到 k 个部分中，那么不同部分之间的最

大边数出现在各部分的顶点数尽可能相等时，即每个部分的顶点数约为 n/k。

更精确地，由柯西-施瓦茨不等式，我们有：

m ≤ 1

2

(
n2 −

k∑
i=1

|Vi|2
)
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根据均值不等式，
∑k

i=1 |Vi|2 ≥ n2

k
，当且仅当所有 |Vi| 相等时取等号。代入上式得：

m ≤ 1

2

(
n2 − n2

k

)
=

n2

2

(
1− 1

k

)

由于 n ≥ k（至少需要 k 个顶点才能使用 k 种颜色），考虑最紧凑的情况，我们取 n = k，

此时：

m ≤ k2

2

(
1− 1

k

)
=

k(k − 1)

2

但我们需要的是 k 关于 m 的上界，因此重新整理不等式：

m ≤ k2

2

(
1− 1

k

)
=

k2 − k

2

即：

2m ≤ k2 − k

整理为关于 k 的二次不等式：

k2 − k − 2m ≥ 0

解这个二次不等式，考虑方程 k2 − k − 2m = 0 的根：

k =
1±

√
1 + 8m

2

由于 k > 0，我们取正根：

k ≤ 1 +
√
1 + 8m

2

注意到
√
1 + 8m =

√
8m+ 1，且：

1 +
√
8m+ 1

2
=

1

2
+

√
8m+ 1

2
=

1

2
+

√
8m+ 1

4
=

1

2
+

√
2m+

1

4

因此我们得到：

χ(G) = k ≤ 1

2
+

√
2m+

1

4

定义 8.1.6 (贪婪染色). 设图 G 的顶点排序为 v1, v2, . . . , vn，可用颜色集合为

{1, 2, 3, . . . }。贪婪染色算法按顺序 v1, v2, . . . , vn 依次为每个顶点染色：当给顶点 vk

染色时，选取没有出现在 vk 的已染色邻点中的最小标号颜色。

根据贪婪染色的步骤，我们可以得到如下定理：

定理 8.1.1.
χ(G) ≤ ∆(G) + 1

其中 ∆(G) 是图 G 的最大度数。等号成立当且仅当 G 为完全图 Kn 或奇圈 C2k+1。
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证明.
上界证明： 考虑对图 G 的任意顶点排序应用贪婪染色算法。对于任意顶点 vk，它最多

有 ∆(G) 个邻居，其中一些可能排在 vk 之前（已染色），一些可能排在 vk 之后（未染色）。在

给 vk 染色时，我们只需要考虑那些已染色的邻居。由于每个顶点最多有 ∆(G) 个邻居，因此

最多有 ∆(G) 种颜色不能使用。从颜色集合 {1, 2, . . . ,∆(G) + 1} 中总能找到至少一种可用颜

色。因此，∆(G) + 1 种颜色足够完成整个染色，即 χ(G) ≤ ∆(G) + 1。

等号成立情形分析：

情形 1：完全图 Kn 对于完全图 Kn，每个顶点的度数都是 n− 1，即 ∆(Kn) = n− 1。由

于所有顶点都互相连接，需要 n 种不同颜色，因此 χ(Kn) = n = ∆(Kn) + 1。

情形 2：奇圈 C2k+1 对于奇圈 C2k+1，每个顶点的度数为 2，即 ∆(C2k+1) = 2。由于奇圈

不是二分图，其色数为 3，因此 χ(C2k+1) = 3 = ∆(C2k+1) + 1。

反向证明： 反过来，如果 χ(G) = ∆(G) + 1，由 theorem 8.1.3 可知，满足此等式的连通

图只有完全图和奇圈（除非图是不连通的，但不连通图的色数由某个连通分量决定，因此只需

考虑连通图情形）。

下面我们来说明对于 G 不是 Kn 或者 C2k+1 时必然有：χ(G) ≤ ∆.

定理 8.1.2 (Brook,1941). 如果 G 不是 Kn 或者 C2k+1，则 χ(G) ≤ ∆(G).

证明. 令 ∆(G) = k，G 不是 Kn、C2k+1，且为连通图，k ≤ 2

注. 这里我们只需考虑 G 为连通图的情况，若否，则当 G 由若干个连通分支组成时，对

于每个连通分支 H ⊆ G，若我们都能证明 χ(H) ≤ ∆(H) 则整体的显然有：χ(G) ≤ ∆(G).

1. k ≤ 2：此时 G 只能为路或偶图显然成立.

2. k ≥ 3：

(a) G 不是 k-正则：∃u ∈ V (G), d(u) < k ≤ ∆− 1.

(b) G 是 k-正则：

i. G 有一个割点 x，此时 G−x 可以得到若干个连通分支 Hi，我们令 Gi = Hi∪x，
则 V (Gi) ∩ V (Gj) = x. 其中 Gi 不是 k-可染的，f(x) = 1 ⇒ G 是 k-可染的，

χ(G) ≤ k = ∆

ii. G 是 2-连通的：v1 与 v2 不相邻且 G−{v1, v2} 是连通的. 任取 x，d(x) < n−1

♡ κ(G−X) ≥ 2

♡ χ(G− x) = 1

定理 8.1.3 (Brook,1941). 如果连通图 G 不是完全图 Kn 也不是奇圈 C2k+1，则 χ(G) ≤
∆(G)。

注. 这里我们只需考虑 G 为连通图的情况，因为如果 G 不连通，由若干个连通分支

H1, . . . , Ht 组成，若对每个连通分支 Hi 都能证明 χ(Hi) ≤ ∆(Hi)，则整体的色数 χ(G) =

max{χ(Hi)} ≤ max{∆(Hi)} ≤ ∆(G)。
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证明. 令 ∆(G) = k，假设 G 是连通图且不是 Kn、C2k+1。

1. 情况 1：k ≤ 2

♡ 当 k = 0 时，G 为 K1，χ(G) = 1，但 ∆(G) = 0，此时定理不成立。但 K1 是平

凡情况，通常不在定理考虑范围内。

♡ 当 k = 1 时，连通图 G 只能是 K2，但 K2 是完全图，属于定理排除情形。

♡ 当 k = 2 时，G 为路或圈。若 G 是路或偶圈，则 χ(G) = 2 = ∆(G)；若 G 是奇

圈，则 χ(G) = 3 = ∆(G) + 1，但奇圈被定理排除。因此当 k = 2 时定理成立。

2. 情况 2：k ≥ 3

(a) 子情况 2.1：G 不是 k-正则

存在顶点 u ∈ V (G) 满足 d(u) < k。以 u 为根构造生成树，按从树叶到根的顺序

排列顶点，u 作为最后一个顶点 vn。

在贪婪染色过程中：

♡ 对任意 vi（i < n），在生成树中至少有一个子节点未染色，因此最多遇到 k−1

个已染色邻居

♡ 对 u = vn，由于 d(u) < k，最多遇到 k − 1 个已染色邻居

因此只需要 k 种颜色。

(b) 子情况 2.2：G 是 k-正则

i. (a) G 有割点 x

设 G − {x} 的连通分支为 H1, . . . , Ht，令 Gi = Hi ∪ {x}。每个 Gi 满足

∆(Gi) ≤ k 且不是完全图或奇圈。

由归纳假设，每个 Gi 是 k-可染的。固定 x 的颜色为 1，通过颜色置换使所有

Gi 中 x 的颜色一致，组合得到 G 的 k-染色。

ii. (b) G 是 2-连通的

由于 G 不是完全图，存在不相邻的顶点 v1, v2，且 G− {v1, v2} 连通。

构造顶点排序：从 G− {v1, v2} 中任取 v3，用 BFS 生成生成树，按树叶到根

顺序排列，最后放 v1, v2。

在贪婪染色过程中：

♡ 对 i ≤ n− 2 的顶点，至少有一个未染色后继，最多遇 k− 1 个已染色邻居

♡ v1 与 v2 不相邻，最多遇 k − 1 个已染色邻居

♡ v2 的所有 k 个邻居已染色，但由于 v1 与 v2 不相邻，已染色邻居中至多

出现 k − 1 种颜色

因此只需要 k 种颜色。

综上，在所有情况下都有 χ(G) ≤ ∆(G)。

注. Brooks 定理的证明是图论中的经典证明，其核心思想是通过巧妙的顶点排序，使得在

贪婪染色过程中每个顶点遇到的已染色邻居数严格小于最大度数 k。证明过程中对不同的图

结构（非正则、有割点、2-连通）采用了不同的排序策略，确保了对所有情况都能得到紧的上

界。
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8.2 临界图

下面我们给出临界图的相关定义：

定义 8.2.1 (k-临界图). 图 G 称为 k-临界 的，如果满足：

1. χ(G) = k

2. 对任意真子图 H ⫋ G，有 χ(H) < k

注. 对任意色数为 k 的图 G，必存在一个 k-临界子图 H ⊆ G 使得 χ(H) = k。

定理 8.2.1. 如果 G 是 k-临界图，则 δ(G) ≥ k− 1，其中 δ(G) 表示图 G 的最小度数。

证明. 设 u 是 G 中度数最小的顶点，即 d(u) = δ(G)。由于 G 是 k-临界的，有 χ(G−u) ≤ k−1。

假设 δ(G) ≤ k − 2，则 d(u) ≤ k − 2。在 G− u 的正常 (k − 1)-染色基础上，u 的邻居至

多使用了 k − 2 种颜色，因此存在至少一种颜色可用于 u，从而得到 G 的 (k − 1)-染色，与

χ(G) = k 矛盾。

故 δ(G) ≥ k − 1。

定理 8.2.2. 临界图没有团割集。

证明. 假设 G 是 k-临界图且存在团割集 S（即 S 是一个团且 G− S 不连通）。

设 G−S 的连通分支为 G1, G2, . . . , Gt（t ≥ 2）。由于 G 是 k-临界的，每个真子图 Gi ∪S

（i = 1, . . . , t）是 (k − 1)-可染的。

固定 S 的一个 (k− 1)-染色（因为 S 是团，|S| ≤ k− 1，否则 χ(G) ≥ |S|+ 1 ≥ k+ 1 矛

盾），通过颜色置换可使所有 Gi ∪ S 中 S 的染色一致。将这些染色组合可得 G 的 (k − 1)-染
色，与 χ(G) = k 矛盾。故临界图没有团割集。

由上定理我们可得以下推论：

推论 8.2.3. 任何临界图都是一个块（即 2-连通图，没有割点）。

证明. 设 G 是 k-临界图。若 G 有割点 v，则 {v} 是一个 1-团（即 K1），从而是团割集，与

上述定理矛盾。故 G 没有割点，即 G 是 2-连通的块。

对于临界图，我们有如下性质：

性质 8.2.1. 1. 没有孤立点的图是临界图 ⇐⇒ χ(G− e) < χ(G), ∀e ∈ E(G)

2. G：k-临界. 对 ∀v ∈ V (G) 有一个正常的 k-染色使得 v 上的颜色不出现在其他地

方，剩下 k − 1 种颜色出现在 N(v) 上.

3. G：k-临界.∀v ∈ V (G)，任意 G− e 的 (k−1) 正常染色都有两个端点的颜色相同.

证明.
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1. 先证必要性：设 G 是 k-临界图且无孤立点。对任意 e ∈ E(G)，由于 G− e 是 G 的真

子图，由 k-临界图的定义有 χ(G− e) < k = χ(G)。

再证充分性：设 G 无孤立点且对任意 e ∈ E(G) 有 χ(G− e) < χ(G)。记 χ(G) = k。对

G 的任意真子图 H，若 H 是通过删边得到的，即 H = G− e，则 χ(H) < k；若 H 是通

过删点得到的，由于 G 无孤立点，删点后至少有一条边被删除，可归纳证明 χ(H) < k。

因此 G 是 k-临界的。

2. 设 G 是 k-临界图，v ∈ V (G)。由临界性，G− v 是 (k− 1)-可染的。设 f 是 G− v 的一

个正常 (k− 1)-染色，使用颜色 {1, 2, . . . , k− 1}。定义 G 的染色 f ′ 如下：对 u ̸= v，令

f ′(u) = f(u)；令 f ′(v) = k。由于 v 与所有邻居颜色不同（邻居颜色来自 {1, . . . , k− 1}，
v 为颜色 k），且 G− v 的染色正常，故 f ′ 是 G 的正常 k-染色，满足颜色 k 仅出现在

v 上，而 N(v) 仅使用颜色 1, . . . , k − 1。

3. 设 G 是 k-临界图，e = uv ∈ E(G)。由 (1) 知 χ(G− e) = k− 1。假设存在 G− e 的一个

正常 (k− 1)-染色 f 使得 f(u) ̸= f(v)。则 f 也是 G 的正常 (k− 1)-染色，与 χ(G) = k

矛盾。故在 G− e 的任何正常 (k − 1)-染色中，u 和 v 必须染相同颜色。

我们先回顾一下 Konig 定理（theorem 5.3.1）: 设 G = G[X : Y ] 是一个二部图，则

α′(G) = β(G)。

结合 Konig 定理，我们有如下引理：

引理 8.2.4 (Dirac,1953). 设 G 是一个满足 χ(G) > k 的图，X 和 Y 是 V (G) 的一个

划分。如果 G[X] 和 G[Y ] 都是 k-可染的，则边割 [X,Y ] 至少包含 k 条边。

证明.
设 G[X] 和 G[Y ] 都有正常的 k-染色。令 X1, X2, . . . , Xk 是 G[X] 中颜色类形成的划分，

即 Xi = {x ∈ X : fX(x) = i}；类似地，令 Y1, Y2, . . . , Yk 是 G[Y ] 中颜色类形成的划分。

注意到，如果存在某个 i 和 j 使得 Xi 与 Yj 之间在 G 中没有边相连，那么 Xi ∪ Yj 是 G

的一个独立集（因为 Xi 和 Yj 各自内部无边，且两者之间也无边）。

现在构造一个二部图 H，其两个部分分别为 U = {x1, x2, . . . , xk} 和 W = {y1, y2, . . . , yk}，
并在 xi 和 yj 之间连边当且仅当在 G 中 Xi 与 Yj 之间没有边。也就是说，E(H) = {xiyj :

在G中Xi与Yj之间没有边}。
我们分析 H 的边数。在 G 中，边割 [X,Y ] 的每条边连接某个 Xi 中的顶点与某个 Yj 中

的顶点。因此，Xi 与 Yj 之间有边（在 G 中）当且仅当 [X,Y ] 中包含至少一条连接 Xi 中某

点与 Yj 中某点的边。注意，H 中缺少一条边（即某个 Xi 与 Yj 在 G 中有边）对应 [X,Y ] 中

至少有一条边。但不同的 (i, j) 对可能对应 [X,Y ] 中的同一条边吗？不会，因为一条边唯一确

定一个 (i, j) 对（由染色决定）。因此，|[X,Y ]| 等于满足“Xi 与 Yj 在 G 中有边”的 (i, j) 对的

数目。

设 |[X,Y ]| = m。那么满足“Xi 与 Yj 在 G 中有边”的 (i, j) 对有 m 个。因此，满足“Xi

与 Yj 在 G 中无边”的 (i, j) 对有 k2 −m 个。这意味着 |E(H)| = k2 −m。

现在，如果 m < k，那么 |E(H)| = k2 −m > k2 − k = k(k − 1)。
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我们断言：H 有一个完美匹配。用反证法，假设 H 没有完美匹配。根据 Hall 定理，存在某

个 S ⊆ U，使得 |NH(S)| < |S|。那么 H 中与 S 相关联的边最多有 |S| · |NH(S)| ≤ |S|(|S|−1)

条。而 H 的总边数 |E(H)| > k(k − 1)。但是，注意到 H 是 k 个顶点的二部图，最大可能

边数为 k2。我们考虑 H 的边集的一个上界：将 U 划分为 S 和 U \ S，W 划分为 NH(S) 和

W \NH(S)。则 H 的边只可能存在于 S 与 NH(S) 之间（最多 |S||NH(S)| ≤ |S|(|S| − 1) 条），

以及 U \ S 与 W 之间（最多 (k − |S|)k 条）。因此：

|E(H)| ≤ |S|(|S| − 1) + (k − |S|)k = k2 − k|S|+ |S|2 − |S|.

令 f(|S|) = k2 − k|S| + |S|2 − |S|。这是一个关于 |S| 的二次函数，在 |S| = k+1
2

处取得最

大值。但我们在 |S| 为整数且 1 ≤ |S| ≤ k 时考虑其上界。实际上，当 |S| = k 时，f(k) =

k2 − k2 + k2 − k = k(k− 1)。但我们已经假设 |E(H)| > k(k− 1)，矛盾。因此假设不成立，H

必有完美匹配。

设 M = {x1yσ(1), x2yσ(2), . . . , xkyσ(k)} 是 H 的一个完美匹配，其中 σ 是 {1, . . . , k} 的一

个置换。

现在我们可以构造 G 的一个 k-染色如下：对每个 i = 1, . . . , k，将 Xi 和 Yσ(i) 中的顶点

都染颜色 i。我们验证这是一个正常染色：

♡ 在 X 内部：因为 X1, . . . , Xk 是 G[X] 的正常染色的颜色类，所以 X 内部无边连接同

颜色顶点。

♡ 在 Y 内部：同样，Y1, . . . , Yk 是 G[Y ] 的正常染色的颜色类，所以 Y 内部无边连接同颜

色顶点。

♡ 在 X 与 Y 之间：如果有一条边连接 Xi 中某点与 Yj 中某点，那么由 H 的定义，xiyj 不

是 H 的边。但 M 是完美匹配，所以 j ̸= σ(i)。因此 Xi 染颜色 i，Yj 染颜色 σ−1(j) ̸= i，

故边两端颜色不同。

因此我们得到了 G 的一个正常 k-染色，与 χ(G) > k 矛盾。

所以最初的假设 m < k 不成立，必有 |[X,Y ]| ≥ k。

借助引理，我们能证明下面定理：

定理 8.2.5 (Dirac,1953). 若 G 是 k-临界图，则 G 是 (k − 1)-边连通的，且任意最小

边割 [X,Y ] 满足 |[X,Y ]| ≥ k − 1。

证明.
设 G 是 k-临界图。假设 G 不是 (k−1)-边连通的，则存在一个边割 [X,Y ] 满足 |[X,Y ]| ≤

k− 2。考虑子图 G[X] 和 G[Y ]。由于 G 是 k-临界的，有 χ(G[X]) ≤ k− 1 且 χ(G[Y ]) ≤ k− 1

（因为 G[X] 和 G[Y ] 都是 G 的真子图）。现在应用 lemma 8.2.4 ：如果 χ(G) > k − 1 且

G[X] 和 G[Y ] 都是 (k − 1)-可染的，则 |[X,Y ]| ≥ k − 1。但这里 χ(G) = k > k − 1，且

|[X,Y ]| ≤ k − 2 < k − 1，与 lemma 8.2.4 矛盾。

因此，G 必须是 (k − 1)-边连通的，即任意边割至少包含 k − 1 条边。

进一步，我们证明任意最小边割 [X,Y ] 满足 |[X,Y ]| ≥ k− 1。若存在最小边割 [X,Y ] 使

得 |[X,Y ]| < k− 1，则同样由 lemma 8.2.4 （取 k′ = k− 1，注意 χ(G) = k > k− 1，且 G[X]
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和 G[Y ] 都是 (k − 1)-可染的）可得 |[X,Y ]| ≥ k − 1，矛盾。故任意最小边割至少包含 k − 1

条边。

综上，k-临界图是 (k − 1)-边连通的，且最小边割的大小至少为 k − 1。

下面我们给出细分 (Subdivision) 的定义：

定义 8.2.2 (剖分/细分). 图 G 的一个 剖分（或称 细分）是指将 G 的某些边替换为长

度至少为 1 的路（即在这些边上插入若干新顶点）所得到的图。

更形式化地，给定图 G，通过在边 uv ∈ E(G) 上插入 k ≥ 0 个新顶点 w1, w2, . . . , wk，

将边 uv 替换为路 uw1w2 . . . wkv，如此操作（可能对多条边进行）后得到的图称为 G

的一个剖分。特别地，Kk 的剖分是指将完全图 Kk 的某些边进行细分后得到的图。

定义 8.2.3 (Minor). 图 H 是图 G 的一个 Minor，如果 H 可以通过对 G 进行一系列

以下操作得到：

1. 删除边；

2. 删除顶点（及与之关联的边）；

3. 收缩边（即将一条边 uv 收缩，将顶点 u 和 v 合并为一个新顶点，并与 u 和 v

的所有邻居相连）。

注意，收缩边可能产生重边，但通常我们考虑简单图，因此可以删除重边。

我们给出下面两个猜想：

猜想 8.2.6 (Hajós, 1961). 若图 G 的色数 χ(G) ≥ k，则 G 包含一个 Kk 的剖分（即

G 包含一个子图是 Kk 的细分）。

注. Hajós 猜想在不同 k 值下的研究现状总结如下：

1. k = 2 时：猜想成立。χ(G) ≥ 2 意味着 G 至少包含一条边，因此包含一条长度 ≥ 1 的

路，这即是 K2 的细分。

2. k = 3 时：猜想成立。χ(G) ≥ 3 意味着 G 不是二分图，因此包含一个奇圈。任何奇圈

都是 K3 的细分（通过在三角形的三条边上插入若干顶点得到）。

3. k = 4 时：猜想成立。由 Dirac（1952）和 Hajós 本人证明。证明的关键是考虑 4-临界

图，利用其 3-连通性及精细的染色结构分析，构造出 K4 的细分。见 theorem 8.2.8

4. k = 5 和 k = 6 时： Open（未解决问题）。尽管对于某些特殊图类（如线图、平面图等）

或有额外条件（如最小度数较大）时可能有正面结果，但一般情况下的 Hajós 猜想对于

k = 5 和 k = 6 是否成立，至今仍未解决，是图论中著名的开放问题之一。

5. k ≥ 7 时： False（猜想不成立）。Catlin (1979) 首先构造出了反例，表明存在色数为 k

(k ≥ 7) 的图不包含 Kk 的细分。后续工作（如 Erdős 和 Fajtlowicz, 1981）进一步表明，

在某种意义上“几乎所有”高色数图都是反例。
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注. 尽管 Hajós 猜想在 k ≥ 7 时不成立，但其研究极大地促进了图染色理论与拓扑图论的

联系，催生了诸如图子式（Minor）理论等重要分支的发展。对于 k = 5, 6 的情形，寻找答案

或构造反例仍然是图论前沿的挑战之一。

猜想 8.2.7 (Hadwiger, 1943). 若图 G 的色数 χ(G) ≥ k，则 G 包含 Kk 作为 Minor
（即 Kk 是 G 的 Minor）。

注. Hadwiger 猜想在不同 k 值下的研究现状总结如下：

1. k = 1 时：猜想平凡成立。

2. k = 2 时：猜想成立。χ(G) ≥ 2 意味着 G 至少包含一条边，因此包含 K2 作为 Minor。

3. k = 3 时：猜想成立。χ(G) ≥ 3 意味着 G 不是二分图，因此包含一个奇圈，从而包含

K3 作为 Minor。

4. k = 4 时：猜想成立。此结果由 Wagner (1937) 证明，并等价于四色定理。事实上，

Wagner 证明了图 G 不包含 K4 作为 Minor 当且仅当 G 是系列平行图，而系列平行图

是可 3-染色的。因此，若 χ(G) ≥ 4，则 G 必须包含 K4 作为 Minor。

5. k = 5 时：猜想成立。此结果等价于四色定理，由 Robertson, Seymour, and Thomas
(1993) 证明。他们证明了任何不包含 K5 作为 Minor 的图是 4-可染的。因此，若 χ(G) ≥
5，则 G 必须包含 K5 作为 Minor。

6. k = 6 时：Open（未解决问题）。这是当前已知最小的未解决情况。Robertson, Seymour,
and Thomas (1993) 证明了任何不包含 K6 作为 Minor 的图是 6-可染的。因此，目前

已知的结果是：若 χ(G) ≥ 7，则 G 包含 K6 作为 Minor。但猜想要求的是 χ(G) ≥ 6

时即包含 K6 Minor，这尚未被证明或否定。

7. k ≥ 7 时： Open（未解决问题）。Hadwiger 猜想对于 k ≥ 7 的情形仍然是图论中

最重要的未解猜想之一。已知的最好一般结果是，任何不包含 Kt 作为 Minor 的图是

O(t
√

log t)-可染的，这一上界由 Kostochka (1984) 和 Thomason (2001) 独立证明得出。

具体地，Thomason (2001) 证明了色数的上界约为 0.265t
√

log t(1 + o(1))。这意味着若

χ(G) ≥ k，则 G 包含一个 K
Ω(k/

√
log k)

作为 Minor，但离证明其包含 Kk Minor 本身

尚有差距。

注. Hadwiger 猜想是图论中最著名且最重要的未解问题之一，被视为四色定理的深远推

广。与 Hajós 猜想（已在 k ≥ 7 时被证伪）不同，Hadwiger 猜想目前尚未发现反例，并且对

于 k ≤ 5 已被证明成立。其研究极大地推动了图子式理论（Graph Minor Theory）的发展，该

理论的顶峰是 Robertson 和 Seymour 证明的 Wagner 猜想（即任何图子式封闭的图族可由有

限个禁止子式刻画）。

定理 8.2.8 (Dirac,1952). 如果 χ(G) = 4，则 G 有一个 K4 细分。

证明.
我们对顶点数 n 进行归纳证明。选取一个 4-临界子图 H ⊆ G（即 χ(H) = 4 且任意真子

图色数小于 4），只需证明 H 包含 K4 细分即可。以下在 H 上讨论。
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1. 基础情况：当 n = 4 时，若 H 是 4-临界的，则 H 必须是 K4 本身（因为任何 K4 的真

子图色数至多为 3），而 K4 自然是自身的细分。

2. 归纳步骤：假设对所有顶点数小于 n 的 4-临界图定理成立，考虑顶点数为 n 的 4-临
界图 H。已知 4-临界图是 3-连通的（这是 Brooks 定理相关理论中的已知结论），故

δ(H) ≥ 3。

3. 情况 1：存在顶点 v，其度数 d(v) = 3。

设 N(v) = {x, y, z}。由于 H 是 4-临界的，H − v 是 3-可染的。考虑 H − v 的一个正常

3-染色 f : V (H − v) → {1, 2, 3}。在 f 下，x, y, z 必须染遍所有 3 种颜色（否则可将 v

染上缺失的颜色，得到 H 的 3-染色，矛盾）。不妨设 f(x) = 1, f(y) = 2, f(z) = 3。

定义 Hij 为在 H−v 中，由颜色类 i 和 j 的顶点诱导的子图（1 ≤ i < j ≤ 3）。考虑 H12，

它包含顶点 x 和 y。断言：x 和 y 在 H12 的同一个连通分支中。若否，则可通过交换 y

所在分支的颜色 1 和 2，得到 H − v 的一个新 3-染色 f ′，其中 f ′(x) = 1, f ′(y) = 1，从

而 v 的邻居只用了两种颜色，可将 v 染颜色 3，得到 H 的 3-染色，矛盾。因此，存在

一条从 x 到 y 的路 Pxy，其顶点在 H12 中（即交替使用颜色 1 和 2）。类似地，在 H13

中存在从 x 到 z 的路 Pxz（交替颜色 1 和 3），在 H23 中存在从 y 到 z 的路 Pyz（交替

颜色 2 和 3）。

现在，考虑由 v、路 Pxy、Pxz、Pyz 以及它们之间的连接点 x, y, z 构成的子图。这三条路

除了端点外内部顶点不相交（因为颜色类划分），且它们与 v 一起形成了一个 K4 的细

分：将 v 对应 K4 的一个顶点，三条边 vx, vy, vz 对应 K4 中连接该顶点与另外三个顶

点的边；而 Pxy、Pxz、Pyz 分别对应 K4 中另外三个顶点之间的三条边（可能被细分）。

因此，H 包含 K4 细分。

4. 情况 2：所有顶点度数至少为 4，即 δ(H) ≥ 4。

假设 H 不包含 K4 细分。我们将导出矛盾。

(a) 由于 H 是 3-连通的，根据 Menger 定理，对于任意两个顶点 u 和 w，存在三条内

部不相交的 u-w 路。

(b) 选取一条边 e = uv ∈ E(H)。由于 H 是 4-临界的，H − e 是 3-可染的。设 g 是

H − e 的一个正常 3-染色。在 g 下，u 和 v 必须染相同颜色（否则 g 就是 H 的

3-染色），不妨设 g(u) = g(v) = 1。

(c) 考虑颜色类 2 和 3 的顶点诱导的子图 H[{2, 3}]。断言：u 和 v 在 H[{2, 3}] 的同

一个连通分支中。若否，则可交换 v 所在分支的颜色 2 和 3，得到一个新的 3-染
色 g′，使得 g′(u) = 1，但 g′(v) ∈ {2, 3} 且 g′(v) ̸= g′(u)，同时保持 u 和 v 的邻

居颜色不同（因为交换只在 v 的分支进行），那么 g′ 就是 H 的 3-染色，矛盾。

(d) 因此，存在一条从 u 到 v 的路 P，其内部顶点颜色为 2 或 3。路 P 与边 e 构成一

个圈 C。

(e) 现在，由于 δ(H) ≥ 4，存在顶点 w ∈ V (H) \ {u, v} 与 u 相邻（因为 d(u) ≥ 4，而

u 在圈 C 上只有两个邻居）。考虑 w 的颜色 g(w)。

(f) 如果 g(w) = 1，那么 w 与 u 颜色相同，但 uw ∈ E(H)，这与 g 是 H − e 的正常

染色矛盾（因为 e = uv，uw 是另一条边，需要颜色不同）。
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(g) 如果 g(w) = 2（或 3），考虑 w 与圈 C 上顶点的连接。由于 H 是 3-连通的，存在

从 w 到 C 上除 u 外某点 t（t ̸= u）的三条内部不相交路。通过分析这些路与颜色

类的关系，并利用 P 的性质，可以构造出一个 K4 细分（详细构造略，但核心是

利用 w、u、v 以及 t 和连接路），与假设矛盾。

因此，情况 2 的假设“H 不包含 K4 细分”不成立。

5. 综上，在所有情况下，顶点数为 n 的 4-临界图 H 都包含 K4 细分。由归纳法，定理得

证。

在做作业时，用到了下面这个 theorem 8.2.9：

定理 8.2.9 (Lovász 分解定理). 设 G 是一个最大度为 ∆(G) 的图。令 d1, d2, . . . , dk 为

非负整数，且满足以下条件：

k∑
i=1

(di + 1) ≥ ∆(G) + 1 (8.1)

则存在顶点集 V (G) 的一个划分 V1 ∪ V2 ∪ · · · ∪ Vk，使得对于任意 i ∈ {1, . . . , k}，导

出子图 G[Vi] 的最大度满足 ∆(G[Vi]) ≤ di。

证明. 我们采用构造性证明，利用势能函数（Potential Function）来证明满足条件的划分必然

存在。设 P = {V1, . . . , Vk} 是顶点集 V (G) 的任意一个划分。我们定义一个势能函数 Φ(P)，

其值为各部分内部边数的加权和。具体而言，令 E(G[Vi]) 表示两端点均在 Vi 内的边集，定

义：

Φ(P) =
k∑

i=1

|E(G[Vi])|
di

(8.2)

注. 若存在 di = 0，则对应项的权重可视作无穷大，即严格禁止该部分内部存在边）。

如果在当前划分中，某顶点 v ∈ Vi 在其所在集合内部的度数超过了允许值，即 dVi
(v) > di，

我们称该顶点为不满意（Unsatisfied）的顶点。我们的目标是证明：只要存在不满意的顶点，

就可以通过将其移动到另一个集合来严格降低势能函数 Φ 的值。

假设 v ∈ Vi 是一个不满意的顶点。首先，我们需要确信存在某个 j ̸= i，使得 v 移入 Vj

后满足局部的度数限制。我们通过反证法说明这一点。假设对于所有的 j ∈ {1, . . . , k}，v 在

Vj 中的度数（若移入或保留）都会超标，即 dVj
(v) ≥ dj + 1。将这些不等式相加，得到 v 的

总度数：

dG(v) =
k∑

j=1

dVj
(v) ≥

k∑
j=1

(dj + 1)

根据定理的假设条件
∑k

j=1(dj + 1) ≥ ∆(G) + 1，这推导出 dG(v) ≥ ∆(G) + 1，这与 G 的最

大度定义相矛盾。因此，必然存在至少一个集合 Vj，使得 dVj
(v) ≤ dj。

现在，我们执行调整操作：将不满意顶点 v 从 Vi 移动到 Vj。设新划分为 P ′。考察势能

函数的变化量 ∆Φ = Φ(P ′)−Φ(P)。当 v 离开 Vi 时，Vi 内部减少了 dVi
(v) 条边；当 v 进入
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Vj 时，Vj 内部增加了 dVj
(v) 条边。变化量为：

∆Φ =
dVj

(v)

dj
− dVi

(v)

di

根据我们的移动策略，已知 dVj
(v) ≤ dj（故第一项 ≤ 1），且由于 v 在原集合 Vi 中不满意，

即 dVi
(v) ≥ di + 1（故第二项 > 1）。因此：

∆Φ ≤ 1− di + 1

di
= 1−

(
1 +

1

di

)
= − 1

di
< 0

这表明，将不满意顶点移动到合适的集合中会严格降低势能函数。由于图的顶点数和边数是

有限的，势能函数的取值也是有限且离散的，因此该下降过程不可能无限进行下去。最终必然

会停止在一个局部极小值状态，此时不存在任何不满意的顶点。该终止状态对应的划分即满

足 ∆(G[Vi]) ≤ di 对所有 i 成立，定理得证。

接下来我们看一个利用 theorem 8.2.9来证明的例子（作业题）：

问题 8.2.1. 若 G 是不含三角形的图（即 K3 ̸⊆ G），则其色数满足：

χ(G) ≤ 3

⌈
∆(G) + 1

4

⌉

证明. 令 ∆ = ∆(G)。定义整数 k 为目标划分的数量：

k =

⌈
∆+ 1

4

⌉
我们的策略是将 G 的顶点划分为 k 个部分，使得每个部分的导出子图最大度较小。我们统一

设定每个部分的度数上界为 d1 = d2 = · · · = dk = 3。首先验证这些参数是否满足Lovász 分解

定理(theorem 8.2.9) 的条件。计算各部分容量之和：

k∑
i=1

(di + 1) =
k∑

i=1

4 = 4k = 4

⌈
∆+ 1

4

⌉
根据向上取整函数的性质 4⌈x/4⌉ ≥ x，可知：

4

⌈
∆+ 1

4

⌉
≥ ∆+ 1

条件满足。故存在顶点集 V (G) 的一个划分 V1, . . . , Vk，使得对于任意 i，导出子图 Gi = G[Vi]

满足 ∆(Gi) ≤ 3。

接下来确定每个子图 Gi 的色数。我们引用Brooks 定理(theorem 8.1.3)，该定理指出：对

于连通图 H，有 χ(H) ≤ ∆(H)，除非 H 是完全图 K∆(H)+1 或奇圈。考察 Gi 的任意连通分

量：

1. 因为原图 G 不含三角形，所以子图 Gi 也不含三角形。

2. Gi 的最大度不超过 3。

若 ∆(Gi) ≤ 2，显然 χ(Gi) ≤ 3（即使是奇圈也是 3-可染的）。若 ∆(Gi) = 3，根据 Brooks 定

理，χ(Gi) ≤ 3 除非 Gi 包含 K4（即 K3+1）。然而，由于 G 是无三角形图，它绝对不可能包

含 K4 作为子图。因此，Brooks 定理的例外情况被排除。
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由此可得，每个导出子图都是 3-可染的：

χ(G[Vi]) ≤ 3, ∀i ∈ {1, . . . , k}

由于集合 V1, . . . , Vk 互不相交，我们可以对每个部分 Vi 使用一组独立的 3 种颜色进行染色。

整张图 G 所需的总颜色数为各部分色数之和：

χ(G) ≤
k∑

i=1

χ(G[Vi]) ≤
k∑

i=1

3 = 3k = 3

⌈
∆(G) + 1

4

⌉
证明完毕。

8.3 色多项式

定义 8.3.1. 令 Πk(G) 表示 G 的不同的正常 k-染色的数量，则

Πk(G) > 0 ⇐⇒ G是 k-可染的

注. Πk(Kn) = kn,Πk(Kn) = k(k − 1) · · · (k − n+ 1), k ≥ n

命题 8.3.1. T 是 n 个点的树，则 Πk(T ) = k(k − 1)n−1

证明. 我们取 T 的一个顶点 v0，定义 Lp = {v ∈ V (T ) : dist(v0, v) = p} ，则 L0 = {v0} 有 k

种染色方案，L1 中的每个点染色有 k − 1 种方案，L2 中的每个点染色也有 k − 1 种方案，以

此类推，总的染色方案有：

k · (k − 1)|L1| · (k − 1)|L2| · · · = k(k − 1)n−1

定理 8.3.2. 如果 G 是简单图，则 Πk(G) = Πk(G\e)−Πk(G/e)

证明. 设 e = uv 是图 G 中的任意一条边。考虑图 G\e（删除边 e 后的图）的所有正常 k-着
色，这些着色可以分为两类：

第一类：在 G\e 中，顶点 u 和 v 被染成不同颜色。这些着色同时也是原图 G 的正常 k-着
色，因为在 G 中边 e 连接的两个顶点颜色不同，满足正常着色条件。

第二类：在 G\e 中，顶点 u 和 v 被染成相同颜色。这些着色不是原图 G 的正常 k-着色，

因为在 G 中边 e 连接的两个同色顶点违反了正常着色条件。

现在观察第二类着色：当 u 和 v 同色时，这些着色恰好对应于图 G/e（收缩边 e 后的图）

的正常 k-着色。因为收缩操作将 u 和 v 合并为一个顶点，同色条件自然满足。

因此，我们有：

♡ Πk(G\e) = （u 和 v 不同色的着色数）+ （u 和 v 同色的着色数）

♡ Πk(G) = u 和 v 不同色的着色数

♡ Πk(G/e) = u 和 v 同色的着色数
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由此可得：

Πk(G\e) = Πk(G) + Πk(G/e) ⇒ Πk(G) = Πk(G\e)−Πk(G/e)

注. 这个关系式被称为色多项式的删除-收缩递推关系，它是计算图色多项式的基本工具。

我们下面来定义色多项式：PG(x) = Πx(G)，x 是一个变量.

定义 8.3.2 (色多项式). 设 G 是一个图，k 是一个正整数。用 P (G, k) 表示图 G 的正

常 k-着色的数量，即使用最多 k 种颜色对图 G 的顶点进行着色，使得任意两个相邻顶

点颜色不同的着色方案数。则函数 P (G, k) 称为图 G 的色多项式。

定理 8.3.3. 令 G 是 n 个顶点的图，m 条边，c 个分支，则：

PG(x) =
n−c∑
i=0

(−1)iaix
n−i = a0x

n − a1x
n−1 +

n−c∑
i=2

(−1)iaix
n−i (8.3)

其中 a0 = 1，a1 = m，ai ∈ Z∗(2 ≤ i ≤ n− c).

证明. 对 m+ n 进行归纳：

1. 当 m + n = 1 时：n = 1,m = 0，此时图 G 是一个孤立顶点，色多项式为 PG(x) = x，

满足定理形式：a0 = 1，n− c = 1− 1 = 0，求和只有 i = 0 一项。

2. 当 m+ n = 2 时：

♡ 若 n = 2,m = 0：图 G 是两个孤立顶点，PG(x) = x2，n− c = 2− 2 = 0，满足定

理。

♡ 若 n = 1,m = 1：不可能，因为一个顶点不能有边。

3. 归纳假设：假设对 m+ n ≤ k 的所有图结论成立。

4. 考虑 m+ n = k + 1 的图 G，任取 G 的一条边 e。由 theorem 8.3.2 我们可知：

PG(x) = PG\e(x)− PG/e(x)

设 G\e 有 n 个顶点，m− 1 条边，c1 个分支；G/e 有 n− 1 个顶点，m′ 条边，c2 个分

支。

由归纳假设：

PG\e(x) =

n−c1∑
i=0

(−1)ibix
n−i, b0 = 1, b1 = m− 1

PG/e(x) =

(n−1)−c2∑
j=0

(−1)jcjx
(n−1)−j , c0 = 1, c1 = m′

注意 n − c1 和 (n − 1) − c2 的关系：删除边 e 可能增加分支数，收缩边 e 可能减少顶

点数但保持连通性。
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将两式相减：

PG(x) =

[
xn − (m− 1)xn−1 +

n−c1∑
i=2

(−1)ibix
n−i

]

−

xn−1 −m′xn−2 +

(n−1)−c2∑
j=2

(−1)jcjx
n−1−j


合并同类项：

PG(x) = xn − (m− 1)xn−1 − xn−1 + · · ·

= xn −mxn−1 + · · ·

即得到 a0 = 1，a1 = m。高次项系数由 bi 和 cj 的整系数线性组合得到，因此也是整数。

关于求和上限 n− c：由于 G 的色多项式次数等于顶点数 n，非零系数从 xn 到 xc（每

个分支至少需要一种颜色），所以共有 n− c+ 1 项，即 i 从 0 到 n− c。

由数学归纳法，定理得证。

命题 8.3.4. a2 =
(
m
2

)
− t，其中 t 是 G 中三角形（K3 子图）的个数。

证明. 对边数 m 进行归纳证明。

1. 基础情况：

当 m = 0 时，PG(x) = xn，所以 a2 = 0。而
(
0
2

)
− t = 0− 0 = 0，成立。

当 m = 1 时，PG(x) = xn − xn−1，所以 a2 = 0。而
(
1
2

)
− t = 0− 0 = 0，成立。

2. 归纳假设：假设对所有边数小于 m 的图结论成立。

3. 归纳步骤：考虑边数为 m ≥ 2 的图 G，任取边 e = uv。

由色多项式的删除-收缩递推关系：

PG(x) = PG\e(x)− PG/e(x)

设：

PG\e(x) = xn − (m− 1)xn−1 + b2x
n−2 − b3x

n−3 + · · ·

PG/e(x) = xn−1 −m′xn−2 + c2x
n−3 − · · ·

其中 m′ 是 G/e 的边数。由归纳假设：

b2 =

(
m− 1

2

)
− t1, c2 =

(
m′

2

)
− t2

这里 t1 是 G\e 中三角形个数，t2 是 G/e 中三角形个数。

现在计算 PG(x) 中 xn−2 的系数：

a2 = b2 − (−m′) = b2 +m′

设 d 为 u 和 v 的公共邻居个数（即与 u 和 v 都相邻的顶点数）。则：
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♡ G/e 的边数 m′ = m− 1− d（原图 m 条边，去掉 e 少 1 条，每个公共邻居在收缩

后产生重边合并，又少 d 条）

♡ G 中三角形个数 t = t1 + d（t1 是不含边 e 的三角形数，d 是包含边 e 的三角形数）

代入计算：

a2 = b2 +m′

=

[(
m− 1

2

)
− t1

]
+ (m− 1− d)

=

(
m− 1

2

)
+m− 1− t1 − d

=
(m− 1)(m− 2)

2
+m− 1− (t1 + d)

=
m2 − 3m+ 2 + 2m− 2

2
− t

=
m2 −m

2
− t

=

(
m

2

)
− t

由数学归纳法，对任意图 G，命题成立。

问题 8.3.1. 证明：x4 − 3x3 + 3x2 不是色多项式。

证明. 设 P (x) = x4 − 3x3 + 3x2。我们验证色多项式的必要条件。

首先，提取公因式：

P (x) = x2(x2 − 3x+ 3)

常数项为 0，说明 P (0) = 0。对于色多项式，x = 0 是 c 重根，其中 c 是图的连通分支数。因

此 c = 2。

设图 G 有 n = 4 个顶点，c = 2 个连通分支，m 条边。由色多项式的性质，xn−1 的系数

为 −m，即：

−3 = −m ⇒ m = 3

由 proposition 8.3.4：这里 a2 = 3，m = 3，所以：

3 =

(
3

2

)
− t = 3− t ⇒ t = 0

所以说我们需要构造一个 4 顶点、3 条边、2 个分支、0 个三角形的图。

可能的顶点划分：

1. (1, 3) 划分：一个孤立点 K1，一个 3 顶点图有 3 条边。但 3 顶点 3 条边只能是三角形

K3，t = 1，矛盾。

2. (2, 2) 划分：每个分支 2 顶点。但 2 顶点最多 1 条边，总边数最多 2，不可能达到 3 条

边。

因此不存在满足条件的图，P (x) 不可能是任何图的色多项式。
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问题 8.3.2. 若 G 的围长 (最短圈的长度) 为 5，且无更长奇圈，证明：χ(G) ≤ 4。



9. 平面图

定义 9.0.1 (平面图). 一个图 G = (V,E) 如果可以画在平面上使得任意两条边仅在它

们的公共端点处相交（如果存在的话），则称 G 是可嵌入平面的或简称为平面图。这样

的画法称为 G 的一个平面嵌入。平面嵌入将平面分割成若干连通的区域，这些区域称

为面，其中恰有一个无界的面称为外部面。

定义 9.0.2 (曲面嵌入). 设 S 是一个曲面（例如球面、环面、克莱因瓶等）。图 G = (V,E)

如果可以画在曲面 S 上使得任意两条边仅在它们的公共端点处相交，则称 G 是可嵌入

曲面 S 的。这样的画法称为 G 在曲面 S 上的一个嵌入。更形式化地，G 在 S 上的嵌

入是一个连续映射 f : G → S，满足：

1. 对每个顶点 v ∈ V，f(v) 是 S 中的一个点；

2. 对每条边 e = uv ∈ E，f(e) 是 S 中连接 f(u) 与 f(v) 的一条简单弧；

3. 对任意两条不同的边 e1, e2 ∈ E，f(e1) 与 f(e2) 仅在可能公共端点处相交。

嵌入 f 将曲面 S 分割成若干连通的区域，称为面。所有面的集合记作 F。嵌入 f 对应

的胞腔分解是指将 S 表示为顶点、边和面的不相交并：S = f(V )∪
∪

e∈E f(e)∪
∪

面φ∈F φ。
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注. ♡ ∀S，存在图不可嵌入曲面 S

♡ 任意图可嵌入 3 维空间 R3

♡ 平面嵌入等价于可嵌入球面

定义 9.0.3 (面的度). 设 G 是一个已嵌入曲面（或平面）的图，f 是 G 的一个面。面

f 的度，记作 deg(f)，是指与面 f 关联的边的数量，其中一条边如果被两个面共享则

被计算两次。更形式化地，在嵌入的胞腔分解中，面 f 的边界由若干条边构成，沿着

边界行走时每条边按经过的次数计数。

定义 9.0.4 (对偶图). 设 G = (V,E) 是一个已嵌入曲面（或平面）的图，其面集为 F。

G 的对偶图，记作 G∗ = (V ∗, E∗)，是一个定义如下的图：

1. 对 G 的每个面 f ∈ F，在 G∗ 中对应一个顶点 v∗f ∈ V ∗；

2. 对 G 的每条边 e ∈ E，如果 e 分隔两个不同的面 f1 和 f2，则在 G∗ 中对应一条

连接 v∗f1 与 v∗f2 的边 e∗ ∈ E∗；如果 e 属于同一个面的边界（即 e 是桥），则在

G∗ 中对应一条自环。

对偶图 G∗ 自然地嵌入在同一个曲面（或平面）上：在每个面 f 内放置顶点 v∗f，每条

边 e∗ 穿过对应的原边 e 一次。若 G 是连通平面图，则 (G∗)∗ 同构于 G。

我们有：

|V (G∗)| = |F (G)|, |E(G∗)| = |E(G)|, dG∗(f∗) = deg(f) ∀f ∈ F (G)

注. ♡ 对于平面图，面的度等于其边界上的边数，其中割边被计算两次。

不难发现，我们有： ∑
f∈F

deg(f) = 2m

♡ 对偶图保持面的相邻关系：原图中两个面相邻当且仅当在对偶图中对应的顶点相邻。

♡ 对偶图的概念在图的着色、平面性检验以及组合几何中都有重要应用。

性质 9.0.1 (平面图相关性质).

1. G 是平面图，G∗ 也是平面图

2. e 是 G 的环 ⇐⇒ e∗ 是 G∗ 的割边

3. 重边 ⇐⇒ 两个面的公共边界的边 ≥ 2

4. G 是平面图 (G∗)∗ ∼= G ⇐⇒ G 是连通的

证明.
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1. 由于 G 是平面图，存在平面嵌入。根据对偶图的构造，G∗ 的顶点放置在 G 的每个面

内，G∗ 的每条边穿过 G 的一条对应边且仅在穿过处相交，因此 G∗ 可自然地嵌入同一

平面，故 G∗ 也是平面图。

2. (⇒) 设 e 是 G 的环。在平面嵌入中，环 e 属于某个面 f 的边界，且 e 不连接两个不同

面。根据对偶图定义，e 对应的边 e∗ 是 G∗ 中从 v∗f 到自身的一条边，即 e∗ 是环。但注

意：若 e 是环，则 e 在边界上行走时被计两次，实际上 e 对应 G∗ 中的一条割边。更准

确地说，因为环 e 将其所在的面 f 分成两个区域，在对偶图中对应两个顶点，连接这两

个顶点的边 e∗ 是 G∗ 的割边。

(⇐) 设 e∗ 是 G∗ 的割边。则 e∗ 连接对偶图的两个不同顶点 v∗f1 和 v∗f2，且删除 e∗ 使

G∗ 不连通。由对偶性，e 是 G 中分隔面 f1 和 f2 的边。若 e 不是环，则 e 是 G 的割边

（因为删除 e 会使 G 的嵌入中面 f1 和 f2 合并，相当于在对偶图中合并两个顶点，这与

e∗ 是割边一致）。但 G 的割边对应 G∗ 的环，矛盾。因此 e 必须是环。

3. (⇒) 若 G 有重边 e1 和 e2 连接相同顶点 u 和 v，则在平面嵌入中，e1 和 e2 构成一个

二边形区域，该区域是两个面的公共边界，且这两个面至少有 e1 和 e2 两条公共边。

(⇐) 若两个面 f1 和 f2 有至少 2 条公共边界边，则这些边在 G 中连接相同的两个顶点

（因为每个面的边界是闭曲线），因此 G 有重边。

4. (⇒) 若 G 连通，则 G 的平面嵌入中每个面是单连通的。构造 G∗ 后，再构造 (G∗)∗：

(G∗)∗ 的顶点对应 G∗ 的面，而 G∗ 的面一一对应 G 的顶点（因为 G 连通），且边对应

关系也反转回来，故 (G∗)∗ ∼= G。

(⇐) 若 G 不连通，设 G 有 k ≥ 2 个连通分支。则 G 的平面嵌入中，外部面被多个连

通分支包围。对偶图 G∗ 中，外部面对应的顶点与多个内部面顶点相邻，但 (G∗)∗ 中这

些关系不能复原 G 的不连通结构，故 (G∗)∗ ̸∼= G。

定理 9.0.1 (欧拉公式). 若 G 是连通的平面图（已嵌入平面），记 n = |V (G)|，m =

|E(G)|，f 为面数（包括外部面），则

n−m+ f = 2.

证明. 对边数 m 进行归纳。

当 m = 0 时，G 是一个孤立顶点，n = 1，f = 1（只有一个外部面），1−0+1 = 2，成立。

假设对所有边数小于 m 的连通平面图公式成立。考虑边数为 m 的连通平面图 G。

若 G 有环，则删除该环，面数减少 1（环将所在面分成两个），边数减少 1，顶点数不变，

由归纳假设成立。

若 G 有割边 e，则删除 e 后 G 分为两个连通分支 G1 和 G2，设 ni,mi, fi 分别为 Gi 的顶

点数、边数、面数。注意删除割边后面数不变（两个面合并为一个）。由归纳假设 ni−mi+fi = 2，

且 n = n1 + n2，m = m1 +m2 + 1，f = f1 + f2 − 1（合并外部面）。计算：

n−m+f = (n1+n2)−(m1+m2+1)+(f1+f2−1) = (n1−m1+f1)+(n2−m2+f2)−2 = 2+2−2 = 2.
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若 G 无环且无割边，则存在一个面边界至少两条边，删除该面的一条边界边 e（非割边），

G−e 仍连通，且边数减少 1，面数减少 1，顶点数不变。由归纳假设 (n−(m−1)+(f−1)) = 2，

即 n−m+ f = 2。

综上，欧拉公式成立。

推论 9.0.2. 连通平面图的所有平面嵌入的面数是相同的。

证明. 对于同一个图 G，不同嵌入的顶点数 n 和边数 m 不变，由欧拉公式 f = 2− n+m 是

常数，故面数相同。

推论 9.0.3. 设 G 是简单平面图，n ≥ 3，则 m ≤ 3n− 6。

证明. 由于 G 是简单图且 n ≥ 3，每个面至少由 3 条边围成（无重边和环）。计算所有面的度

之和：
∑

f deg(f) = 2m（每条边恰属于两个面的边界或被计算两次）。因为每个面 deg(f) ≥ 3，

所以 2m ≥ 3f，即 f ≤ 2m
3

。代入欧拉公式 n−m+ f = 2：

n−m+
2m

3
≥ 2 ⇒ 3n− 3m+ 2m ≥ 6 ⇒ m ≤ 3n− 6.

推论 9.0.4. 设 G 是二部平面图（无环），则 m ≤ 2n− 4。

证明. 二部图的每个圈是偶圈，因此若 G 是平面二部图，则每个面至少由 4 条边围成（无三

角形面）。故
∑

f deg(f) = 2m ≥ 4f，即 f ≤ m
2
。代入欧拉公式：

n−m+
m

2
≥ 2 ⇒ 2n− 2m+m ≥ 4 ⇒ m ≤ 2n− 4.

推论 9.0.5. K5 和 K3,3 是非平面图。

证明.
对于 K5：n = 5，m = 10。若 K5 是平面图，则由推论应有 m ≤ 3n− 6 = 9，但 10 > 9，

矛盾。

对于 K3,3：n = 6，m = 9。K3,3 是二部图，若它是平面图，则由二部平面图推论应有

m ≤ 2n− 4 = 8，但 9 > 8，矛盾。

因此两者都是非平面图。

推论 9.0.6. 设 G 是简单平面图，则最小度 δ(G) ≤ 5。

证明. 反证法。假设 δ(G) ≥ 6，则 2m =
∑

v∈V deg(v) ≥ 6n，即 m ≥ 3n。但由推论，m ≤ 3n−6，

两式结合得 3n ≤ 3n− 6，矛盾。因此 δ(G) ≤ 5。

定义 9.0.5 (极大平面图). 设 G 是一个平面图。如果 G 中任意加入一条新边（连接两

个不相邻的顶点）都会使 G 变成非平面图，则称 G 是极大平面图。等价地，G 是极大

平面图当且仅当 G 是平面图且 G 的每个面都是三角形（即每个面的度均为 3）。极大
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平面图也称为三角剖分图。

定理 9.0.7. 设 G 是简单平面图，n = |V (G)| ≥ 3。则下列条件等价：

1. |E(G)| = 3n− 6；

2. G 是三角剖分的（即每个面都是三角形）；

3. G 是极大平面图。

证明.
(1) ⇒ (2)：假设 |E(G)| = 3n − 6。由欧拉公式 n − m + f = 2，代入 m = 3n − 6 得

f = 2− n+ (3n− 6) = 2n− 4。计算所有面的度之和：
∑

f deg(f) = 2m = 6n− 12。由于每

个面至少由 3 条边围成（G 是简单图），故 deg(f) ≥ 3，于是∑
f

deg(f) ≥ 3f = 3(2n− 4) = 6n− 12.

但等号必须成立，因此每个面恰好有 deg(f) = 3，即每个面都是三角形。

(2) ⇒ (3)：若 G 的每个面都是三角形，则 G 是平面图且不能再添加任何边而不破坏平

面性。因为若添加一条新边 uv，则 u 和 v 必位于某个三角形面内，添加 uv 后该面被分割，

导致边交叉或产生非平面子图。故 G 是极大平面图。

(3) ⇒ (1)：若 G 是极大平面图，则 G 的每个面都是三角形（否则可在某个非三角形面

内添加对角线而不破坏平面性）。设 G 有 f 个面，则
∑

f deg(f) = 3f。又
∑

f deg(f) = 2m，

故 3f = 2m，即 f = 2m
3

。代入欧拉公式 n−m+ f = 2：

n−m+
2m

3
= 2 ⇒ 3n− 3m+ 2m = 6 ⇒ m = 3n− 6.

推论 9.0.8. 设 G 是简单平面图，n ≥ 4，则 G 至少有 4 个顶点的度不大于 5。

下面我们给出平面图的刻画：

定理 9.0.9 (Kuratowski, 1930). 一个图是平面图当且仅当它不包含同胚于 K5 或 K3,3

的子图。这里“同胚”是指可以通过一系列边细分（在边上插入新顶点）操作得到的图。

定理 9.0.10 (Wagner, 1937). 一个图是平面图当且仅当它不包含 K5 或 K3,3 作为子

式。这里“子式”是指通过反复删除顶点、删除边或边收缩操作可以得到的图。

问题 9.0.1. Petersen 图不是平面图.

在证明前，我们先给出一个引理：

引理 9.0.11. 若 G 是连通平面图且有围长 g ≥ 3，则 |E(G)| ≤ g(|V (G)|−2)
g−2

.
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证明. 由于 G 的围长是 g，故 ∀fk ∈ F 有 dG(fk) ≥ g

而 2m = 2|E(G)| =
∑

fk∈F dG(fk) ≥ gf

由 Euler 公式：n−m+ f = 2 ⇒ f = 2− n+m 我们可得：

2m ≥ g(2− n+m) ⇒ |E(G)| = m ≤ g(n− 2)

g − 2
=

g(|V (G)| − 2)

g − 2

我们回到问题的证明：

证明. Petersen 图的围长 g = 5，n = 10，m = 15，而：

g(n− 2)

g − 2
=

40

3
< 15 = m

与 |E(G)| ≤ g(|V (G)|−2)
g−2

矛盾，故 Petersen 图不是平面图.

下面我们来介绍平面图的着色：

定理 9.0.12. 每个平面图都是 6-顶点可着色的.

证明. 对顶点数 n 进行归纳。

当 n ≤ 6 时显然成立。

假设对所有顶点数小于 n 的平面图结论成立。考虑 n 个顶点的平面图 G。由 corol-
lary 9.0.6，G 中存在一个顶点 v 满足 deg(v) ≤ 5（因为 δ(G) ≤ 5）。令 G′ = G − v，由

归纳假设，G′ 可用 6 种颜色正常着色。由于 v 在 G 中至多与 5 个顶点相邻，这 5 个顶点在

G′ 的着色中至多用 5 种颜色，因此至少剩余 1 种颜色可分配给 v，使 G 成为 6-着色。由归

纳法，定理得证。

定理 9.0.13 (Heawood,1890). 每个平面图是 5-顶点着色的.

Proof. 对顶点数 n 进行归纳。

当 n ≤ 5 时显然成立。

假设对所有顶点数小于 n 的平面图结论成立。考虑 n 个顶点的平面图 G。

由平面图的性质，存在顶点 v 满足 deg(v) ≤ 5。分两种情况：

情况 1： deg(v) ≤ 4。令 G′ = G− v，由归纳假设 G′ 可 5-着色。由于 v 至多与 4 个顶

点相邻，这 4 个顶点至多用 4 种颜色，至少有一种颜色可用于 v。

情况 2： deg(v) = 5。设 v 的邻点为 v1, v2, v3, v4, v5，按在平面嵌入中绕 v 的循环顺序排

列。考虑 G′ = G− v，由归纳假设 G′ 可 5-着色。

若 v1, . . . , v5 中用了不超过 4 种颜色，则 v 可着第 5 种颜色。

否则，v1, . . . , v5 恰好用了 5 种颜色。不妨设 vi 着颜色 i（i = 1, . . . , 5）。

考虑由颜色 1 和 3 的顶点在 G′ 中诱导的子图 H13。若 v1 和 v3 属于 H13 的不同连通分

支，则在 v1 所在分支交换颜色 1 和 3，这样 v1 变为颜色 3，而 v3 仍为颜色 3（但不在同一

分支，无冲突）。此时 v1 和 v3 都着颜色 3，v 的邻点中颜色 1 空出，可给 v 着色 1。

若 v1 和 v3 在 H13 中属于同一连通分支，则存在一条从 v1 到 v3 的路径，其上顶点交替

着颜色 1 和 3。这条路径与边 vv1、vv3 一起构成一个圈，由于平面嵌入，v2 和 v4 一个在圈
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内一个在圈外（或都在圈上，但由平面性不可能同时与 v 相连而不交叉）。因此，由颜色 2 和

4 诱导的子图 H24 中，v2 和 v4 必属于不同连通分支（因为路径 v1 . . . v3 隔开了它们）。于是

在 v2 所在分支交换颜色 2 和 4，使 v2 变为颜色 4，v4 仍为颜色 4（不同分支），从而 v 的邻

点中颜色 2 空出，可给 v 着色 2。

综上，G 总可 5-着色。由归纳法，定理得证。

问题 9.0.2 (四色猜想). 每个平面图都是 4-顶点可着色的.



10. 有向图

出度、入度定义

Tournament
色数：无向图大于等于有向图、有向图色数定义、有向图最大度定义

Arc Set 弧集

伪图

竞赛图

道、迹、路、环

强连通

H 圈（任意竞赛图都有 H 路）

有向图的正则（竞赛图、入度 = 出度 =k）
2k+1 完全图存在 k-正则定向

强连通竞赛图一定有 H 圈

84
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