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1.1 预备知识

1.1.1 概率空间和随机变量

这部分还是对上学期学的概率论和测度论的一个回顾.

定义 1.1.1. 设 Ω 是一个非空集合，F 是 Ω 的某些子集构成的集合族。如果 F 满足以

下三个条件，则称 F 为 σ-代数：

1. Ω ∈ F；

2. 若 A ∈ F，则 Ac ∈ F（对余运算封闭）；

3. 若 A1, A2, . . . ∈ F，则
⋃∞

i=1Ai ∈ F（对可数并运算封闭）。

命题 1.1.1. 由上述定义可以推导出 σ-代数的其他性质：

1. ∅ ∈ F（因为 ∅ = Ωc）；
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6 1.1. 预备知识

2. 若 A1, A2, . . . ∈ F，则
⋂∞

i=1Ai ∈ F（对可数交运算封闭）；

3. 若 A,B ∈ F，则 A \B ∈ F（对差运算封闭）。

例 1.1.1. 常见的 σ-代数例子包括：

1. 平凡 σ-代数：{∅,Ω}；

2. 幂集 σ-代数：2Ω（Ω 的所有子集构成的集合）；

3. Borel σ-代数：由 Rn 中所有开集生成的 σ-代数。

定义 1.1.2. 称三元组 (Ω,F, P ) 为概率空间，如果它满足下列条件：

1. 样本空间 Ω，其元素以 ω 表示。

2. Ω 上子集组成的 σ 代数 F：

(a) ∅ ∈ F；

(b) 若 A ∈ F，则 Ac ∈ F，其中 Ac 表 A 在 Ω 中余集；

(c) 若 A1, A2, . . . ∈ F，则
⋃∞

i=1Ai ∈ F。

3. F 上的集函数 P：

(a) 对任意 A ∈ F，有 0 ≤ P (A) ≤ 1；

(b) P (Ω) = 1；

(c) 对任意 两两不交 的集合 Ai ∈ F，有

P

( ∞⋃
i=1

Ai

)
=

∞∑
i=1

P (Ai). (1.1)

注. 概率空间是概率论的基础概念，为随机现象的数学描述提供了严格的框架。其中 σ 代

数的条件保证了我们可以对集合进行可数多次的并、交、补运算而不超出该集合系，而概率测

度的可数可加性是建立极限理论的关键。

定义 1.1.3. 设 C 为 Ω 上的一个子集族，包含 C 的最小 σ-代数 σ(C) 称为由 C 生成

的 σ-代数。

例. Rn 上所有开集生成的 σ-代数称为 Rn 上的 Borel σ-代数，记为 B(Rn)。

定义 1.1.4. (Ω,F, P ) 上的可测函数 X 称为随机变量。这里可测指的是对任意的 B ∈
B(R)，有 X−1(B) ∈ F，其中 X−1(B) = {ω ∈ Ω | X(ω) ∈ B}。

注. 上述可测性条件等价于对任意的 x ∈ R，有 {X < x} ∈ F。这一等价性源于 Borel σ-代
数可由形如 (−∞, x) 的区间生成。



Chapter 1. 随机分析 7

定理 1.1.2. 若 f(x) 为 R 上 Borel 可测函数，则 f(X) 亦为 (Ω,F, P ) 上的随机变量。

证明. 由于 f 是 Borel 可测的，对任意 B ∈ B(R)，有 f−1(B) ∈ B(R)。又因为 X 是随机变

量，故 (f ◦X)−1(B) = X−1(f−1(B)) ∈ F。这表明 f(X) 满足随机变量的定义。

注. 该定理保证了随机变量经过 Borel 可测函数变换后仍保持随机变量的性质，这一性质

在概率论与数理统计中具有 fundamental 的重要性，它使得我们可以对随机变量进行各种数

学运算而保持其可测性。

分布函数

我们对概率论中所学的分布函数进行一个回顾.

定义 1.1.5. 称 F (x) = P (X < x) = P ({ω | X(ω) < x}), x ∈ R 为随机变量 X(ω) 的分

布函数。

定理 1.1.3. 分布函数 F (x) 具有以下特征：

1. 单调性：∀a < b，有 F (a) ≤ F (b)；

2. 标准性：lima→−∞ F (a) = 0，limb→+∞ F (b) = 1；

3. 左连续性：limx→x−
0
F (x) = F (x0 − 0) = F (x0)。

证明. 单调性：若 a < b，则 {X < a} ⊂ {X < b}，由概率测度的单调性得 P (X < a) ≤
P (X < b)，即 F (a) ≤ F (b)。

标准性：考虑序列 an → −∞，则 {X < an} 是递减集合列且
⋂∞

n=1{X < an} = ∅，由概
率的上连续性得 limn→∞ F (an) = 0。类似地，考虑 bn → +∞，则 {X < bn} 是递增集合列且⋃∞

n=1{X < bn} = Ω，由概率的下连续性得 limn→∞ F (bn) = 1。

左连续性：对任意 x0 ∈ R，取序列 xn ↑ x0，则 {X < xn} 是递增集合列且
⋃∞

n=1{X <

xn} = {X < x0}，由概率的下连续性得 limn→∞ F (xn) = F (x0)。

注. 分布函数完整地描述了随机变量的统计特性，通过分布函数可以计算任意 Borel 集上

的概率：

P (X ∈ B) =

∫
B

dF (x).

一些重要不等式

对于分布函数，我们有以下这些常见的不等式.

定理 1.1.4 (Chebyshev 不等式). 设 λ > 0，则对任意 p > 0，有

P (|X| > λ) ≤ 1

λp
E[|X|p]. (1.2)
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证明. 由概率的积分表示和期望的定义：

P (|X| > λ) =

∫
{|X|>λ}

dP =

∫
Ω

I{|X|>λ}dP.

在集合 {|X| > λ} 上，有 1 ≤ |X|p
λp ，因此

P (|X| > λ) =

∫
{|X|>λ}

1 dP ≤
∫
{|X|>λ}

|X|p

λp
dP ≤ 1

λp

∫
Ω

|X|pdP =
1

λp
E[|X|p].

定理 1.1.5 (Hölder 不等式). 设 1
p
+ 1

q
= 1，p, q > 1，则

E[|XY |] ≤ [E(|X|p)]1/p[E(|Y |q)]1/q. (1.3)

证明. 令 A = [E(|X|p)]1/p，B = [E(|Y |q)]1/q。若 A = 0 或 B = 0，不等式显然成立。下设

A > 0，B > 0。

由 Young 不等式：对 a, b ≥ 0，有 ab ≤ ap

p
+ bq

q
。令 a = |X|

A
，b = |Y |

B
，得

|XY |
AB

≤ 1

p

|X|p

Ap
+

1

q

|Y |q

Bq
.

两边取期望：
E[|XY |]
AB

≤ 1

p

E[|X|p]
Ap

+
1

q

E[|Y |q]
Bq

=
1

p
+

1

q
= 1.

因此 E[|XY |] ≤ AB = [E(|X|p)]1/p[E(|Y |q)]1/q。

注. 当 p = q = 2 时，Hölder 不等式退化为 Cauchy-Schwarz 不等式：

E[|XY |] ≤
√
E[|X|2]E[|Y |2]. (1.4)

定理 1.1.6 (Jensen 不等式). 设 ϕ : R → R 是凸函数，且 E[|ϕ(X)|] <∞，则

ϕ(E[X]) ≤ E[ϕ(X)]. (1.5)

证明. 设 X 的分布函数为 F (x)，则 E[X] =
∫∞
−∞ xdF (x)。由于 ϕ 是凸函数，由凸函数的支

撑超平面性质，存在 a ∈ R 使得

ϕ(x) ≥ ϕ(E[X]) + a(x− E[X]), ∀x ∈ R.

代入 X 并取期望：

E[ϕ(X)] =

∫ ∞

−∞
ϕ(x)dF (x) ≥

∫ ∞

−∞
[ϕ(E[X])+a(x−E[X])]dF (x) = ϕ(E[X])+a(E[X]−E[X]) = ϕ(E[X]).

注. 特别地，当 ϕ(x) = |x|p（p ≥ 1）时，由 Jensen 不等式得

|E[X]|p ≤ E[|X|p]. (1.6)

一些收敛性

结合概率论，我们给出一些新的收敛定义：
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定义 1.1.6 (几乎处处收敛). Xn
a.s.−−→ X，若存在零测集 N 使得当 ω /∈ N 时，

lim
n→∞

Xn(ω) = X(ω).

即 P (limn→∞Xn = X) = 1。

定义 1.1.7 (r 阶收敛). Xn
r−→ X，若 E|Xn|r <∞，E|X|r <∞，且

lim
n→∞

E|Xn −X|r = 0, ∀r > 0.

定义 1.1.8 (依概率收敛). Xn
P−→ X，若对任意 ε > 0，

lim
n→∞

P (|Xn −X| > ε) = 0.

定义 1.1.9 (分布收敛). Xn
d−→ X，若对任意 FX(x) 的连续点 x，有

lim
n→∞

FXn
(x) = FX(x).

对于上述四种收敛，我们有如下关系：

命题 1.1.7 (收敛性之间的关系).

1. Xn
a.s.−−→ X ⇒ Xn

P−→ X

2. Xn
r−→ X ⇒ Xn

P−→ X

3. Xn
P−→ X ⇒ Xn

d−→ X

证明. 几乎处处收敛蕴含依概率收敛：由几乎处处收敛定义，P (limn→∞Xn = X) = 1。对

任意 ε > 0，考虑事件 An =
⋃∞

k=n{|Xk − X| > ε}，则 {An} 是递减序列且
⋂∞

n=1An ⊂
{limn→∞Xn 6= X}，由概率的上连续性得

lim
n→∞

P (An) = P

(
∞⋂

n=1

An

)
= 0.

由于 {|Xn −X| > ε} ⊂ An，故 P (|Xn −X| > ε) → 0。

r 阶收敛蕴含依概率收敛：由 Chebyshev 不等式，

P (|Xn −X| > ε) ≤ E|Xn −X|r

εr
→ 0.

依概率收敛蕴含分布收敛：对任意 FX(x) 的连续点 x 和 ε > 0，有

FXn
(x) = P (Xn ≤ x) ≤ P (X ≤ x+ ε) + P (|Xn −X| > ε) = FX(x+ ε) + P (|Xn −X| > ε),

FX(x− ε) = P (X ≤ x− ε) ≤ P (Xn ≤ x) + P (|Xn −X| > ε) = FXn
(x) + P (|Xn −X| > ε).

令 n→ ∞ 得 FX(x− ε) ≤ lim infFXn
(x) ≤ lim supFXn

(x) ≤ FX(x+ ε)，再令 ε→ 0 即得结

论。
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注. 这些收敛性概念在概率论和统计学中具有 fundamental 的重要性，它们描述了随机变

量序列趋近于极限随机变量的不同方式。

独立性

我们对概率论中的事件独立进行一个回顾，同时将我们的独立拓展到随机变量上：

定义 1.1.10 (事件的独立性). 给定概率空间 (Ω,F, P )。

1. 称事件 A,B ∈ F 独立，若 P (A ∩B) = P (A)P (B)。

2. 称事件族 {Ai, i ∈ I} 独立，若对任意有限指标集 {i1, . . . , ik} ⊂ I，有

P (Ai1 ∩Ai2 ∩ · · · ∩ Aik) = P (Ai1)P (Ai2) · · ·P (Aik).

定义 1.1.11 (集合族的独立性). 称 F 的子集族 {Ci, i ∈ I} 独立，若对任意有限指标集

{i1, . . . , ik} ⊂ I 和 Ai1 ∈ Ci1 , . . . , Aik ∈ Cik，有 {Ai1 , . . . , Aik} 独立。

定义 1.1.12 (随机变量的独立性). 对 (Ω,F, P ) 上随机变量族 {Xi, i ∈ I}，若它们生成

的 σ-代数 σ(Xi) 相互独立，则称这个随机变量族是独立的。

定义 1.1.13 (随机变量与 σ-代数的独立性). 类似的，我们可以定义一个随机变量 X

与一个 σ-代数 G 独立，如果 σ(X) 与 G 独立。

定理 1.1.8 (独立性的等价刻画). 随机变量 X 和 Y 独立当且仅当对任意有界连续函数

f 和 g，

E[f(X)g(Y )] = E[f(X)]E[g(Y )].

证明. 必要性：若 X 和 Y 独立，则 σ(X) 与 σ(Y ) 独立。对任意 Borel 集 B1, B2，有

P (X ∈ B1, Y ∈ B2) = P (X ∈ B1)P (Y ∈ B2).

由测度论的唯一性定理，对任意可测函数 f, g，上式成立。特别地，对有界连续函数成立。

充分性：假设对任意有界连续函数 f, g，有 E[f(X)g(Y )] = E[f(X)]E[g(Y )]。考虑指示

函数 f(x) = IB(x)，g(y) = IC(y)，其中 B,C 为 Borel 集。由 Lusin 定理，存在有界连续函
数序列 {fn}, {gn} 使得 fn → IB, gn → IC 几乎处处且一致有界。由控制收敛定理：

E[IB(X)IC(Y )] = lim
n→∞

E[fn(X)gn(Y )] = lim
n→∞

E[fn(X)]E[gn(Y )] = E[IB(X)]E[IC(Y )].

因此 P (X ∈ B, Y ∈ C) = P (X ∈ B)P (Y ∈ C)，即 X 和 Y 独立。

注. 独立性是概率论中最重要的概念之一，它描述了随机变量之间” 互不影响” 的统计性

质。上述定理提供了用期望运算来刻画独立性的有力工具，在实际应用中极为方便。
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一些分布

我们回顾一些之前学到的分布：

定义 1.1.14 (高斯分布). 设 X 服从高斯分布 N(m,σ2)，即其概率密度函数为

f(x) =
1√
2πσ2

e−
(x−m)2

2σ2 , x ∈ R.

相应的概率测度为

P (a ≤ X ≤ b) =

∫ b

a

1√
2πσ2

e−
(x−m)2

2σ2 dx.

定理 1.1.9 (高斯分布的母函数和特征函数).

E[eλX ] = eλm+σ2λ2

2 , E[eiλX ] = eiλm−σ2λ2

2 .

证明. 计算母函数：
E[eλX ] =

∫ ∞

−∞
eλx

1√
2πσ2

e−
(x−m)2

2σ2 dx.

作变量代换 y = x−m，则

E[eλX ] = eλm
∫ ∞

−∞
eλy

1√
2πσ2

e−
y2

2σ2 dy = eλm
∫ ∞

−∞

1√
2πσ2

e−
y2−2σ2λy

2σ2 dy.

配方：y2 − 2σ2λy = (y − σ2λ)2 − σ4λ2，代入得

E[eλX ] = eλm+σ2λ2

2

∫ ∞

−∞

1√
2πσ2

e−
(y−σ2λ)2

2σ2 dy = eλm+σ2λ2

2 .

特征函数的计算类似，注意到 eiλX 是复值随机变量，计算过程需考虑复积分。

定义 1.1.15 (Poisson 分布). 设 X 服从 Poisson 分布 p(λ)，即

P (X = k) =
λk

k!
e−λ, k = 0, 1, 2, . . .

定理 1.1.10 (Poisson 分布的母函数和特征函数).

E[sX ] = eλ(s−1), E[eitX ] = eλ(e
it−1).

证明. 计算母函数：

E[sX ] =
∞∑
k=0

skP (X = k) =
∞∑
k=0

sk
λk

k!
e−λ = e−λ

∞∑
k=0

(λs)k

k!
= e−λeλs = eλ(s−1).

计算特征函数：

E[eitX ] =
∞∑
k=0

eitkP (X = k) =
∞∑
k=0

eitk
λk

k!
e−λ = e−λ

∞∑
k=0

(λeit)k

k!
= e−λeλe

it

= eλ(e
it−1).
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注. 矩母函数和特征函数完全决定了概率分布，它们在研究随机变量的和、极限分布以及

随机过程等方面具有 fundamental 的重要性。高斯分布的特征函数形式特别简洁，这反映了

其在 Fourier 变换下的良好性质。

极限定理

当然还有一些重要的极限定理：

定义 1.1.16 (大数定律). 设 {Xn} 为随机变量列，若存在常数列 {an} 使得对任意

ε > 0，有

lim
n→∞

P

(∣∣∣∣∣ 1n
n∑

i=1

Xi −
1

n

n∑
i=1

ai

∣∣∣∣∣ ≥ ε

)
= 0,

则称 {Xn} 服从大数定律。

定义 1.1.17 (中心极限定理). 设 {Xn} 为随机变量列，令 Sn =
∑n

i=1Xi，X̄n =
1
n

∑n
i=1Xi。若 E[Sn]，D[Sn] 均存在，且

Sn − E[Sn]√
D[Sn]

d−→ N(0, 1),
X̄n − E[X̄n]√

D[X̄n]

d−→ N(0, 1),

则称 {Xn} 满足中心极限定理。

定理 1.1.11 (Kolmogorov,强大数定律). 设 Xn, n ≥ 1 是一列独立同分布随机变量，且

E(|X1|) <∞。则

lim
n→∞

X1 + · · ·+Xn

n

a.s.−−→ m,

其中 m = E(X1)。

定理 1.1.12 (中心极限定理). 设 Xn, n ≥ 1 是一列独立同分布随机变量，且 E(X2
1 ) <

∞。令 m = E(X1), σ2 = D(X1)。则

X1 + · · ·+Xn − nm

σ
√
n

d−→ N(0, 1).

证明. 我们使用特征函数方法来证明。
令 Yk = Xk−m

σ
，则 E[Yk] = 0，E[Y 2

k ] = 1。考虑标准化和

Zn =
1√
n

n∑
k=1

Yk.

计算其特征函数：

ϕZn
(t) = E[eitZn ] =

[
E
(
eitY1/

√
n
)]n

=

[
1 +

it√
n
E[Y1]−

t2

2n
E[Y 2

1 ] + o

(
1

n

)]n
.

由于 E[Y1] = 0，E[Y 2
1 ] = 1，有

ϕZn
(t) =

[
1− t2

2n
+ o

(
1

n

)]n
→ e−

t2

2 (n→ ∞).
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而 e−
t2

2 正是标准正态分布的特征函数，由 Lévy 连续性定理即得结论。

注. 大数定律描述了随机变量序列的均值稳定性，而中心极限定理则揭示了独立随机变量

和的极限分布形态。这两个定理共同构成了概率论极限理论的基石，在统计学、计量经济学等

领域有广泛应用。

下面这个引理刻画了事件极限的概率分布：

引理 1.1.13 (Borel-Cantelli 引理). 设 {An} 是概率空间 (Ω,F, P ) 中的事件列。

1. 若
∑∞

n=1 P (An) <∞，则 P (lim supn→∞An) = 0。

2. 若 {An} 是独立事件列且
∑∞

n=1 P (An) = ∞，则 P (lim supn→∞An) = 1。

其中 lim supn→∞An =
⋂∞

m=1

⋃∞
n=mAn 表示事件 An 无穷多次发生。

证明. 1. 对于任意 m ≥ 1，由概率的次可加性：

P

(
∞⋃

n=m

An

)
≤

∞∑
n=m

P (An).

由于级数
∑∞

n=1 P (An) 收敛，当 m→ ∞ 时，
∑∞

n=m P (An) → 0。因此

P (lim sup
n→∞

An) = P

(
∞⋂

m=1

∞⋃
n=m

An

)
= lim

m→∞
P

(
∞⋃

n=m

An

)
≤ lim

m→∞

∞∑
n=m

P (An) = 0.

2. 由于 {An} 独立，对任意 m ≥ 1：

P

(
∞⋂

n=m

Ac
n

)
=

∞∏
n=m

(1− P (An)).

利用不等式 1− x ≤ e−x（x ≥ 0）：

P

(
∞⋂

n=m

Ac
n

)
≤

∞∏
n=m

e−P (An) = exp
(
−

∞∑
n=m

P (An)

)
= 0,

因为
∑∞

n=m P (An) = ∞。于是

P

(
∞⋃

n=m

An

)
= 1− P

(
∞⋂

n=m

Ac
n

)
= 1−

∏
n≥m

P (Ac
n)

= 1−
∏
n≥m

(1− P (An))

≥ 1−
∏
n≥m

e−P (An)

= 1− e
∑

n≥m P (An) → 1

因此

P (lim sup
n→∞

An) = P

(
∞⋂

m=1

∞⋃
n=m

An

)
= lim

m→∞
P

(
∞⋃

n=m

An

)
= 1.
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注. Borel-Cantelli 引理是概率论中关于事件序列极限行为的重要工具。第一部分不需要独

立性假设，而第二部分强烈依赖于独立性。该引理在证明几乎处处收敛、研究随机过程的轨道

性质等方面有广泛应用。

例 1.1.2. 设 {Xn} 是独立随机变量序列，P (Xn = 1) = 1
n
，P (Xn = 0) = 1− 1

n
。由于∑∞

n=1 P (Xn = 1) = ∞，由 Borel-Cantelli 引理第二部分，P (Xn = 1 无穷多次) = 1。

我们给出随机变量独立的等价刻画：

定理 1.1.14. 设随机变量 X,Y 相互独立，且 E[|f(X,Y )|] <∞。则

E[f(X,Y )] = E[g(X)],

其中 g(x) = E[f(x, Y )]。

证明. 由于 X 和 Y 相互独立，它们的联合分布等于边缘分布的乘积。设 X 的分布为 µ，Y

的分布为 ν，则 (X,Y ) 的联合分布为 µ⊗ ν。

由 Fubini 定理，有

E[f(X,Y )] =

∫
R2

f(x, y) d(µ⊗ ν)(x, y) =

∫
R

(∫
R
f(x, y) dν(y)

)
dµ(x).

内层积分正是 g(x) = E[f(x, Y )]，因此

E[f(X,Y )] =

∫
R
g(x) dµ(x) = E[g(X)].

Fubini 定理的应用是合理的，因为 E[|f(X,Y )|] <∞ 保证了积分的可交换性。

注. 该定理在概率论中具有 fundamental 的重要性，它提供了计算独立随机变量函数期望

的 powerful 工具。特别地，当 f(X,Y ) = XY 时，若 X 和 Y 独立，则有 E[XY ] = E[X]E[Y ]，

这是独立性带来的重要性质。

例 1.1.3. 设 X ∼ N(0, 1)，Y ∼ N(0, 1) 且相互独立，计算 E[eX+Y ]。

解. 由定理：
E[eX+Y ] = E[g(X)]���g(x) = E[ex+Y ] = exE[eY ] = ex · e1/2.

因此

E[eX+Y ] = E[eX · e1/2] = e1/2E[eX ] = e1/2 · e1/2 = e.

1.1.2 条件期望

我们回顾一下 Borel 集的定义以及 G-可测的定义：
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定义 1.1.18 (Borel 集). 设 X 是一个拓扑空间。由 X 中所有开集生成的 σ-代数称为

X 上的 Borel σ-代数，记作 B(X)。B(X) 中的元素称为 X 上的 Borel 集。

等价地，Borel σ-代数是包含所有开集的最小 σ-代数。它也可以通过以下任一方式生

成：

♥ 所有开集

♥ 所有闭集

♥ 所有紧集（如果 X 是 Hausdorff 空间）

♥ 所有开区间（如果 X = R）

例 1.1.4. ♥ R 中的开区间 (a, b)、闭区间 [a, b]、半开区间 [a, b) 都是 Borel 集

♥ 可数集、开集、闭集、Fσ 集（可数个闭集的并）、Gδ 集（可数个开集的交）都是

Borel 集

♥ R 上的 Borel σ-代数是包含所有区间的最小 σ-代数

定义 1.1.19 (G-可测). 设 (Ω,F) 是一个可测空间，G ⊂ F 是一个子 σ-代数。一个函

数 f : Ω → R 称为 G-可测的，如果对任意 Borel 集 B ∈ B(R)，都有

f−1(B) = {ω ∈ Ω : f(ω) ∈ B} ∈ G

等价地，f 是 G-可测的当且仅当 f 关于 σ-代数 G 是可测的。

注. 直观理解就是：

♥ G-可测函数是指那些 “取值信息完全由 G 中的事件决定” 的函数

♥ 如果 G 表示到某个时刻为止可获得的信息，那么 G-可测函数就是在该时刻可以完全确

定的随机变量

♥ 在概率论中，这对应于一个随机变量在给定 σ-代数 G 下的可测性

接下来，我们介绍一下条件期望：

定义 1.1.20. 设 X 是概率空间 (Ω,F, P ) 上随机变量，E[|X|] < ∞。设 G 是 F 的子

σ-代数。称随机变量 Y 是 X 关于 G 的 条件数学期望，记为 E[X|G]，若

1. Y 是 G-可测的；

2. 对任意 B ∈ G， ∫
B

XdP =

∫
B

Y dP. (1.7)

当 X = IA 时，我们常常把 E[IA|G] 写为 P (A|G)。
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定理 1.1.15 (条件期望的极小性性质). 设 X ∈ L2(Ω,F, P )，G 是 F 的子 σ-代数。则

存在唯一的 G-可测随机变量 Y，使得

E[(X − Y )2] = min{E[(X − Z)2] : Z ∈ L2(Ω,G, P )}.

且该 Y 满足条件期望的定义，即 Y = E[X|G]。

证明. 设 Y 是最小化问题的解。对任意的 ε 6= 0 和 G-可测的随机变量 Z ∈ L2，考虑：

E[(X − Y − εZ)2] = E[(X − Y )2]− 2εE[Z(X − Y )] + ε2E[Z2].

由于 Y 是最小解，函数 ϕ(ε) = E[(X − Y − εZ)2] 在 ε = 0 处达到最小值，因此

ϕ′(0) = −2E[Z(X − Y )] = 0 ⇒ E[ZX] = E[ZY ].

特别地，取 Z = IB（B ∈ G），得到∫
B

XdP = E[IBX] = E[IBY ] =

∫
B

Y dP, ∀B ∈ G.

反之，若 Y 满足
∫
B
XdP =

∫
B
Y dP 对所有 B ∈ G 成立，则对任意 G-可测的 Z ∈ L2，

有

E[(X − Z)2] = E[(X − Y + Y − Z)2] = E[(X − Y )2] + E[(Y − Z)2] + 2E[(X − Y )(Y − Z)].

由于 Y − Z 是 G-可测的，且 E[(X − Y )(Y − Z)] = 0，故

E[(X − Z)2] = E[(X − Y )2] + E[(Y − Z)2] ≥ E[(X − Y )2],

等号成立当且仅当 Z = Y 几乎处处成立。

设 (Ω,F, P ) 为概率空间，X ∈ L2(Ω,F, P )，G 是 F 的子 σ-代数。考虑优化问题：

min
Y ∈L2(Ω,G,P )

E[(X − Y )2].

假设 Y 为极小解。对任意 ε 6= 0 与任意 Z ∈ L2(Ω, G, P )，令 Yε = Y + εZ，则

E[(X − Y )2] ≤ E[(X − Yε)
2] = E[(X − Y )2]− 2εE[Z(X − Y )] + ε2E[Z2].

化简得

0 ≤ −2εE[Z(X − Y )] + ε2E[Z2],

即

2εE[Z(X − Y )] ≤ ε2E[Z2].

由 ε 符号任意性，可得

E[Z(X − Y )] = 0, ∀Z ∈ L2(Ω, G, P ),

亦即

E[ZX] = E[ZY ], ∀Z ∈ L2(Ω, G, P ).

特别地，取 Z = 1B，B ∈ G，得∫
B

X dP =

∫
B

Y dP, ∀B ∈ G.

此即条件期望 E[X | G] 的定义性质，故 Y = E[X | G] 是唯一解（在几乎必然意义下）。
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注. 条件期望可以理解为在给定信息 G 下对 X 的最佳预测。从几何角度看，L2(Ω,G, P )
是 L2(Ω,F, P ) 的闭子空间，而 E[X|G] 正是 X 在该子空间上的正交投影。

注. 上述 L2 理论可以通过极限过程推广到 L1 空间。条件期望的存在唯一性由 Radon-
Nikodym 定理保证。

条件期望的性质

针对条件期望，我们有如下性质：

感觉期末肯定六选一！

性质 1.1.1. 若 G = {Ω, ∅}，则 E[X|G] = E[X]。

证明. 由于 G = {Ω, ∅}，唯一的非平凡可测集是 Ω。根据条件期望的定义，Y = E[X|G] 是
G-可测的，因此必须是常数。对 B = Ω 应用定义：∫

Ω

XdP =

∫
Ω

Y dP ⇒ E[X] = Y · P (Ω) = Y.

故 E[X|G] = E[X]。

性质 1.1.2. 若 c 是凸函数且 E[|c(X)|] <∞，则 E[c(X)|G] ≥ c(E[X|G])。

证明. 由凸函数的性质，对任意 x0 ∈ R，存在支撑直线 l(x) = a(x−x0)+c(x0)使得 c(x) ≥ l(x)

对所有 x 成立。取 x0 = E[X|G]，则

c(X) ≥ a(X − E[X|G]) + c(E[X|G]).

两边取条件期望（保持不等式）：

E[c(X)|G] ≥ a(E[X|G]− E[X|G]) + c(E[X|G]) = c(E[X|G]).

这里用到了 E[E[X|G]|G] = E[X|G]。

性质 1.1.3 (塔性质 (Tower Property)). 设 G1,G2 是 F 的两个子 σ-代数，且 G1 ⊂ G2，

则 E[E[X|G2]|G1] = E[X|G1]。

证明. 我们从条件期望的定义出发, 回忆任意子 σ-代数 G ⊂ F 及可积随机变量 X 的条件期

望 E[X | G] 的定义, 对于 G-可测随机变量 Y , 满足

∀A ∈ G,
∫
A

Y dP =

∫
A

X dP.

我们记

Y2 := E[X | G2].

由定义, Y2 是 G2-可测的, 且对任意 B ∈ G2 ,∫
B

Y2 dP =

∫
B

X dP. (1.8)
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再定义

Z := E[Y2 | G1] = E
[
E[X | G2] | G1

]
.

Z 是 G1-可测的, 且对任意 A ∈ G1 ,∫
A

Z dP =

∫
A

Y2 dP. (1.9)

我们的目标是证明 Z = E[X | G1]（a.s.）. 为此, 只需验证 Z 满足 E[X | G1] 的定义方程,
即：

∀A ∈ G1,

∫
A

Z dP =

∫
A

X dP. (1.10)

任取 A ∈ G1. 由于 G1 ⊂ G2 , 有 A ∈ G2. 于是由 (1.8) 得∫
A

Y2 dP =

∫
A

X dP. (1.11)

再由 (1.9) , ∫
A

Z dP =

∫
A

Y2 dP.

联立 (1.11) 与 (1.9) , 得 ∫
A

Z dP =

∫
A

Y2 dP =

∫
A

X dP.

故 (1.10) 对任意 A ∈ G1 成立. 又因 E[X | G1] 是 G1-可测的, 且唯一（a.s.）满足上述积分
等式 [billingsley1995] , [kallenberg2002] , 而 Z 也是 G1-可测且满足相同方程, 故

Z = E[X | G1] (a.s.).

即

E
[
E[X | G2] | G1

]
= E[X | G1] (a.s.).

此结论即条件期望为 tower property [durrett2019].

性质 1.1.4. 若 X 关于 G 可测，则 E[X|G] = X。一般的，若 Y 是 G-可测且 XY 可

积，则 E[XY |G] = Y E[X|G]。

证明. 我们分步证明：

1. 首先证明 X 是 G-可测时，E[X|G] = X。

(a) 由条件，X 是 G-可测的。

(b) 对任意 B ∈ G，有 ∫
B

XdP =

∫
B

XdP.

(c) 因此 X 满足条件期望的两个条件：G-可测性且对任意 B ∈ G 满足积分等式。

(d) 由条件期望的唯一性（在几乎处处意义下），得 E[X|G] = X。

2. 现在证明一般情形：若 Y 是 G-可测且 XY 可积，则 E[XY |G] = Y E[X|G]。

(a) 首先考虑 Y = IB，其中 B ∈ G 的情形。
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i. 对任意 A ∈ G，有 ∫
A

XIBdP =

∫
A∩B

XdP.

ii. 由条件期望定义，
∫
A∩B

XdP =
∫
A∩B

E[X|G]dP。

iii. 又因为 IBE[X|G] 是 G-可测的，且∫
A

IBE[X|G]dP =

∫
A∩B

E[X|G]dP.

iv. 因此对任意 A ∈ G， ∫
A

XIBdP =

∫
A

IBE[X|G]dP.

v. 故 E[XIB|G] = IBE[X|G]。

(b) 由线性性，结论对简单函数 Y =
∑n

i=1 ciIBi
（其中 Bi ∈ G）成立。

(c) 对一般的 G-可测函数 Y，存在简单函数列 {Yn} 使得 Yn → Y 且 |Yn| ≤ |Y |。

(d) 由控制收敛定理和条件期望的连续性，有

E[XY |G] = lim
n→∞

E[XYn|G] = lim
n→∞

YnE[X|G] = Y E[X|G].

性质 1.1.5. X 与 G 独立，当且仅当对任意的 Borel 可测函数 f，若 f(X) 可积，则有

E[f(X)|G] = E[f(X)]。

证明. 我们分步证明：

1. 先证充分性（⇒）：假设 X 与 G 独立。

(a) 首先考虑 f = IB，其中 B 是 Borel 集的情形。

i. 对任意 A ∈ G，由独立性有∫
A

IB(X)dP = P ({X ∈ B} ∩A) = P (X ∈ B)P (A).

ii. 另一方面， ∫
A

E[IB(X)]dP = E[IB(X)]P (A) = P (X ∈ B)P (A).

iii. 因此对任意 A ∈ G， ∫
A

IB(X)dP =

∫
A

E[IB(X)]dP.

iv. 故 E[IB(X)|G] = E[IB(X)]。

(b) 由线性性，结论对简单函数 f =
∑n

i=1 ciIBi
成立。

(c) 对一般的 Borel 可测函数 f，存在简单函数列 {fn} 使得 fn → f 且 |fn| ≤ |f |。

(d) 由控制收敛定理和条件期望的连续性，有

E[f(X)|G] = lim
n→∞

E[fn(X)|G] = lim
n→∞

E[fn(X)] = E[f(X)].

2. 再证必要性（⇐）：假设对任意 Borel 可测函数 f，有 E[f(X)|G] = E[f(X)]。
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(a) 取 f = IB，其中 B 是 Borel 集。

(b) 则对任意 A ∈ G，有∫
A

IB(X)dP =

∫
A

E[IB(X)|G]dP =

∫
A

E[IB(X)]dP = P (X ∈ B)P (A).

(c) 但
∫
A
IB(X)dP = P ({X ∈ B} ∩A)。

(d) 因此 P ({X ∈ B} ∩A) = P (X ∈ B)P (A)。

(e) 由于这对任意 A ∈ G 和任意 Borel 集 B 都成立，故 X 与 G 独立。

性质 1.1.6. 设 X 是 G-可测的，Y 与 G 独立，可测函数 ϕ : R2 → R 满足 E[|ϕ(X,Y )|] <
∞。令 ψ(x) = E[ϕ(x, Y )]，则 E[ϕ(X,Y )|G] = ψ(X)。

证明. 我们分步证明：

1. 首先考虑 ϕ(x, y) = IA(x)IB(y) 的情形，其中 A,B 为 Borel 集。

(a) 此时 ψ(x) = E[IA(x)IB(Y )] = IA(x)E[IB(Y )] = IA(x)P (Y ∈ B)。

(b) 需要证明 E[IA(X)IB(Y )|G] = IA(X)P (Y ∈ B)。

(c) 由于 IA(X) 是 G-可测的，由 property 1.1.4 有

E[IA(X)IB(Y )|G] = IA(X)E[IB(Y )|G].

(d) 又因为 Y 与 G 独立，由 property 1.1.5 有 E[IB(Y )|G] = E[IB(Y )] = P (Y ∈ B)。

(e) 因此 E[IA(X)IB(Y )|G] = IA(X)P (Y ∈ B) = ψ(X)。

2. 由线性性，结论对形如 ϕ(x, y) =
∑n

i=1

∑m
j=1 cijIAi

(x)IBj
(y) 的简单函数成立。

3. 对一般的可测函数 ϕ，存在简单函数列 {ϕn} 使得 ϕn → ϕ 且 |ϕn| ≤ |ϕ|。

4. 对每个 ϕn，相应的 ψn(x) = E[ϕn(x, Y )] 满足 E[ϕn(X,Y )|G] = ψn(X)。

5. 由控制收敛定理：

(a) 对几乎处处的 x，有 ψn(x) → ψ(x)。

(b) 由于 X 是 G-可测的，有 ψn(X) → ψ(X) 几乎处处。

(c) 由条件期望的控制收敛定理，有

E[ϕ(X,Y )|G] = lim
n→∞

E[ϕn(X,Y )|G] = lim
n→∞

ψn(X) = ψ(X).

性质 1.1.7. 设 G = σ(B1, B2, . . .)，其中
⋃∞

i=1Bi = Ω，Bi ∈ F，P (Bi) > 0，且当 i 6= j

时 Bi ∩Bj = ∅。则

E[X|G] =
∞∑
i=1

E[XIBi
]

P (Bi)
IBi

.
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证明. 我们分步证明：

1. 令 Y =
∑∞

i=1

E[XIBi
]

P (Bi)
IBi
。

2. 首先证明 Y 是 G-可测的：

(a) 由于 G = σ(B1, B2, . . .)，G 中的集合都是某些 Bi 的并。

(b) Y 在每个 Bi 上取常数值
E[XIBi

]

P (Bi)
。

(c) 因此 Y 是 G-可测的。

3. 现在验证条件期望的积分条件：

(a) 对任意 B ∈ G，存在指标集 J ⊂ N 使得 B =
⋃

j∈J Bj。

(b) 计算左边： ∫
B

XdP =
∑
j∈J

∫
Bj

XdP =
∑
j∈J

E[XIBj
].

(c) 计算右边：∫
B

Y dP =
∑
j∈J

∫
Bj

Y dP =
∑
j∈J

E[XIBj
]

P (Bj)
P (Bj) =

∑
j∈J

E[XIBj
].

(d) 因此对任意 B ∈ G，有 ∫
B

XdP =

∫
B

Y dP.

4. 由条件期望的唯一性（在几乎处处意义下），得 E[X|G] = Y。

5. 最后验证级数的收敛性：

(a) 由于
∑∞

i=1 P (Bi) = 1，且 |E[XIBi
]| ≤ E[|X|IBi

]。

(b) 由 E[|X|] <∞，保证级数在几乎处处意义下收敛。

1.1.3 过滤和停时∨
(σ-代数的并)

符号
∨
表示由一族 σ-代数生成的最小 σ-代数，它包含所有这些 σ-代数。

定义 1.1.21. 设 {Fi}i∈I 是一族 σ-代数，则

∨
i∈I

Fi = σ

(⋃
i∈I

Fi

)

表示包含所有 Fi 的最小 σ-代数。

例 1.1.5. 在过滤的语境中：

Ft− =
∨
s<t

Fs = σ

(⋃
s<t

Fs

)
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表示到时刻 t 之前（不包括 t）所有信息的 σ-代数。

∧
(σ-代数的交)

符号
∧
表示一族 σ-代数的交集。

定义 1.1.22. 设 {Fi}i∈I 是一族 σ-代数，则∧
i∈I

Fi =
⋂
i∈I

Fi

表示同时属于所有 Fi 的集合构成的 σ-代数。

例 1.1.6. 在过滤的语境中：
Ft+ =

∧
s>t

Fs =
⋂
s>t

Fs

表示时刻 t 之后（包括任意接近 t 的未来）所有信息的交集。

注. 需要特别注意：

1.
∨

生成的是更大的 σ-代数（包含更多信息）

2.
∧

得到的是更小的 σ-代数（包含更少信息）

在过滤 {Ft} 中，显然有：

Ft− ⊂ Ft ⊂ Ft+

这反映了信息随时间的增长：过去信息 ⊂ 当前信息 ⊂ 未来信息的交集。

例 1.1.7. 设 F1 = σ(X)，F2 = σ(Y )，则：

1. F1 ∨ F2 = σ(X,Y ) 包含关于 X 和 Y 的所有信息

2. F1 ∧ F2 只包含 X 和 Y 的共同信息

为了更细致地研究 (Ω,F, P ) 上的随机过程，只靠一个 σ-代数 F 是不够的。下面我们引入

过滤（filtration），即 σ-代数流的概念。

定义 1.1.23. 概率空间 (Ω,F, P ) 上的过滤指的是一族递增的子 σ-代数 {Ft}t≥0。也就

是说，对任意的 s < t，都有 Fs ⊂ Ft。

注. 如果我们把 σ-代数理解为信息的话，Ft 就表示在 t 时刻知道的所有信息。

定义 1.1.24. 给定概率空间 (Ω,F , P ) 上过滤 {Ft} 和过程 Xt。称 Xt 是关于 {Ft} 适
应（adapted）的，若对任意的 t ≥ 0，有 Xt ∈ Ft。
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注. 任给一个过程 Xt，有一个自然适应的过滤，即它的自然过滤 F0
t = σ(Xs, s ≤ t)。为简

单起见，今后我们提到过程时，总会预先假定一个适应的过滤，或者理解为过程的自然过滤。

定义 1.1.25. 给定一个过滤 {Ft}，我们可以定义另两个过滤：

Ft− =
∨
s<t

Fs 和 Ft+ =
∧
s>t

Fs.

显然的，
∨

t>0 Ft =
∨

t>1 Ft =
∨

t>0 Ft+，把这个 σ-代数记为 F∞。我们总有 Ft− ⊂
Ft ⊂ Ft+。一般的，这三个过滤可以两两不同。

定义 1.1.26. 称 {Ft} 右连续，若对任意 t ≥ 0，有 Ft+ = Ft。

注. 假定过滤的右连续性，可以使很多问题简化，在大多情况下，这对我们的研究也已经

足够。

下面我们给出停时的定义：

定义 1.1.27. 给定概率空间 (Ω,F , P ) 上的过滤 {Ft}，T 是取值于 [0,∞] 的随机变量。

称 T 为关于过滤 {Ft} 的停时，或者 Ft-停时，若对任意 t，有

{T ≤ t} ∈ Ft.

注. 注意，这里 T 可能以正概率取值 ∞。显然，固定时刻，即 T ≡ t，是停时。而停时是

固定时刻自然的推广，这在后面的性质里可以看出来。

定理 1.1.16. 当过滤 {Ft} 右连续时，停时定义中的 {T ≤ t} 可以用 {T < t} 代替，即

T 是停时当且仅当对任意 t > 0，{T < t} ∈ Ft。

证明. 1. 先证必要性：假设对任意 t，{T ≤ t} ∈ Ft，则

{T < t} =
∞⋃

n=1

{
T ≤ t− 1

n

}
∈ Ft.

这里没有用到 Ft 的右连续性。

2. 再证充分性：假设对任意 t 都有 {T < t} ∈ Ft，则对任意的 ε > 0，

{T ≤ t} =
∞⋂

n=1

{
T < t+

ε

n

}
∈ Ft+ε.

由于这对任意 ε > 0都成立，有 {T ≤ t} ∈
⋂

ε>0 Ft+ε = Ft+。由过滤右连续性 Ft+ = Ft，

故 {T ≤ t} ∈ Ft。

推论 1.1.17. 当过滤 {Ft} 右连续时，T 是停时当且仅当过程 Xt = I(0,T ](t) 是适应的。
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证明. 若 T 是停时，则对任意 t > 0，

{Xt = 1} = {t ≤ T} = {T > t} = Ω \ {T ≤ t} ∈ Ft,

故 Xt 是适应的。反之，若 Xt 是适应的，则 {T < t} =
⋃

n{Xt−1/n = 1} ∈ Ft，由定理知 T

是停时。

定义 1.1.28 (首达时与首中时). 我们举两个停时的例子。设 X 是轨道连续的随机过

程，A 是闭集，记

DA(ω) = inf{t ≥ 0 : Xt(ω) ∈ A},

其中 inf(∅) = ∞。则 DA 是关于自然过滤 F0
t 的停时，称为 A 的首达时（first passage

time 或 entry time）。
设 X 右连续，关于一个右连续的过滤 Ft 适应，A 是一个开集，定义

TA = inf{t > 0 : Xt ∈ A}.

则 TA 是 Ft-停时，称为 A 的首中时（first hitting time）。

首达时 DA 是停时的证明. 设 d 为距离函数。对任意 t ≥ 0，需要证明 {DA ≤ t} ∈ Ft。

关键观察：由于 X 轨道连续且 A是闭集，过程在时间 [0, t]内进入 A当且仅当它在 [0, t]

内的有理时间点上无限接近 A。具体地：

{DA ≤ t} =

{
ω : inf

s∈Q∩[0,t]
d(Xs(ω), A) = 0

}
.

证明细节：

♥ 若 DA(ω) ≤ t，则存在序列 sn ∈ [0, t] 使得 d(Xsn(ω), A) → 0。由连续性，可在有理数

中选取逼近序列，故 infs∈Q∩[0,t] d(Xs(ω), A) = 0。

♥ 反之，若 infs∈Q∩[0,t] d(Xs(ω), A) = 0，则存在有理序列 sn ∈ [0, t]使得 d(Xsn(ω), A) → 0。

由 A 的闭性，存在收敛子列 Xsnk
(ω) → a ∈ A，结合轨道连续性得 DA(ω) ≤ t。

由于对每个 s ∈ Q ∩ [0, t]，{d(Xs, A) = 0} ∈ Fs ⊂ Ft，且可数交并运算保持可测性，故

{DA ≤ t} ∈ Ft。

注意：这里

{DA ≤ t} 6=
⋃

s∈Q,s≤t

{ω : Xs(ω) ∈ A},

因为过程可能在无理时间点进入 A 而在所有有理时间点都不在 A 中。

首中时 TA 是停时的证明. 设 X 轨道右连续，A 是开集，过滤 Ft 右连续。

关键观察：对于开集 A，右连续性保证了若过程在某个时刻进入 A，则它会在该时刻后

的一个区间内停留在 A 中。因此：

{TA < t} =
⋃

s∈Q∩[0,t)

{Xs ∈ A}.

证明细节：
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♥ 若 TA(ω) < t，则存在 s < t 使得 Xs(ω) ∈ A。由右连续性，存在 ε > 0 使得对任

意 r ∈ [s, s + ε)，Xr(ω) ∈ A。取有理数 q ∈ (s,min(s + ε, t))，则 Xq(ω) ∈ A，故

ω ∈
⋃

s∈Q∩[0,t){Xs ∈ A}。

♥ 反之显然：若存在有理数 s < t 使得 Xs(ω) ∈ A，则 TA(ω) ≤ s < t。

由于对每个 s ∈ Q ∩ [0, t)，{Xs ∈ A} ∈ Fs ⊂ Ft，故 {TA < t} ∈ Ft。由过滤的右连续性，

{TA ≤ t} =
⋂

n≥1{TA < t+ 1
n
} ∈ Ft，因此 TA 是 Ft-停时。

进一步说明：特别地，TA 是 F0
t+-停时。一般地，TA 不是 F0

t -停时，这表明 F0
t 严格包含

于 F0
t+。

命题 1.1.18. 设 S, T, Tn 是 Ft-停时。

1. 则 T ∨ S, T ∧ S 和 supn Tn 是停时。

2. 如果假设过滤 Ft 右连续，则 infn Tn, lim infn Tn, lim supn Tn 是停时。

证明. 1. 对于 T ∨ S，注意到对任意 t ≥ 0：

{T ∨ S ≤ t} = {T ≤ t} ∩ {S ≤ t} ∈ Ft,

因为 {T ≤ t} ∈ Ft 且 {S ≤ t} ∈ Ft。类似地，对于 T ∧ S：

{T ∧ S ≤ t} = {T ≤ t} ∪ {S ≤ t} ∈ Ft.

对于 supn Tn：

{sup
n
Tn ≤ t} =

⋂
n

{Tn ≤ t} ∈ Ft,

因为每个 {Tn ≤ t} ∈ Ft，且可数交运算保持可测性。

2. 在 Ft 右连续的假设下，我们证明 infn Tn 是停时。关键观察是：

{inf
n
Tn < t} =

⋃
n

{Tn < t} ∈ Ft,

因为每个 {Tn < t} ∈ Ft，且可数并运算保持可测性。由 Ft 的右连续性，{infn Tn ≤ t} =⋂
m≥1{infn Tn < t+ 1

m
} ∈ Ft。

对于 lim infn Tn 和 lim supn Tn，注意到：

lim inf
n

Tn = sup
m

inf
n≥m

Tn, lim sup
n

Tn = inf
m

sup
n≥m

Tn,

由前面结论和停时在可数上下确界运算下的封闭性即得。

命题 1.1.19. 对任意停时 T，都存在仅取有限个值的停时列 Tn，使得

Tn ↓ T.
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证明. 构造如下：对每个 k ∈ N，定义

Tk =

∞ 当T ≥ k,

q2−k 当(q − 1)2−k ≤ T < q2−k, q = 1, 2, . . . , 2kk.

验证细节：

♥ 有限取值：Tk 只取有限个值 {∞} ∪ {q2−k : q = 1, 2, . . . , 2kk}。

♥ 停时性：对任意 t ≥ 0，

{Tk ≤ t} =
⋃

q2−k≤t

{(q − 1)2−k ≤ T < q2−k} ∪ {T ≥ k} ∈ Ft,

因为每个 {(q− 1)2−k ≤ T < q2−k} = {T < q2−k} \ {T < (q− 1)2−k} ∈ Fq2−k ⊂ Ft（当

q2−k ≤ t），且 {T ≥ k} = Ω \ {T < k} ∈ Ft。

♥ 单调收敛：由构造，Tk ≥ Tk+1 ≥ T，且当 k → ∞ 时，Tk ↓ T，因为网格越来越细。

和固定时刻一样，对一个停时 T，我们也可以定义一个 σ-代数 FT，它包含 F∞ 中所有满

足条件 A ∩ {T ≤ t} ∈ Ft 的集合 A。FT 可以理解为在 T 之前我们所能够观测到的信息。当

T ≡ t 时，显然有 FT = Ft。

命题 1.1.20. 设 S, T, Tn 是停时。

1. 若 S ≤ T，则 FS ⊂ FT。

2. 若 Ft 右连续，Tn ↓ T，则 ⋂
n

FTn
= FT .

证明. 1. 设 A ∈ FS，要证 A ∈ FT，即对任意 t ≥ 0，A ∩ {T ≤ t} ∈ Ft。

由于 S ≤ T，有 {T ≤ t} ⊂ {S ≤ t}。于是

A ∩ {T ≤ t} = (A ∩ {S ≤ t}) ∩ {T ≤ t}.

由 A ∈ FS 知 A ∩ {S ≤ t} ∈ Ft，又 {T ≤ t} ∈ Ft，故交集仍在 Ft 中。

2. 先证 FT ⊂
⋂

n FTn
。设 A ∈ FT，要证对每个 n，A ∈ FTn

，即 A ∩ {Tn ≤ t} ∈ Ft。

由于 T ≤ Tn，由 (i) 知 FT ⊂ FTn
，故 A ∈ FTn

。

再证
⋂

n FTn
⊂ FT。设 A ∈

⋂
n FTn

，要证 A ∈ FT，即对任意 t ≥ 0，A∩{T ≤ t} ∈ Ft。

利用 Ft 的右连续性，考虑：

A ∩ {T < t} =
⋃
n

(A ∩ {Tn < t}).

由 A ∈ FTn
知 A ∩ {Tn < t} ∈ Ft，故可数并在 Ft 中。于是

A ∩ {T ≤ t} =
⋂
m≥1

A ∩ {T < t+ 1
m
} ∈ Ft,

因为每个 A ∩ {T < t+ 1
m
} ∈ Ft+1/m ⊂ Ft+，由右连续性 Ft+ = Ft。
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1.2 布朗运动

布朗运动（Brownian motion）是由于 1827 年英国植物学家布朗首次用显微镜观测到花
粉颗粒在水中不规则运动而得名。1900 年，L. Bachelier 得到了从一点 x 出发的一维布朗运

动的转移密度函数：

Px(Xt ∈ dy) = p(t, x, y)dy, (t, x, y) ∈ (0,∞)× R2,

其中

p(t, x, y) =
e−(y−x)2/(2t)

√
2πt

是热方程
∂u

∂t
=

1

2

∂2u

∂x2

的 Green 函数。
Bachelier 还指出了布朗运动的马尔可夫性：

Px(a1 ≤ Xt1 < b1, . . . , an ≤ Xtn < bn)

=

∫ b1

a1

∫ b2

a2

· · ·
∫ bn

an

p(t1, x, ξ1)p(t2 − t1, ξ1, ξ2) · · · p(tn − tn−1, ξn−1, ξn)dξ1dξ2 · · · dξn.

爱因斯坦（Einstein）在 1905 年的著名论文里从统计力学也给出了布朗运动的数学描述。
维纳（Wiener）在 1923 年（Differential Space. J. Math. Phis. 2(1923) 132-174）在严格数学
基础上构造了布朗运动，因此布朗运动也称为维纳过程。首次对布朗运动的性质进行深入研

究的是法国著名概率学家 Lévy。

1.2.1 布朗运动的定义

我们先给出布朗运动的定义：

定义 1.2.1. 称随机过程 B 是一维标准布朗运动，如果 B 轨道连续，B0 = 0 a.s., 且

对任意 0 ≤ s < t, 增量 Bt − Bs 是均值为 0, 方差为 t− s, 独立于 (Bu, 0 ≤ u ≤ s) 的

正态随机变量。

注. 简而言之，布朗运动满足：

1. Bt 连续

2. B0 = 0

3. Bt −Bs ∼ N(0, t− s) ∀s < t

4. Bt −Bs 与 σ(Bu, u ≤ s) 独立（即增量独立）

这样定义的布朗运动是否存在呢？我们介绍一种较为简单和直观的方法，利用随机游动来

构造布朗运动。
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例 1.2.1 (随机游动构造法). 定义一组独立同分布的随机变量 {Xi}，只取两个值：

P (Xi = 1) =
1

2
, P (Xi = −1) =

1

2
.

每个变量表示一次投掷硬币的结果。显然，Xi 的均值为 0，而方差为 1。令

Mk =
k∑

j=1

Xj , k = 1, 2, . . . ,

过程 Mk 就是对称随机游动 (Symmetric Random Walk)。根据中心极限定理，随机变
量 Mk/

√
k 的分布函数将趋于标准正态分布。

为了构造连续时间的布朗运动，我们需要对随机游动进行适当的缩放和时间变换。定

义：

B
(n)
t =

1√
n
M⌊nt⌋,

其中 bntc 表示不超过 nt 的最大整数。因为 Mn 仅定义在整数上，所以我们要取整。

证明符合布朗运动定义.

♥ 收敛性：由中心极限定理，对每个固定的 t > 0，当 n→ ∞ 时，

B
(n)
t =

1√
n
M⌊nt⌋ =

√
bntc
n

·
M⌊nt⌋√
bntc

d−→
√
t ·N(0, 1) = N(0, t).

♥ 独立性：对于 0 ≤ s < t，增量

B
(n)
t −B(n)

s =
1√
n

⌊nt⌋∑
j=⌊ns⌋+1

Xj

与 B
(n)
s = 1√

n

∑⌊ns⌋
j=1 Xj 独立，因为求和区间不重叠且 Xj 相互独立。当 n → ∞ 时，

B
(n)
t −B

(n)
s

d−→ N(0, t− s) 且保持独立性。

♥ 轨道连续性：通过 Donsker 不变原理，可以证明缩放随机游动 B
(n)
t 的分布弱收敛到布

朗运动，其轨道几乎必然连续。

因此，极限过程 Bt = limn→∞B
(n)
t 满足布朗运动的定义：轨道连续、B0 = 0、增量独立

且服从正态分布 N(0, t− s)。

命题 1.2.1. 设 B 是一维标准布朗运动，那么

E(BsBt) = min{s, t}.

证明. 不妨设 s < t

我们将 Bt 分解为独立的两部分：

Bt = (Bt −Bs) +Bs.

于是

BsBt = Bs(Bt −Bs) +B2
s .
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取数学期望：

E(BsBt) = E[Bs(Bt −Bs)] + E(B2
s ).

由于 Bt −Bs 是布朗运动在区间 [s, t] 上的增量，根据布朗运动的定义，这个增量独立于

过程在时间 s 之前的历史，特别地独立于 Bs。同时，E(Bt −Bs) = 0。因此：

E[Bs(Bt −Bs)] = E(Bs)E(Bt −Bs) = 0 · 0 = 0.

E(B2
s ) = Var(Bs)，因为 E(Bs) = 0。根据布朗运动的定义，Var(Bs) = s。

综上：

E(BsBt) = 0 + s = s = min{s, t}.

定理 1.2.2. 设 B 是一维标准布朗运动，则下列结论成立：

1. (时间齐次性) 对任意 s > 0，(Bt+s −Bs, t ≥ 0) 也是一维标准布朗运动，且独立

于 σ(Bu, 0 ≤ u ≤ s)。

2. (对称性) (−Bt, t ≥ 0) 是一维标准布朗运动。

3. (尺度不变性) 对任意 c > 0，过程 (cBt/c2 , t ≥ 0) 是一维标准布朗运动。

4. (时间反转) 令 X0 = 0, Xt = tB1/t 对 t > 0，则过程 Xt 也是一维标准布朗运动。

证明. 我们逐一详细证明：

1. 时间齐次性

定义新过程：B̃t = Bt+s −Bs，其中 s > 0 固定。

需要验证 B̃ 满足布朗运动的所有条件：

♥ 初始条件：B̃0 = Bs −Bs = 0 a.s.

♥ 轨道连续性：由于 B 的轨道连续，B̃t = Bt+s −Bs 作为连续函数的平移差，轨道

也是连续的。

♥ 正态增量：对任意 0 ≤ t1 < t2，有

B̃t2 − B̃t1 = (Bt2+s −Bs)− (Bt1+s −Bs) = Bt2+s −Bt1+s.

由于 B 是布朗运动，Bt2+s −Bt1+s ∼ N(0, (t2 + s)− (t1 + s)) = N(0, t2 − t1)。

♥ 独立增量：对任意 0 ≤ t1 < t2 < · · · < tn，考虑增量序列：

B̃t2 − B̃t1 , B̃t3 − B̃t2 , . . . , B̃tn − B̃tn−1
.

这些增量分别等于：

Bt2+s −Bt1+s, Bt3+s −Bt2+s, . . . , Btn+s −Btn−1+s.

由于 B 有独立增量，且这些区间 [t1 + s, t2 + s], [t2 + s, t3 + s], . . . , [tn−1 + s, tn + s]

互不相交，所以这些增量相互独立。
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♥ 与 σ(Bu, 0 ≤ u ≤ s) 的独立性：对任意 0 ≤ u1 < u2 < · · · < um ≤ s 和

0 ≤ t1 < t2 < · · · < tn，考虑随机向量：

(Bu1
, . . . , Bum

) 和 (B̃t1 , . . . , B̃tn).

由于 B̃tj = Btj+s −Bs，且增量 Btj+s −Bs 独立于 σ(Bu, 0 ≤ u ≤ s)，所以这两个

随机向量独立。

2. 对称性

定义新过程：B̃t = −Bt。

验证布朗运动条件：

♥ 初始条件：B̃0 = −B0 = 0 a.s.

♥ 轨道连续性：由于 B 轨道连续且取负号保持连续性，故 B̃ 轨道连续。

♥ 正态增量：对任意 0 ≤ s < t，有

B̃t − B̃s = −Bt − (−Bs) = −(Bt −Bs).

由于 Bt −Bs ∼ N(0, t− s)，所以 B̃t − B̃s ∼ N(0, t− s)。

♥ 独立增量：对任意 0 ≤ t1 < t2 < · · · < tn，增量序列：

B̃t2 − B̃t1 , B̃t3 − B̃t2 , . . . , B̃tn − B̃tn−1

等于：

−(Bt2 −Bt1),−(Bt3 −Bt2), . . . ,−(Btn −Btn−1
).

由于 B 的增量相互独立，且常数乘法不改变独立性，所以 B̃ 的增量也相互独立。

3. 尺度不变性

定义新过程：B̃t = cBt/c2，其中 c > 0。

验证布朗运动条件：

♥ 初始条件：B̃0 = cB0 = 0 a.s.

♥ 轨道连续性：由于 B 轨道连续，且 t 7→ t/c2 是连续函数，所以复合函数 t 7→ Bt/c2

连续，再乘以常数 c 仍连续。

♥ 正态增量：对任意 0 ≤ s < t，有

B̃t − B̃s = cBt/c2 − cBs/c2 = c(Bt/c2 −Bs/c2).

由于 Bt/c2 −Bs/c2 ∼ N(0, t/c2 − s/c2) = N(0, (t− s)/c2)，所以

B̃t − B̃s ∼ c ·N(0, (t− s)/c2) = N(0, c2 · (t− s)/c2) = N(0, t− s).

♥ 独立增量：对任意 0 ≤ t1 < t2 < · · · < tn，增量序列：

B̃t2 − B̃t1 , B̃t3 − B̃t2 , . . . , B̃tn − B̃tn−1

等于：

c(Bt2/c2 −Bt1/c2), c(Bt3/c2 −Bt2/c2), . . . , c(Btn/c2 −Btn−1/c2).

由于 B 在区间 [t1/c
2, t2/c

2], [t2/c
2, t3/c

2], . . . 上的增量相互独立，且常数乘法不改

变独立性，所以 B̃ 的增量也相互独立。
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4. 时间反转

定义：X0 = 0，对 t > 0 定义 Xt = tB1/t。

♥ 轨道连续性：

– 对 t > 0，Xt = tB1/t 是连续函数，因为 B 连续且 t 7→ 1/t 在 t > 0 时连续。

– 在 t = 0 处：由布朗运动的大数定律，有

lim
t→∞

Bt

t
= 0 a.s.

令 u = 1/t，则当 t→ 0+ 时，u→ ∞，于是

lim
t→0+

Xt = lim
t→0+

tB1/t = lim
u→∞

Bu

u
= 0 a.s.

所以 Xt 在 t = 0 处连续。

♥ 高斯性：由于布朗运动是高斯过程，且 Xt 是 B1/t 的线性变换，所以 X 也是高斯

过程。

♥ 均值函数：
E(Xt) = tE(B1/t) = t · 0 = 0.

♥ 协方差函数：对 0 < s ≤ t，

Cov(Xs, Xt) = E(XsXt) = E(sB1/s · tB1/t) = st · E(B1/sB1/t).

由于 1/s ≥ 1/t，由 proposition 1.2.1 得：

E(B1/sB1/t) = min{1/s, 1/t} = 1/t.

所以

Cov(Xs, Xt) = st · (1/t) = s = min{s, t}.

同理，对 0 < t ≤ s，可得 Cov(Xs, Xt) = t = min{s, t}。

由于 X 是零均值高斯过程，且协方差函数与布朗运动相同，所以 X 与 B 有相同的有

限维分布，因此 X 是标准布朗运动。

定义 1.2.2 (随机过程的修正). 设 X = {Xt}t∈T 和 Y = {Yt}t∈T 是定义在同一个概率

空间 (Ω,F , P ) 上的两个随机过程。如果对每个 t ∈ T，都有

P (Xt = Yt) = 1,

则称 Y 是 X 的一个 修正（version）或 修正过程。

换言之，两个过程在任意固定时刻 t 以概率 1 相等，但它们的轨道（样本路径）可能

在不同。



32 1.2. 布朗运动

定义 1.2.3 (不可区分过程). 如果

P (Xt = Yt 对所有t ∈ T ) = 1,

则称 X 和 Y 是 不可区分（indistinguishable）的。

注. 关于修正：

1. 修正只要求每个固定时刻以概率 1 相等，但可能在某些 ω ∈ Ω 上，X·(ω) 和 Y·(ω) 作

为函数不同。

2. 不可区分要求几乎必然地，两个过程的所有轨道完全相同。

3. 如果两个过程都是连续过程的修正，则它们是不可区分的。

1.2.2 布朗运动的轨道性质

从上一节我们已经知道布朗运动轨道是连续的。这节我们将进一步研究它的局部性质。

定义 1.2.4 (局部 Hölder 连续). 称函数 f 局部 α-阶 Hölder 连续，若对任意 L > 0，

sup
{
|f(t)− f(s)|

|t− s|α
: |t| ≤ L, |s| ≤ L, t 6= s

}
<∞.

下面我们来研究布朗运动轨道的 Hölder 连续的阶数。

定理 1.2.3. 考虑随机过程 {Xt, 0 ≤ t ≤ 1}。假设存在正常数 γ, C, ϵ 使得对任意 0 ≤
t, s ≤ 1，

E[|Xt −Xs|γ ] ≤ C|t− s|1+ϵ.

则存在 X 的 修正 X̃ 满足

E

[(
sup
s ̸=t

|X̃t − X̃s|
|t− s|α

)γ]
<∞,

其中 α ∈ [0, ϵ/γ) 为任意常数。特别的，X̃ 所有轨道 α-阶 Hölder 连续。

注. “存在 X 的修正 X̃”意味着我们可以找到一个与 X 有相同有限维分布的过程 X̃（因此

是 X 的修正），且 X̃ 具有更好的轨道正则性（α-阶 Hölder 连续性）。

定理 1.2.4. 对任意 α < 1/2，一维标准布朗运动的轨道局部 α-阶 Hölder 连续。

证明. 对任意 α < 1/2，取 p > 1 使得 α < p−1
2p

= 1
2
− 1

2p
。

由于布朗运动的增量服从正态分布，对于任意 0 ≤ s, t ≤ 1，有

Bt −Bs ∼ N(0, |t− s|).
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利用正态分布的矩性质，存在常数 Cp > 0 使得

E[|Bt −Bs|2p] = Cp|t− s|p.

现在验证 theorem 1.2.3 的条件：

♥ 取 γ = 2p

♥ 取 ϵ = p− 1（因为 |t− s|1+ϵ = |t− s|p）

♥ 则 ϵ/γ = p−1
2p

= 1
2
− 1

2p

由于 α < 1
2
− 1

2p
= ϵ/γ，由 theorem 1.2.3 可知，存在布朗运动的修正（实际上就是布朗

运动本身，因为我们已经知道布朗运动轨道连续）满足

E

[(
sup
s ̸=t

|Bt −Bs|
|t− s|α

)2p
]
<∞.

特别地，对任意 L > 0，

sup
{
|Bt −Bs|
|t− s|α

: |t| ≤ L, |s| ≤ L, t 6= s

}
<∞ a.s.,

即布朗运动的轨道局部 α-阶 Hölder 连续。

1.2.3 布朗运动的变差性质

布朗运动一个重要的性质是具有有限的二次变差，我们先回忆变差（一次变差）的定义：

定义 1.2.5 (一次变差). 定义在 R+ = [0,∞) 上右连续的实值函数 At。对 [0, t] 上的划

分 ∆ : 0 = t0 < t1 < · · · < tn = t，记

S∆
t =

n−1∑
i=0

|Ati+1
−Ati |.

为 一次变差.

定义 1.2.6 (有限变差函数). 称 A 为 有限变差函数，若对任意 t > 0，都有

St = sup
∆
S∆
t <∞.

我们再来看二次变差的定义：

定义 1.2.7 (二次变差). 设 ∆ = 0 = t0 < t1 < · · · < tk = t 是 [0, t] 的一个分划，记

T∆
t =

k−1∑
i=0

(Xti+1
−Xti)

2.

为 二次变差.

注. 跟一次变差不同，当 ∆′ 是 ∆ 的一个加细时，不一定有 T∆′

t ≥ T∆
t 。
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定义 1.2.8 (有限二次变差过程). 称过程 X 具有有限的二次变差，若存在一个有限的

过程 〈X,X〉，使对任意 t > 0，以及 [0, t] 的任意分划序列 ∆n，当 |∆n| → 0 时，T∆n
t

依概率收敛到 〈X,X〉t。过程 〈X,X〉 称为 X 的 二次变差过程。

定理 1.2.5. 布朗运动 B 具有有限的二次变差 〈B,B〉t = t。

证明. 设 ∆n : 0 = t0 < t1 < · · · < tn = t 是 [0, t] 的一个分划序列，且当 n → ∞ 时，

|∆n| = maxi(ti+1 − ti) → 0。

定义二次变差和：

T∆n
t =

n−1∑
i=0

(Bti+1
−Bti)

2.

由于 Bti+1
−Bti ∼ N(0, ti+1 − ti)，有：

♥ E[(Bti+1
−Bti)

2] = ti+1 − ti

♥ Var[(Bti+1
−Bti)

2] = E[(Bti+1
−Bti)

4]− (ti+1 − ti)
2

利用正态分布的四阶矩公式 E[Z4] = 3σ4（当 Z ∼ N(0, σ2)），可得：

E[(Bti+1
−Bti)

4] = 3(ti+1 − ti)
2,

所以

Var[(Bti+1
−Bti)

2] = 3(ti+1 − ti)
2 − (ti+1 − ti)

2 = 2(ti+1 − ti)
2.

现在计算：

E[T∆n
t − t] =

n−1∑
i=0

E[(Bti+1
−Bti)

2]− t =
n−1∑
i=0

(ti+1 − ti)− t = 0.

计算方差：

E[(T∆n
t − t)2] = E

(n−1∑
i=0

((Bti+1
−Bti)

2 − (ti+1 − ti))

)2


=
n−1∑
i=0

E[((Bti+1
−Bti)

2 − (ti+1 − ti))
2]

=
n−1∑
i=0

Var[(Bti+1
−Bti)

2]

=
n−1∑
i=0

2(ti+1 − ti)
2

≤ 2|∆n|
n−1∑
i=0

(ti+1 − ti) = 2t|∆n|.

当 |∆n| → 0 时，E[(T∆n
t − t)2] → 0，即 T∆n

t → t 在 L2 意义下收敛，从而也依概率收

敛。

推论 1.2.6. 在任意区间上，布朗运动几乎所有的轨道都具有无限的变差。
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证明. 任取区间 [p, q]，记 V (ω) 为轨道 Bt(ω) 在 [p, q] 的变差。由 theorem 1.2.5，存在 [p, q]

的一个分划序列 ∆n，满足当 n→ ∞ 时 |∆n| → 0，使得

lim
n→∞

kn−1∑
i=0

(Bti+1
(ω)−Bti(ω))

2 = q − p, ω ∈ Ω0,

其中 P (Ω0) = 1，kn 是分划 ∆n 的子区间个数。

关键不等式：对于每个分划 ∆n，有

kn−1∑
i=0

(Bti+1
(ω)−Bti(ω))

2 ≤
(

max
0≤i≤kn−1

|Bti+1
(ω)−Bti(ω)|

)
· V (ω).

这是因为：

kn−1∑
i=0

(Bti+1
(ω)−Bti(ω))

2 ≤
kn−1∑
i=0

|Bti+1
(ω)−Bti(ω)| · max

0≤j≤kn−1
|Btj+1

(ω)−Btj (ω)|

=

(
max

0≤i≤kn−1
|Bti+1

(ω)−Bti(ω)|
)
·
kn−1∑
i=0

|Bti+1
(ω)−Bti(ω)|

≤
(

max
0≤i≤kn−1

|Bti+1
(ω)−Bti(ω)|

)
· V (ω).

现在假设存在 ω ∈ Ω0 使得 V (ω) < ∞。由于布朗运动轨道连续且在紧区间 [p, q] 上一致

连续，当 |∆n| → 0 时，

lim
n→∞

max
0≤i≤kn−1

|Bti+1
(ω)−Bti(ω)| = 0.

于是由上述不等式可得

lim
n→∞

kn−1∑
i=0

(Bti+1
(ω)−Bti(ω))

2 = 0.

但这与 theorem 1.2.5的结论（该极限等于 q − p > 0）矛盾。

因此，对任意 ω ∈ Ω0，都有 V (ω) = ∞，即布朗运动在任意区间上几乎必然具有无限变
差。

推论 1.2.7. 布朗运动几乎所有的轨道无处可微。

证明. 采用反证法。假设存在 t0 ∈ (0,∞) 和样本点 ω ∈ Ω（P (ω) > 0）使得 Bt(ω) 在 t0 处可

微。

由可微性的定义，存在 δ > 0 和常数 M > 0，使得对任意 s ∈ (t0 − δ, t0 + δ)，有

|Bs(ω)−Bt0(ω)| ≤M |s− t0|.

特别地，对任意 u, v ∈ (t0 − δ, t0 + δ)，有

|Bu(ω)−Bv(ω)| ≤ |Bu(ω)−Bt0(ω)|+ |Bv(ω)−Bt0(ω)| ≤M(|u− t0|+ |v − t0|) ≤ 2Mδ.

现在考虑区间 I = [t0 − δ, t0 + δ] 上的任意分划 ∆ : t0 − δ = s0 < s1 < · · · < sm = t0 + δ。

对于该分划的二次变差和，有

m−1∑
j=0

(Bsj+1
(ω)−Bsj (ω))

2 ≤ max
0≤j≤m−1

|Bsj+1
(ω)−Bsj (ω)| ·

m−1∑
j=0

|Bsj+1
(ω)−Bsj (ω)|

≤ max
0≤j≤m−1

|Bsj+1
(ω)−Bsj (ω)| · VI(ω),
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其中 VI(ω) 是 Bt(ω) 在区间 I 上的变差。

由可微性假设，存在常数 M > 0 使得对充分细的分划（|∆| 充分小），有

|Bsj+1
(ω)−Bsj (ω)| ≤M |sj+1 − sj | ≤M |∆|.

因此
m−1∑
j=0

(Bsj+1
(ω)−Bsj (ω))

2 ≤M |∆| · VI(ω).

现在取一列分划 {∆n} 满足 |∆n| → 0，则

lim
n→∞

mn−1∑
j=0

(Bsj+1
(ω)−Bsj (ω))

2 = 0.

然而，由 theorem 1.2.5，布朗运动在区间 I 上的二次变差应为

〈B,B〉I = (t0 + δ)− (t0 − δ) = 2δ > 0.

这就产生了矛盾。

因此，布朗运动几乎所有的轨道在任意点 t0 > 0 处都不可微。对于 t0 = 0，由 B0 = 0 和

布朗运动的性质同样可证不可微性。
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1.3 鞅

鞅 (martingale) 是一类基本的随机过程，在概率论各个分支有着众多的应用。与分析的
联系尤为紧密，布朗运动是最重要的鞅。这一章我们研究鞅的基本理论，并用来研究布朗运动

的性质。

1.3.1 鞅的定义、极大值不等式

假设 {Ft}t∈T 是概率空间 (Ω,F , P ) 上一个过滤，其中 T = N 或 R+。下面我们引入鞅的

概念。

定义 1.3.1. 设 (Xt, t ∈ T ) 是 Ft-适应的实值过程。称 X 是一个 Ft-下鞅（submartingale）
，如果：

1. 对任意 t ∈ T , E[|Xt|] <∞

2. 对任意 s < t, E[Xt|Fs] ≥ Xs a.s.

称 X 是一个 Ft-上鞅（supermartingale），如果 −X 是 Ft-下鞅。一个过程如果既是

下鞅又是上鞅，我们称它为鞅（martingale）。

注. 在鞅的定义中，概率 P 和过滤 Ft 是很重要的。一个 Ft-鞅一定是关于它自然过滤的

鞅，反之不然。

命题 1.3.1. 设 (Bt)t≥0 是一维标准布朗运动，及 (Ft)t≥0 是它的自然过滤。则下列过

程是 Ft-鞅：

1. Bt,

2. B2
t − t,

3. Ma
t = exp

(
aBt − a2

2
t
)

, a ∈ R。

证明.

1. Bt 是鞅

由于 Bt ∼ N(0, t)，故：

E[|Bt|] =
∫ ∞

−∞
|x| 1√

2πt
e−

x2

2t dx = 2

∫ ∞

0

x
1√
2πt

e−
x2

2t dx

令 u = x2

2t
，则 du = x

t
dx，可得：

E[|Bt|] = 2 · 1√
2πt

· t
2

∫ ∞

0

e−udu =

√
2t

π
<∞

对任意 0 ≤ s < t，我们将 Bt 分解为：

Bt = (Bt −Bs) +Bs
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由布朗运动的独立增量性，Bt −Bs 与 Fs 独立，且 Bt −Bs ∼ N(0, t− s)。因此：

E[Bt|Fs] = E[(Bt −Bs) +Bs|Fs]

= E[Bt −Bs|Fs] + E[Bs|Fs]

= E[Bt −Bs] +Bs

= 0 +Bs = Bs a.s.

综上，Bt 满足鞅的定义条件。

注. 若 X 关于 G 可测，则 E[X|G] = X。一般的，若 Y 是 G-可测且 XY 可积，则

E[XY |G] = Y E[X|G]。故我们有：

♥ 由 Bs 关于 Fs 可测，我们可得：E[Bs|Fs] = Bs

♥ 由布朗运动的独立增量性，Bt − Bs 与 Fs 独立，我们可得：E[Bt − Bs|Fs] =

E[Bt −Bs]

2. B2
t − t 是鞅

由于 Bt ∼ N(0, t)，故：

E[|B2
t − t|] ≤ E[B2

t ] + t = t+ t = 2t <∞

对任意 0 ≤ s < t，我们将 Bt 表示为：

Bt = (Bt −Bs) +Bs

则：

B2
t = (Bt −Bs +Bs)

2

= (Bt −Bs)
2 + 2Bs(Bt −Bs) +B2

s

取条件期望：

E[B2
t |Fs] = E[(Bt −Bs)

2|Fs] + E[2Bs(Bt −Bs)|Fs] + E[B2
s |Fs]

= E[(Bt −Bs)
2] + 2BsE[Bt −Bs] +B2

s

= (t− s) + 2Bs · 0 +B2
s

= B2
s + (t− s)

注. ♥ E[(Bt −Bs)
2] = V ar(Bt −Bs)− (E[Bt −Bs])

2 = V ar(Bt −Bs) = t− s

因此：

E[B2
t − t|Fs] = E[B2

t |Fs]− t

= [B2
s + (t− s)]− t

= B2
s − s a.s.

这正是 Xs = B2
s − s，故 B2

t − t 是鞅。

3. Ma
t = exp

(
aBt − a2

2
t
)

是鞅
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由于 Bt ∼ N(0, t)，故：

E[|Ma
t |] = E

[
exp

(
aBt −

a2

2
t

)]
= e−

a2

2 tE
[
eaBt

]
= e−

a2

2 t · e a2t
2 = 1 <∞

注. 利用正态分布的矩母函数公式：若 X ∼ N(0, σ2)，则 E[eaX ] = e
a2σ2

2 。这里

Bt ∼ N(0, t)，故：

E[eaBt ] = e
a2t
2

对任意 0 ≤ s < t，我们将 Ma
t 重写为：

Ma
t = exp

(
aBt −

a2

2
t

)
= exp

(
a(Bt −Bs) + aBs −

a2

2
t

)
= exp

(
aBs −

a2

2
t

)
· exp (a(Bt −Bs))

取条件期望：

E[Ma
t |Fs] = exp

(
aBs −

a2

2
t

)
· E
[
exp (a(Bt −Bs))

∣∣∣∣Fs

]
由布朗运动的独立增量性，Bt −Bs ∼ N(0, t− s) 且与 Fs 独立，故：

E

[
exp (a(Bt −Bs))

∣∣∣∣Fs

]
= E [exp (a(Bt −Bs))]

再次利用正态分布的矩母函数公式：

E [exp (a(Bt −Bs))] = exp
(
a2

2
(t− s)

)
代入得：

E[Ma
t |Fs] = exp

(
aBs −

a2

2
t

)
· exp

(
a2

2
(t− s)

)
= exp

(
aBs −

a2

2
t+

a2

2
t− a2

2
s

)
= exp

(
aBs −

a2

2
s

)
=Ma

s a.s.

因此 Ma
t 是鞅。

上面都是轨道连续鞅的例子。设 Y 是一个可积随机变量，则 Xt = E[Y |Ft] 是一个鞅。后

边将会看到，有一大类鞅都有这样的构造。

这是由于：

♥ E|Xt| = E|E[Y | Ft]| ≤ E(E(|Y | | Ft)) = E(Y ) < +∞
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♥ E(Xt | Fs) = E(E(Y | Ft) | Fs) = E(Y | Fs) = Xs

注. 设 X 是一个鞅或非负下鞅，p ≥ 1。如果对任意 t，|Xt|p 可积，则由 Jensen 不等式，

|Xt|p 是一个下鞅。

这是由于：

E(|Xt|p | Fs) ≥ |E(xt | Fs)| = |Xs|p

其中：

E(Xt | Fs) = E(Xt −Xs +Xs | Fs)

= E(Xt −Xs | Fs) + E(Xs | Fs)

= E(Xs | Fs) = Xs

引理 1.3.2. ∀m < n,m, n ∈ N+

E(Xn | Fn−1) = Xn−1 ⇐⇒ E(Xn | Fm) = Xm

证明. ⇐ ：显然，取 m = n− 1 即可.

⇒ ：E(Xn | Fm) = E(E(Xn | Fn−1) | Fm) = E(Xn−1 | Fm) = · · · = E(Xm+1 | Fm) = Xm

注. 这里用到：塔性质 (Tower Property)：
设 G1,G2 是 F 的两个子 σ-代数，且 G1 ⊂ G2，则 E[E[X|G2]|G1] = E[X|G1]。

命题 1.3.3. 设 (Xn)n=0,1,... 是一个 Fn-(下) 鞅，(Hn)n=1,2,... 是一个有界（非负）随机

过程，且 Hn ∈ Fn−1。定义过程 Y 如下：

Y0 = X0, Yn = Yn−1 +Hn(Xn −Xn−1)

则 Y 是一个（下）鞅。特别地，若 T 是一个停时，则停止过程 XT 也是（下）鞅。

证明.

1. 验证 Yn 的可积性

由于 Hn 有界，存在常数 M > 0 使得 |Hn| ≤M 对任意 n ≥ 1 成立。由数学归纳法：

E[|Yn|] = E [|Yn−1 +Hn(Xn −Xn−1)|]

≤ E[|Yn−1|] +M(E[|Xn|] + E[|Xn−1|]) <∞

因此 Yn 可积。

2. 验证 Y 的适应性

由定义 Y0 = X0 ∈ F0。假设 Yn−1 ∈ Fn−1，由于 Hn ∈ Fn−1 且 Xn ∈ Fn，有：

Yn = Yn−1 +Hn(Xn −Xn−1) ∈ Fn

由数学归纳法，Y 是 Fn-适应的。
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3. 验证鞅/下鞅性质

计算条件期望：

E[Yn|Fn−1] = E[Yn−1 +Hn(Xn −Xn−1)|Fn−1]

= Yn−1 +HnE[Xn −Xn−1|Fn−1]

分两种情况讨论：

♥ 若 X 是鞅：

E[Xn −Xn−1|Fn−1] = E[Xn|Fn−1]−Xn−1 = 0

因此 E[Yn|Fn−1] = Yn−1。由 lemma 1.3.2，这等价于对任意 m < n有 E[Yn|Fm] =

Ym，故 Y 是鞅。

♥ 若 X 是下鞅且 Hn ≥ 0：

E[Xn −Xn−1|Fn−1] = E[Xn|Fn−1]−Xn−1 ≥ 0

由于 Hn ≥ 0，有：

E[Yn|Fn−1] = Yn−1 +HnE[Xn −Xn−1|Fn−1] ≥ Yn−1

由 lemma 1.3.2，这等价于对任意 m < n 有 E[Yn|Fm] ≥ Ym，故 Y 是下鞅。

4. 停止过程的情形

取Hn = 1{n≤T}，其中 T 是停时。由于 {n ≤ T} = {T < n}c且 T 是停时，有Hn ∈ Fn−1。

此时：

Yn = X0 +
n∑

k=1

1{k≤T}(Xk −Xk−1)

= X0 +
n∧T∑
k=1

(Xk −Xk−1) = Xn∧T = XT
n

即停止过程 XT = H ·X。由前三步的结论，XT 是（下）鞅。

注. 这样定义的过程 Y 称为 H 关于 X 的随机积分，记为 H ·X。

命题 1.3.4. 设 Xn 是 Fn-鞅，S 和 T 是有界停时，S ≤ T。则

XS = E[XT |FS ] a.s. (1.12)

进而，一个适应可积过程 X 是鞅当且仅当对任意有界停时 T，

E[XT ] = E[X0]. (1.13)

证明. 我们分两部分详细证明这个命题。
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1. 证明 (1.12) XS = E[XT |FS ] a.s.

设 S ≤ T ≤M，其中 M 是常数。我们需要证明对于任意 A ∈ FS，有

E[XT 1A] = E[XS1A].

(a) 构造辅助停时：对任意 A ∈ FS，定义

SA =

S, ω ∈ A

M, ω /∈ A

TA =

T, ω ∈ A

M, ω /∈ A

(b) 验证 SA 和 TA 是停时：对于 SA，对任意 n ≥ 0，

{SA ≤ n} = ({S ≤ n} ∩A) ∪ ({M ≤ n} ∩Ac).

由于 A ∈ FS，根据停时 σ-代数的定义，有 A∩ {S ≤ n} ∈ Fn。又因为 M 是常数，

{M ≤ n} ∈ Fn。因此 {SA ≤ n} ∈ Fn，即 SA 是停时。同理可证 TA 是停时。

(c) 应用 proposition 1.3.3：由 proposition 1.3.3，停止过程 XTA 和 XSA 都是鞅。特

别地，作为鞅，它们满足

E[(XTA)M ] = E[(XTA)0] = E[X0],

E[(XSA)M ] = E[(XSA)0] = E[X0].

(d) 计算期望：直接计算得

E[XTA
] = E[XT · 1A +XM · 1Ac ],

E[XSA
] = E[XS · 1A +XM · 1Ac ].

由于 E[XTA
] = E[XSA

] = E[X0]，比较两式可得

E[XT · 1A] = E[XS · 1A] 对任意A ∈ FS .

(e) 得出结论：上式表明 XS 是 XT 关于 FS 的条件期望，即

XS = E[XT |FS ] a.s.

2. 证明等价条件 (1.13)

(a) (⇒) 方向：假设 X 是鞅，T 是有界停时，T ≤M。由 proposition 1.3.3，停止过
程 XT 是鞅，因此

E[XT ] = E[(XT )M ] = E[(XT )0] = E[X0].

注. 我们给出详细解释：
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i. E[XT ] = E[(XT )M ]：

根据停止过程的定义，对于停止过程 XT，有

(XT )n = XT∧n.

特别地，当 n =M 时，由于 T ≤M，我们有 T ∧M = T，因此

(XT )M = XT∧M = XT .

所以

E[XT ] = E[(XT )M ].

ii. E[(XT )M ] = E[(XT )0]：

由 proposition 1.3.3，如果 X 是鞅，那么停止过程 XT 也是鞅。由 lemma 1.3.2，
对于任意 n ≥ 0，有

E[(XT )n] = E[(XT )0].

特别地，取 n =M，得到

E[(XT )M ] = E[(XT )0].

iii. E[(XT )0] = E[X0]：

根据停止过程的定义，在时间 0 有

(XT )0 = XT∧0 = X0,

因为 T ∧ 0 = 0（停时 T 取值非负）。因此

E[(XT )0] = E[X0].

综合以上三步，我们得到完整的等式链：

E[XT ] = E[(XT )M ] = E[(XT )0] = E[X0].

这个结果说明：对于鞅过程，在任何有界停时处的期望值都等于初始时刻的期望

值。

(b) (⇐) 方向：假设对任意有界停时 T，有 E[XT ] = E[X0]。要证明 X 是鞅，即对任

意 0 ≤ m < n，有

Xm = E[Xn|Fm] a.s.

i. 构造特殊停时：对任意 A ∈ Fm，定义停时

T =

m, ω ∈ A

n, ω /∈ A

ii. 验证 T 是停时：对任意 k ≥ 0，

{T ≤ k} =


∅, k < m

A, m ≤ k < n

Ω, k ≥ n

当 m ≤ k < n 时，由于 A ∈ Fm ⊂ Fk，故 {T ≤ k} = A ∈ Fk；当 k ≥ n 时，

{T ≤ k} = Ω ∈ Fk。因此 T 是停时，且 T ≤ n 是有界停时。
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iii. 应用假设条件：由假设，对于停时 T 有 E[XT ] = E[X0]。另外，考虑常值停

时 T ′ ≡ n，这也是有界停时，由假设有 E[Xn] = E[X0]。

iv. 计算比较：直接计算得

E[XT ] = E[Xm · 1A +Xn · 1Ac ],

E[Xn] = E[Xn · 1A +Xn · 1Ac ].

由 E[XT ] = E[X0] 和 E[Xn] = E[X0] 可得 E[XT ] = E[Xn]，于是

E[Xm · 1A +Xn · 1Ac ] = E[Xn · 1A +Xn · 1Ac ],

两边同时减去 E[Xn · 1Ac ] 得到

E[Xm · 1A] = E[Xn · 1A] 对任意A ∈ Fm.

v. 得出结论：上式表明 Xm 是 Xn 关于 Fm 的条件期望，即

Xm = E[Xn|Fm] a.s.

由于这对任意 0 ≤ m < n 都成立，因此 X 是鞅。

上面的 proposition 1.3.4实际上反映了如下性质：

性质 1.3.1. 1. 若 Xt 是 Ft-鞅 (t ≥ 0)，则 EXt = EX0, ∀t；

2. 若 Xt 是 Ft-下鞅 (t ≥ 0)，则 EXt ≥ EXs, ∀s ≤ t。

证明.

1. 设 Xt 是 Ft-鞅。由鞅的定义，对任意 0 ≤ s ≤ t，有

E[Xt|Fs] = Xs a.s.

特别地，取 s = 0，得到

E[Xt|F0] = X0 a.s.

两边取期望，利用条件期望的性质：

E[E[Xt|F0]] = E[X0]

即

E[Xt] = E[X0] 对任意t ≥ 0.

另一种证明方法：考虑时间区间 0 = t0 < t1 < · · · < tn = t，由鞅性有

E[Xtk+1
|Ftk ] = Xtk a.s., k = 0, 1, . . . , n− 1

两边取期望得

E[Xtk+1
] = E[Xtk ]

因此

E[Xt] = E[Xtn ] = E[Xtn−1
] = · · · = E[Xt0 ] = E[X0]
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注. 实际上对 ∀s ≤ t 都有 EXs = EXt.

2. 设 Xt 是 Ft-下鞅。由下鞅的定义，对任意 0 ≤ s ≤ t，有

E[Xt|Fs] ≥ Xs a.s.

两边取期望：

E[E[Xt|Fs]] ≥ E[Xs]

即

E[Xt] ≥ E[Xs] 对任意s ≤ t.

更详细地，考虑任意划分 s = t0 < t1 < · · · < tn = t，由下鞅性有

E[Xtk+1
|Ftk ] ≥ Xtk a.s., k = 0, 1, . . . , n− 1

两边取期望得

E[Xtk+1
] ≥ E[Xtk ]

因此

E[Xt] = E[Xtn ] ≥ E[Xtn−1
] ≥ · · · ≥ E[Xt0 ] = E[Xs]

命题 1.3.5. 给定下鞅 (Xn)n=0,1,...,N。则对任意 λ > 0，

λP (sup
n
Xn ≥ λ) ≤ E[XN1{supn Xn≥λ}] ≤ E[|XN |]. (1.14)

证明. 我们来详细证明这个不等式链。

1. 定义停时：令

T = inf{n : Xn ≥ λ},

其中 inf ∅ = N。即 T 是过程首次达到或超过水平 λ 的时刻，如果从未达到则取为 N。

2. 验证 T 是停时：对任意 0 ≤ k ≤ N，

{T ≤ k} =
k⋃

j=0

{Xj ≥ λ} ∈ Fk,

因为每个 {Xj ≥ λ} ∈ Fj ⊂ Fk。因此 T 是停时，且满足 T ≤ N。

3. 应用下鞅的可选停时定理：由于 (Xn) 是下鞅且 T ≤ N 是有界停时，由可选停时定理

（下鞅版本）有

E[XN ] ≥ E[XT ].

4. 分解期望：将 E[XT ] 按照事件 {supnXn ≥ λ} 分解：

E[XT ] = E[XT 1{supn Xn≥λ}] + E[XT 1{supn Xn<λ}]

= E[XT 1{supn Xn≥λ}] + E[XN1{supn Xn<λ}]

最后一个等式成立是因为：当 supnXn < λ 时，过程从未达到水平 λ，由定义 T = N，

所以 XT = XN。
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5. 建立下界：在事件 {supnXn ≥ λ} 上，由 T 的定义，有 XT ≥ λ，因此

E[XT 1{supn Xn≥λ}] ≥ λP (sup
n
Xn ≥ λ).

6. 完成第一个不等式：综合以上步骤：

E[XN ] ≥ E[XT ]

= E[XT 1{supn Xn≥λ}] + E[XN1{supn Xn<λ}]

≥ λP (sup
n
Xn ≥ λ) + E[XN1{supn Xn<λ}]

两边同时减去 E[XN1{supn Xn<λ}] 得到：

E[XN ]− E[XN1{supn Xn<λ}] ≥ λP (sup
n
Xn ≥ λ)

即

E[XN1{supn Xn≥λ}] ≥ λP (sup
n
Xn ≥ λ).

7. 第二个不等式：显然有

E[XN1{supn Xn≥λ}] ≤ E[|XN |1{supn Xn≥λ}] ≤ E[|XN |],

因为 1{supn Xn≥λ} ≤ 1 且 XN ≤ |XN |。

综上，我们证明了

λP (sup
n
Xn ≥ λ) ≤ E[XN1{supn Xn≥λ}] ≤ E[|XN |].

推论 1.3.6. 设 (Xn)n=0,1,...,N 是一个鞅或者非负下鞅，则对任意 p ≥ 1 及 λ > 0，有

λpP (sup
n

|Xn| ≥ λ) ≤ E[|XN |p], (1.15)

对任意 p > 1，有

E[|XN |p] ≤ E[sup
n

|Xn|p] ≤
(

p

p− 1

)p

E[|XN |p]. (1.16)

证明. 我们详细证明这个推论的每一个不等式。
第一部分：证明不等式 (1.15)

1. 验证 |Xn|p 是下鞅：

由于 (Xn) 是鞅或非负下鞅，由 Jensen 不等式，对凸函数 ϕ(x) = |x|p（p ≥ 1），有：

E[|Xn|p|Fn−1] ≥ |E[Xn|Fn−1]|p.

如果 (Xn) 是鞅，则 E[Xn|Fn−1] = Xn−1，所以

E[|Xn|p|Fn−1] ≥ |Xn−1|p.

如果 (Xn) 是非负下鞅，则 E[Xn|Fn−1] ≥ Xn−1 ≥ 0，所以

E[|Xn|p|Fn−1] = E[Xp
n|Fn−1] ≥ (E[Xn|Fn−1])

p ≥ Xp
n−1 = |Xn−1|p.

因此，在两种情况下，|Xn|p 都是下鞅。
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2. 应用 proposition 1.3.5：

对下鞅 |Xn|p 应用 proposition 1.3.5，取 λp 作为阈值：

λpP (sup
n

|Xn|p ≥ λp) ≤ E[|XN |p1{supn |Xn|p≥λp}].

由于 |XN |p1{supn |Xn|p≥λp} ≤ |XN |p，所以

E[|XN |p1{supn |Xn|p≥λp}] ≤ E[|XN |p].

注意到 {supn |Xn|p ≥ λp} = {supn |Xn| ≥ λ}，因此

λpP (sup
n

|Xn| ≥ λ) ≤ E[|XN |p].

第二部分：证明不等式 (1.16)

1. 定义和基本不等式：

令 X∗ = supn |Xn|，固定 k > 0。由 proposition 1.3.5应用于下鞅 |Xn|，对任意 λ > 0

有：

λP (X∗ ≥ λ) ≤ E[|XN |1{X∗≥λ}].

2. 计算 (X∗ ∧ k)p 的期望：

利用等式 yp =
∫ y

0
pλp−1dλ（y ≥ 0），有：

E[(X∗ ∧ k)p] = E

[∫ X∗∧k

0

pλp−1dλ

]

= E

[∫ k

0

pλp−11{X∗≥λ}dλ

]
(交换积分和期望次序)

=

∫ k

0

pλp−1P (X∗ ≥ λ)dλ (由 Fubini 定理).

3. 应用 proposition 1.3.5的不等式：

将 λP (X∗ ≥ λ) ≤ E[|XN |1{X∗≥λ}] 代入上式：

E[(X∗ ∧ k)p] ≤
∫ k

0

pλp−2E[|XN |1{X∗≥λ}]dλ

= pE

[
|XN |

∫ k

0

λp−21{X∗≥λ}dλ

]
(再次交换次序).

4. 计算内层积分：

对固定的 ω，有：∫ k

0

λp−21{X∗≥λ}dλ =

∫ X∗∧k

0

λp−2dλ =
(X∗ ∧ k)p−1

p− 1
.

因此，

E[(X∗ ∧ k)p] ≤ p

p− 1
E[|XN |(X∗ ∧ k)p−1].
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5. 应用 Hölder 不等式：

对 E[|XN |(X∗ ∧ k)p−1] 应用 Hölder 不等式，取共轭指数 p 和 p
p−1
：

E[|XN |(X∗ ∧ k)p−1] ≤ (E[|XN |p])1/p (E[(X∗ ∧ k)p])(p−1)/p
.

代入前式：

E[(X∗ ∧ k)p] ≤ p

p− 1
(E[|XN |p])1/p (E[(X∗ ∧ k)p])(p−1)/p

.

6. 整理得到最终不等式：

假设 E[(X∗ ∧ k)p] > 0（否则不等式显然成立），两边同时除以 (E[(X∗ ∧ k)p])(p−1)/p：

(E[(X∗ ∧ k)p])1/p ≤ p

p− 1
(E[|XN |p])1/p .

两边取 p 次方：

E[(X∗ ∧ k)p] ≤
(

p

p− 1

)p

E[|XN |p].

7. 取极限 k → ∞：

由单调收敛定理，当 k → ∞ 时：

E[(X∗)p] = lim
k→∞

E[(X∗ ∧ k)p] ≤
(

p

p− 1

)p

E[|XN |p].

显然有 E[|XN |p] ≤ E[(X∗)p]，因此得到完整的不等式链：

E[|XN |p] ≤ E[sup
n

|Xn|p] ≤
(

p

p− 1

)p

E[|XN |p].

命题 1.3.7. 设 B 是一维标准布朗运动，St = sups≤tBs。则对任意 a > 0，

P (St ≥ at) ≤ exp(−a2t/2).

证明. 我们给出详细的证明过程。

1. 构造指数鞅：对任意 α > 0，定义过程：

Mα
t = exp

(
αBt −

α2t

2

)
.

由 proposition 1.3.1的结果（或直接验证）可知，Mα
t 是鞅。特别地，E[Mα

t ] = E[Mα
0 ] = 1。

2. 建立不等式关系：注意到对于任意 s ≤ t，有：

exp
(
αSt −

α2t

2

)
≤ sup

s≤t
exp

(
αBs −

α2s

2

)
= sup

s≤t
Mα

s .

因此，

{St ≥ at} ⊂
{

sup
s≤t

Mα
s ≥ exp

(
αat− α2t

2

)}
.
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3. 应用 Doob 极大值不等式：由于Mα
t 是非负鞅，由 Doob极大值不等式（ corollary 1.3.6的

(1.15) 式，取 p = 1）：

P

(
sup
s≤t

Mα
s ≥ exp

(
αat− α2t

2

))
≤ exp

(
−αat+ α2t

2

)
E[Mα

t ]

= exp
(
−αat+ α2t

2

)
.

最后一个等式是因为 E[Mα
t ] = 1。

4. 优化参数 α：综合以上步骤，我们得到对任意 α > 0：

P (St ≥ at) ≤ exp
(
−αat+ α2t

2

)
.

为了得到最紧的上界，我们最小化右边的指数函数。考虑函数：

f(α) = −αat+ α2t

2
.

这是关于 α 的二次函数，在 α = a 处取得最小值：

f(a) = −a2t+ a2t

2
= −a

2t

2
.

因此，

inf
α>0

exp
(
−αat+ α2t

2

)
= exp

(
−a

2t

2

)
.

5. 得到最终结论：取 α = a，我们得到最优上界：

P (St ≥ at) ≤ exp
(
−a

2t

2

)
.

问题 1.3.1. 设 X 是连续过程。若对任意的实数 α，Mα
t = exp(αXt −α2t/2) 是 Ft-鞅，

则 X 是 Ft-布朗运动。

证明. 我们需要证明 X 满足布朗运动的定义，即：

1. X0 = 0 a.s.

2. X 有独立增量

3. 对 s < t，Xt −Xs ∼ N(0, t− s)

4. X 是连续过程（已知）

步骤 1：证明 X0 = 0

由于 Mα
t 是鞅，特别地有 E[Mα

t ] = E[Mα
0 ] 对任意 t ≥ 0 成立。计算：

E[Mα
t ] = E

[
exp

(
αXt −

α2t

2

)]
= E [exp (αX0)] = E[Mα

0 ].

因此对任意 α ∈ R 和 t ≥ 0，有：

E

[
exp

(
αXt −

α2t

2

)]
= E [exp (αX0)] .
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取 t = 0，得 E[eαX0 ] = E[eαX0 ]，这没有提供新信息。但考虑 α = 0 时，M0
t ≡ 1 是鞅，这要

求 X0 是常数。实际上，由鞅性 E[Mα
t |F0] =Mα

0，取 t = 0 得 Mα
0 = eαX0 是 F0-可测的，因

此 X0 是常数。通常我们假设 X0 = 0。

步骤 2：计算特征函数证明正态性

由鞅性，对 s < t 有：

E

[
exp

(
αXt −

α2t

2

)∣∣∣∣Fs

]
= exp

(
αXs −

α2s

2

)
.

整理得：

E [exp (α(Xt −Xs))|Fs] = exp
(
α2(t− s)

2

)
.

这表明在 Fs 条件下，Xt −Xs 的特征函数为：

E
[
eiθ(Xt−Xs)

∣∣Fs

]
= exp

(
−θ

2(t− s)

2

)
,

这正是均值为 0、方差为 t− s 的正态分布的特征函数。因此 Xt −Xs ∼ N(0, t− s)。

步骤 3：证明独立增量

对任意 0 ≤ t1 < t2 < · · · < tn 和任意 α1, . . . , αn ∈ R，考虑：

E

[
exp

(
n∑

k=1

αk(Xtk −Xtk−1
)

)]
.

通过迭代使用条件期望和鞅性，可以证明：

E

[
exp

(
n∑

k=1

αk(Xtk −Xtk−1
)

)]
=

n∏
k=1

exp
(
α2
k(tk − tk−1)

2

)
,

这表明增量 Xt1 −X0, Xt2 −Xt1 , . . . , Xtn −Xtn−1
是独立的，且每个都服从相应的正态分布。

综上所述，X 是从 0 出发、具有独立正态增量的连续过程，因此是布朗运动。

问题 1.3.2. 设 X 是右连续非负上鞅，则

P

[
sup
t
Xt > λ

]
≤ λ−1E[X0].

证明. 令：
T = inf{t ≥ 0 : Xt > λ},

其中 inf ∅ = ∞。由于 X 是右连续过程，T 是停时 (实际上如果我们定义开集 A = {x : x > λ}
则有 T 为关于 A 的首中时)。

注. 课上讲的性质：

1. 若 Xt 是 Ft-鞅 (t ≥ 0)，则 EXt = EX0, ∀t；

2. 若 Xt 是 Ft-下鞅 (t ≥ 0)，则 EXt ≥ EXs, ∀s ≤ t。

实际上如果我们考虑 Yt = −Xt(Xt 是 Ft-下鞅)，则 Yt 是 Ft-上鞅 (t ≥ 0)，那么有

EYt = −EXt ≤ −EXs = EYs, ∀s ≤ t。
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那么如果我们考虑停时 T ∧ n，则对 ∀s ≤ T ∧ n 有：

E[XT∧n] ≤ E[Xs] ≤ E[X0].

在事件 {supt≤nXt > λ} 上，有 T ≤ n，因此 XT∧n = XT > λ。于是：

E[XT∧n] ≥ E[XT∧n1{T≤n}] > λP (T ≤ n) = λP

(
sup
t≤n

Xt > λ

)
.

结合两个不等式得：

λP

(
sup
t≤n

Xt > λ

)
< E[XT∧n] ≤ E[X0].

令 n→ ∞，由单调收敛定理：

lim
n→∞

λP

(
sup
t≤n

Xt > λ

)
≤ λP

(
sup
t≥0

Xt > λ

)
≤ E[X0],

即

P

(
sup
t≥0

Xt > λ

)
≤ λ−1E[X0].
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1.4 Itô 积分

我们假设在概率空间 (Ω,F , P ) 上，给定一个右连续、完备的滤子 (Ft)t≥0。这样，适应过

程的极限（几乎处处、Lp-收敛等意义下）也是适应的。

1.4.1 Itô 积分

这一节我们定义一个过程关于布朗运动的随机积分。一个自然的想法是先对简单的过程定

义，然后用简单过程逼近一般过程。

定义 1.4.1 (简单过程). 设 0 = t0 < t1 < t2 < · · ·，limi→∞ ti = ∞。称形如

Ht = H−11{0}(t) +
∞∑
i=0

Hi1(ti,ti+1)(t) (1.17)

的过程为（左连续）简单过程，其中 H−1 ∈ F0，Hi ∈ Fti，且一致有界。

定义 1.4.2 (随机积分). 记 E 为简单过程全体。对于简单过程 H，很自然的，我们可

以定义 H 关于布朗运动 B 的随机积分为

(H ·B)t =
∞∑
i=0

Hi(Bti+1∧t −Bti∧t), (1.18)

或者写成更加直观的形式

(H ·B)t =
n−1∑
i=0

Hi(Bti+1
−Bti) +Hn(Bt −Btn), tn ≤ t < tn+1. (1.19)

注. 注意这里我们要求 (H · B)0 = 0，这只是一个约定，并不是本质的。有些时候，

下面的记号

(H ·B)t =

∫ t

0

Hs dBs, (1.20)

更加方便。

随机积分具有下面的基本性质：

命题 1.4.1. 设 H,H(1) 和 H(2) 是简单过程，α, β 是任意实数，则

(i) (αH(1) + βH(2)) ·B = α(H(1) ·B) + β(H(2) ·B);

(ii) H ·B 是连续鞅，且若
∫∞
0
H2

sds <∞，则 H ·B 是 L2-有界的；

(iii) (H ·B)2t −
∫ t

0
H2

sds 是鞅。

(iv) E[(H ·B)t] = 0;

(v) E[(H ·B)2t ] = E
[∫ t

0
H2

sds
]
。
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证明.

(i) 设 H(1) 和 H(2) 是两个简单过程，其具有相同的分割 0 = t0 < t1 < t2 < · · ·（若分割不
同，可取公共细分）。记

H
(1)
t = H

(1)
−11{0}(t) +

∞∑
i=0

H
(1)
i 1(ti,ti+1)(t),

H
(2)
t = H

(2)
−11{0}(t) +

∞∑
i=0

H
(2)
i 1(ti,ti+1)(t),

其中 H
(1)
i ,H

(2)
i ∈ Fti。

则 αH(1) + βH(2) 也是简单过程：

(αH(1) + βH(2))t = (αH
(1)
−1 + βH

(2)
−1 )1{0}(t) +

∞∑
i=0

(αH
(1)
i + βH

(2)
i )1(ti,ti+1)(t).

根据定义，计算随机积分：

[(αH(1) + βH(2)) ·B]t

=
∞∑
i=0

(αH
(1)
i + βH

(2)
i )(Bti+1∧t −Bti∧t)

= α
∞∑
i=0

H
(1)
i (Bti+1∧t −Bti∧t) + β

∞∑
i=0

H
(2)
i (Bti+1∧t −Bti∧t)

= α(H(1) ·B)t + β(H(2) ·B)t.

因此线性性成立。

(ii) 设 H 是简单过程：

Ht = H−11{0}(t) +
∞∑
i=0

Hi1(ti,ti+1)(t),

其中 H−1 ∈ F0，Hi ∈ Fti，且一致有界。

♥ 连续性：对于 tn ≤ t < tn+1，有

(H ·B)t =
n−1∑
i=0

Hi(Bti+1
−Bti) +Hn(Bt −Btn).

由于 Bt 是连续过程，且求和项数有限，因此 (H ·B)t 是 Bt 的线性组合，故连续。

♥ 适应性：对于任意 t ≥ 0，存在 n 使得 tn ≤ t < tn+1，则

(H ·B)t =
n−1∑
i=0

Hi(Bti+1
−Bti) +Hn(Bt −Btn).

由于 Hi ∈ Fti ⊂ Ft（当 i ≤ n），且 Bti , Bt ∈ Ft，所以 (H ·B)t ∈ Ft。

♥ 可积性：由于 Hi 有界，存在 M > 0 使得 |Hi| ≤M a.s.，则

|(H ·B)t| ≤
n∑

i=0

|Hi||Bti+1∧t −Bti∧t|

≤M
n∑

i=0

|Bti+1∧t −Bti∧t|.
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然后取期望：

E[|(H ·B)t|] ≤M
n∑

i=0

E[|Bti+1∧t −Bti∧t|] =M
n∑

i=0

√
2

π

√
∆ti <∞.

因为布朗运动的增量服从正态分布，有限个独立正态随机变量之和是平方可积的，

所以 (H ·B)t ∈ L1。

注. 对于布朗运动增量 |Bti+1∧t −Bti∧t|，我们可以计算其矩。设 ∆ti = (ti+1 ∧
t)− (ti ∧ t)，则由于布朗运动的独立增量性和正态性，有：

Bti+1∧t −Bti∧t ∼ N(0,∆ti).

E[|Bti+1∧t −Bti∧t|] =
√

2

π

√
∆ti.

E[(Bti+1∧t −Bti∧t)
2] = ∆ti.

对于 p > 0，

E[|Bti+1∧t −Bti∧t|p] = (∆ti)
p/2 ·

2p/2Γ
(
p+1
2

)
√
π

,

其中 Γ 是 Gamma 函数。

回到命题证明上我们有：

E[|(H ·B)t|] ≤M
n∑

i=0

E[|Bti+1∧t −Bti∧t|]

=M
n∑

i=0

√
2

π

√
∆ti

≤M

√
2

π

√
n+ 1

√√√√ n∑
i=0

∆ti (由 Cauchy-Schwarz)

=M

√
2

π

√
n+ 1

√
t <∞.

这保证了 (H ·B)t 的可积性。

♥ 鞅性：需要证明对任意 s < t，有 E[(H ·B)t|Fs] = (H ·B)s a.s.
设 s < t，存在 m,n 使得 tm ≤ s < tm+1 和 tn ≤ t < tn+1。为简便，设 s 和 t 在

同一个区间分割内，即存在 k 使得 tk ≤ s < tk+1 ≤ tl ≤ t < tl+1，其中 k ≤ l。则

(H ·B)t − (H ·B)s =
l−1∑
i=k

Hi(Bti+1
−Bti) +Hl(Bt −Btl)−Hk(Bs −Btk).

计算条件期望：

E[(H ·B)t − (H ·B)s|Fs]

=
l−1∑
i=k

E[Hi(Bti+1
−Bti)|Fs] + E[Hl(Bt −Btl)|Fs]− E[Hk(Bs −Btk)|Fs].

对于 i > k，由于 Hi ∈ Fti ⊂ Fti+1−，且 Bti+1
−Bti 独立于 Fti，故

E[Hi(Bti+1
−Bti)|Fs] = E[E[Hi(Bti+1

−Bti)|Fti ]|Fs] = E[HiE[Bti+1
−Bti |Fti ]|Fs] = 0.
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对于 i = k，需要小心处理：

E[Hk(Btk+1
−Btk)|Fs] = HkE[Btk+1

−Bs+Bs−Btk |Fs] = Hk(E[Btk+1
−Bs|Fs]+(Bs−Btk)).

由于 B 是鞅，E[Btk+1
−Bs|Fs] = 0，且 Bs −Btk 是 Fs-可测的，所以

E[Hk(Btk+1
−Btk)|Fs] = Hk(Bs −Btk).

类似地处理其他项，最终可得 E[(H ·B)t − (H ·B)s|Fs] = 0，即 E[(H ·B)t|Fs] =

(H ·B)s a.s.

♥ L2-有界性条件：若
∫∞
0
H2

sds <∞，则

E[(H ·B)2t ] = E

[∫ t

0

H2
sds

]
≤ E

[∫ ∞

0

H2
sds

]
<∞.

因此 (H ·B)t 是 L2-有界的。

(iii) 设 H 是简单过程：

Ht = H−11{0}(t) +

∞∑
i=0

Hi1(ti,ti+1)(t),

其中 H−1 ∈ F0，Hi ∈ Fti，且一致有界。

我们需要证明过程 Mt := (H ·B)2t −
∫ t

0
H2

sds 是鞅，即：

(1) Mt 是适应过程；

(2) E[|Mt|] <∞ 对任意 t ≥ 0；

(3) 对任意 0 ≤ s < t，有 E[Mt|Fs] =Ms a.s.

♥ 适应性：由 (ii)，(H ·B)t 是适应过程，故 (H ·B)2t 是适应过程。另外，∫ t

0

H2
sds =

n−1∑
i=0

H2
i (ti+1 − ti) +H2

n(t− tn), tn ≤ t < tn+1

也是适应过程

注. 这是由于：Hi 是 Fti-可测的，故也是 Ft-可测的

因此 Mt 是适应过程。

♥ 可积性：由于 Hi 有界，存在 M > 0 使得 |Hi| ≤M a.s.，则

E[|(H ·B)2t |] = E[(H ·B)2t ] = E

[∫ t

0

H2
sds

]
≤M2t <∞.

另外，

E

[∣∣∣∣∫ t

0

H2
sds

∣∣∣∣] = E

[∫ t

0

H2
sds

]
≤M2t <∞.

因此 E[|Mt|] ≤ 2M2t <∞。

♥ 鞅性证明：设 0 ≤ s < t，记

∆ = (H ·B)t − (H ·B)s =

∫ t

s

HudBu.
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则

(H ·B)2t = [(H ·B)s +∆]2

= (H ·B)2s + 2(H ·B)s∆+∆2.

因此

Mt −Ms = (H ·B)2t − (H ·B)2s −
∫ t

s

H2
udu = 2(H ·B)s∆+

(
∆2 −

∫ t

s

H2
udu

)
.

现在计算条件期望 E[Mt −Ms|Fs]：

E[Mt −Ms|Fs] = 2(H ·B)sE[∆|Fs] + E

[
∆2 −

∫ t

s

H2
udu

∣∣∣∣Fs

]
.

(a) 第一项：由 (ii)，H ·B 是鞅，故 E[∆|Fs] = E[(H ·B)t − (H ·B)s|Fs] = 0。

(b) 第二项：需要证明 E
[
∆2 −

∫ t

s
H2

udu
∣∣∣Fs

]
= 0。

由于 H 是简单过程，设 s = tm < tm+1 < · · · < tn = t，则

∆ =
n−1∑
i=m

Hi(Bti+1
−Bti).

计算 ∆2：

∆2 =
n−1∑
i=m

H2
i (Bti+1

−Bti)
2 + 2

∑
m≤i<j≤n−1

HiHj(Bti+1
−Bti)(Btj+1

−Btj ).

取条件期望：

E[∆2|Fs] =

n−1∑
i=m

E[H2
i (Bti+1

−Bti)
2|Fs]

+ 2
∑

m≤i<j≤n−1

E[HiHj(Bti+1
−Bti)(Btj+1

−Btj )|Fs].

对于交叉项（i < j）：

E[HiHj(Bti+1
−Bti)(Btj+1

−Btj )|Fs]

= E[E[HiHj(Bti+1
−Bti)(Btj+1

−Btj )|Ftj ]|Fs]

= E[HiHj(Bti+1
−Bti)E[Btj+1

−Btj |Ftj ]|Fs] = 0,

注. 因为 E[Btj+1
−Btj |Ftj ] = 0

这是由于布朗运动的鞅性：Btj+1
−Btj 关于 Ftj 独立

对于平方项：

E[H2
i (Bti+1

−Bti)
2|Fs]

= E[E[H2
i (Bti+1

−Bti)
2|Fti ]|Fs]

= E[H2
i E[(Bti+1

−Bti)
2|Fti ]|Fs]

= E[H2
i (ti+1 − ti)|Fs].
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注. 这是由于：

E[(Bti+1
−Bti)

2|Fti ] = V ar[Bti+1
−Bti ]− E[Bti+1

−Bti |Fti ]
2

= V ar[Bti+1
−Bti ] = ti+1 − ti

因此，

E[∆2|Fs] =
n−1∑
i=m

E[H2
i (ti+1−ti)|Fs] = E

[
n−1∑
i=m

H2
i (ti+1 − ti)

∣∣∣∣∣Fs

]
= E

[∫ t

s

H2
udu

∣∣∣∣Fs

]
.

于是

E

[
∆2 −

∫ t

s

H2
udu

∣∣∣∣Fs

]
= 0.

综上：E[Mt −Ms|Fs] = 0，即 E[Mt|Fs] =Ms a.s.，故 Mt 是鞅，得证.

(iv) 设 H 是简单过程：

Ht = H−11{0}(t) +
∞∑
i=0

Hi1(ti,ti+1)(t),

其中 H−1 ∈ F0，Hi ∈ Fti，且一致有界。

由简单过程的 Itô 积分定义：

(H ·B)t =
∞∑
i=0

Hi(Bti+1∧t −Bti∧t).

我们需要证明 E[(H ·B)t] = 0。我们给出三种证明方法：

♥ 方法一：直接计算期望：

由于 Hi 是 Fti-可测的，而 Bti+1∧t − Bti∧t 独立于 Fti（布朗运动的独立增量性），

且 E[Bti+1∧t −Bti∧t] = 0（布朗运动的期望为 0），因此：

E[(H ·B)t] = E

[
∞∑
i=0

Hi(Bti+1∧t −Bti∧t)

]

=
∞∑
i=0

E[Hi(Bti+1∧t −Bti∧t)]

=
∞∑
i=0

E[Hi] · E[Bti+1∧t −Bti∧t] (独立性)

=
∞∑
i=0

E[Hi] · 0 = 0.

注. 这里需要注意：虽然求和是无穷项，但由于 Hi 一致有界且对于固定的 t，

只有有限项 Hi(Bti+1∧t −Bti∧t) 非零（因为当 ti ≥ t 时，Bti+1∧t −Bti∧t = 0），所

以求和实际上是有限的，交换期望与求和是合理的。

♥ 方法二：利用鞅性：

由 (ii)，(H ·B)t是鞅。根据鞅的基本性质，对于鞅Mt = (H ·B)t，有 E[Mt] = E[M0]

对所有 t ≥ 0 成立。而由定义 (H ·B)0 = 0，因此：

E[(H ·B)t] = E[(H ·B)0] = 0.
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♥ 方法三：利用停时技术：

考虑停时 T ≡ t（常值停时）。由鞅的可选停时定理（有界停时版本），由于 (H ·B)t

是鞅且 T ≤ t 是有界停时，有：

E[(H ·B)t] = E[(H ·B)0] = 0.

(v) 设 H 是简单过程：

Ht = H−11{0}(t) +
∞∑
i=0

Hi1(ti,ti+1)(t),

其中 H−1 ∈ F0，Hi ∈ Fti，且一致有界。

我们需要证明 E[(H ·B)2t ] = E
[∫ t

0
H2

sds
]
。我们给出两种详细的证明方法：

♥ 方法一：直接计算二次期望：

由简单过程的 Itô积分定义，对于固定的 t ≥ 0，设 N = max{i : ti < t}（有限数），
则：

(H ·B)t =
N∑
i=0

Hi(Bti+1∧t −Bti∧t).

记 ∆Bi = Bti+1∧t −Bti∧t，则：

(H ·B)2t =

(
N∑
i=0

Hi∆Bi

)2

=
N∑
i=0

H2
i (∆Bi)

2 + 2
∑

0≤i<j≤N

HiHj(∆Bi)(∆Bj).

取期望：

E[(H ·B)2t ] =
N∑
i=0

E[H2
i (∆Bi)

2] + 2
∑

0≤i<j≤N

E[HiHj(∆Bi)(∆Bj)].

现在逐项分析：

(a) 平方项：对于每个 i，由于Hi是 Fti-可测的，而∆Bi独立于 Fti，且E[(∆Bi)
2] =

∆ti，其中 ∆ti = (ti+1 ∧ t)− (ti ∧ t)，故：

E[H2
i (∆Bi)

2] = E[H2
i ] · E[(∆Bi)

2] = E[H2
i ]∆ti.

(b) 交叉项：对于 i < j，由于 Hi 和 Hj 都是 Ftj -可测的（因为 ti < tj），且 ∆Bi

和 ∆Bj 相互独立（布朗运动的独立增量性），且 ∆Bi 与 Hj 独立，∆Bj 与所

有 Ftj -可测变量独立，故：

E[HiHj(∆Bi)(∆Bj)] = E[HiHj∆Bi] · E[∆Bj ] (独立性)

= E[HiHj∆Bi] · 0 (因为E[∆Bj ] = 0)

= 0.

更严格地：由于 HiHj∆Bi 是 Ftj -可测的，而 ∆Bj 独立于 Ftj，故

E[HiHj(∆Bi)(∆Bj)] = E[HiHj∆Bi] · E[∆Bj ] = 0.
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因此，

E[(H ·B)2t ] =
N∑
i=0

E[H2
i ]∆ti.

另一方面， ∫ t

0

H2
sds =

N∑
i=0

H2
i ∆ti,

所以

E

[∫ t

0

H2
sds

]
=

N∑
i=0

E[H2
i ]∆ti.

比较两式即得：

E[(H ·B)2t ] = E

[∫ t

0

H2
sds

]
.

♥ 方法二：利用 (iii)：
由 (iii)，Mt := (H ·B)2t −

∫ t

0
H2

sds 是鞅。根据鞅的性质，有 E[Mt] = E[M0] 对所

有 t ≥ 0 成立。计算：

M0 = (H ·B)20 −
∫ 0

0

H2
sds = 0− 0 = 0.

因此 E[Mt] = 0，即：

E

[
(H ·B)2t −

∫ t

0

H2
sds

]
= 0,

从而

E[(H ·B)2t ] = E

[∫ t

0

H2
sds

]
.

♥ 方法三：Itô 等距性的直接体现：

这个等式实际上是 Itô 积分等距性（Itô isometry）在简单过程情形下的体现。它
表明随机积分的 L2-范数等于被积过程的 L2-范数：

‖(H ·B)t‖2L2 = E[(H ·B)2t ] = E

[∫ t

0

H2
sds

]
= ‖H‖2L2([0,t]×Ω).

这个等距性质是 Itô 积分理论的核心，它允许我们将 Itô 积分从简单过程连续延拓
到更一般的平方可积适应过程。

注. (a) 等式 E[(H ·B)2t ] = E
[∫ t

0
H2

sds
]

被称为 Itô 等距性（Itô isometry），它是

Itô 积分理论中的基本恒等式。

(b) 这个等式表明，随机积分 (H ·B)t 的方差等于被积过程 H 的平方在时间区间 [0, t]

上的累积期望：

Var[(H ·B)t] = E[(H ·B)2t ]− (E[(H ·B)t])
2 = E

[∫ t

0

H2
sds

]
− 0 = E

[∫ t

0

H2
sds

]
.

(c) 该等式的直观解释：布朗运动的增量具有方差等于时间差的性质，因此随机积分的

方差是各个小区间上被积函数平方的加权和，权重为时间区间的长度。

随机积分有如下定理：
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定义 1.4.3 (H2 空间). 定义 H2 为所有满足以下条件的连续适应过程 X = {Xt}t≥0 的

空间：

‖X‖H2 =

(
E

[
sup
t≥0

|Xt|2
])1/2

<∞. (1.21)

定理 1.4.2 (Itô 积分的扩张). 设 H 是关于 {Ft} 适应的过程，且存在左连续的简单过

程列 {H(n), n ≥ 1}，使得

lim
n→∞

E

[∫ ∞

0

|Ht −H
(n)
t |2 dt

]
= 0. (1.22)

则存在唯一的连续过程 H · B ∈ H2，它仅依赖于 H 和 B（与 H(n) 的选取无关），且

满足

lim
n→∞

sup
t≥0

E
[
|(H(n) ·B)t − (H ·B)t|2

]
= 0. (1.23)

我们称 H ·B 为 H 关于 B 的 Itô 积分。进一步地，proposition 1.4.1中的性质也均成

立.

证明. 由条件 (1.22)，对任意 ε > 0，存在 N > 0，使得当 n,m > N 时，

E

[∫ ∞

0

|H(n)
t −H

(m)
t |2 dt

]
< ε. (1.24)

对简单过程 H(n) −H(m)，应用 Itô 等距（proposition 1.4.1(v)）：

E
[
|((H(n) −H(m)) ·B)∞|2

]
= E

[∫ ∞

0

|H(n)
t −H

(m)
t |2 dt

]
< ε. (1.25)

由 Doob 极大不等式(1.16)，对任意连续鞅 M，有

E

[
sup
t≥0

|Mt|2
]
≤ 4 sup

t≥0
E[|Mt|2] = 4E[|M∞|2]. (1.26)

注. 我们取 p = 2，则有：

E[|XN |2] ≤ E[sup
n

|Xn|2] ≤
(

2

2− 1

)2

E[|XN |2] = 4E[|XN |2]

特别地，对鞅 (H(n) −H(m)) ·B，应用 (1.26) 和 (1.25)：

E

[
sup
t≥0

|(H(n) ·B)t − (H(m) ·B)t|2
]
≤ 4E

[
|((H(n) −H(m)) ·B)∞|2

]
= 4E

[∫ ∞

0

|H(n)
t −H

(m)
t |2 dt

]
< 4ε. (1.27)

因此，{H(n) ·B} 在 H2 中是 Cauchy 列。
由于 H2 是完备的（作为赋范线性空间），存在 H ·B ∈ H2 使得

lim
n→∞

E

[
sup
t≥0

|(H(n) ·B)t − (H ·B)t|2
]
= 0. (1.28)

特别地，由于 L2 收敛蕴含 L2 逐点收敛，有

sup
t≥0

E
[
|(H(n) ·B)t − (H ·B)t|2

]
→ 0 (n→ ∞), (1.29)



Chapter 1. 随机分析 61

即 (1.23) 成立。
设 {G(n)} 是另一列左连续简单过程，也满足

lim
n→∞

E

[∫ ∞

0

|Ht −G
(n)
t |2 dt

]
= 0. (1.30)

由三角形不等式，

E

[∫ ∞

0

|H(n)
t −G

(n)
t |2 dt

]
≤ 2E

[∫ ∞

0

|Ht −H
(n)
t |2 dt

]
+ 2E

[∫ ∞

0

|Ht −G
(n)
t |2 dt

]
→ 0.

重复(1.27)的论证，可得

E

[
sup
t≥0

|(H(n) ·B)t − (G(n) ·B)t|2
]
→ 0 (n→ ∞). (1.31)

结合 (1.28) 和 (1.31)，有

lim
n→∞

E

[
sup
t≥0

|(G(n) ·B)t − (H ·B)t|2
]
= 0, (1.32)

即 H ·B 也与 {G(n)} 的选取无关，仅由 H 和 B 决定。

注. 1. 线性性：若 H(n) → H 且 K(n) → K，则 aH(n) + bK(n) → aH + bK。由极限

的唯一性，(aH + bK) ·B = limn→∞(aH(n) + bK(n)) ·B = a(H ·B) + b(K ·B)。

2. 鞅性质：对简单过程，H(n) ·B 是连续鞅。由于 H2 极限保持鞅性质（L2 收敛的极限鞅

仍是鞅），H ·B 也是连续鞅。

3. Itô 等距：对任意 t ≥ 0，

E[|(H ·B)t|2] = lim
n→∞

E[|(H(n) ·B)t|2] (由L2 收敛)

= lim
n→∞

E

[∫ t

0

|H(n)
s |2ds

]
(简单过程的 Itô 等距)

= E

[∫ t

0

|Hs|2ds
]

(由L1 收敛，因H(n) → H 在L2(dt× dP ) 意义下).

4. 二次变差：对简单过程，〈H(n) ·B〉t =
∫ t

0
|H(n)

s |2ds。由于二次变差在 H2 收敛下是连续

的，取极限得 〈H ·B〉t =
∫ t

0
|Hs|2ds。

综上，定理 1.4.2 得证。

下面这一节剩下的这一小部分好像江说只做了解，好像不考...

接下来我们定义关于 L2 有界连续鞅（二次变差有限，略），或者更一般的，连续半鞅的随

机积分。

设 M ∈ H2。与 Itô 积分一样，我们可以定义一个左连续简单过程

H = H−11{0} +
∑
i

Hi1(ti,ti+1]

关于 M 的随机积分为

(H ·M)t =
n−1∑
i=0

Hi(Mti+1
−Mti) +Hn(Mt −Mtn), tn ≤ t < tn+1.
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命题 1.4.3. 设 H,H(1) 和 H(2) 是简单过程，α, β 是任意实数，则

(i) (αH(1) + βH(2)) ·M = α(H(1) ·M) + β(H(2) ·M)；

(ii) H ·M 是 L2-有界的连续鞅。且对任意的 N ∈ H2，有

〈H ·M,N〉 = H · 〈M,N〉;

特别的。

(iii) E[(H ·M)t] = 0；

(iv) (H ·M)2t −
∫ t

0
H2

s d〈M,M〉s 是鞅。

(v) E[(H ·M)2t ] = E
[∫ t

0
H2

s d〈M,M〉s
]
。

证明. 我们逐条详细证明这些性质。

(i) 线性性：

设 H(1) =
∑∞

i=0H
(1)
i 1(ti,ti+1] 和 H(2) =

∑∞
i=0H

(2)
i 1(ti,ti+1] 是两个左连续简单过程，使

用相同的划分 {ti}，其中 0 = t0 < t1 < · · · < tn < · · ·，tn ↑ ∞。对任意 t ≥ 0，存在 n

使得 tn ≤ t < tn+1。根据定义：

(αH(1) + βH(2)) ·Mt =
n−1∑
i=0

(αH
(1)
i + βH

(2)
i )(Mti+1

−Mti)

+ (αH(1)
n + βH(2)

n )(Mt −Mtn)

= α

[
n−1∑
i=0

H
(1)
i (Mti+1

−Mti) +H(1)
n (Mt −Mtn)

]

+ β

[
n−1∑
i=0

H
(2)
i (Mti+1

−Mti) +H(2)
n (Mt −Mtn)

]
= α(H(1) ·M)t + β(H(2) ·M)t.

故线性性成立。

(ii) 鞅性与可料二次协变差：

♥ 第一步：证明 H ·M 是连续鞅。

由于H 是简单过程，H ·M 显然是连续适应过程。对任意 0 ≤ s < t，设 s ∈ [tk, tk+1)，

t ∈ [tn, tn+1)，其中 k ≤ n。由定义：

(H ·M)t =
n−1∑
i=0

Hi(Mti+1
−Mti) +Hn(Mt −Mtn),

(H ·M)s =
k−1∑
i=0

Hi(Mti+1
−Mti) +Hk(Ms −Mtk).
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计算条件期望：

E[(H ·M)t | Fs] =
k−1∑
i=0

Hi(Mti+1
−Mti) +Hk(Ms −Mtk)

+
n−1∑
i=k

E[Hi(Mti+1
−Mti) | Fs] + E[Hn(Mt −Mtn) | Fs].

对于 i ≥ k，由于 Hi 是 Fti-可测的，且 ti ≥ s，由鞅性质与条件期望的塔性质：

E[Hi(Mti+1
−Mti) | Fs] = E[E[Hi(Mti+1

−Mti) | Fti ] | Fs]

= E[HiE[Mti+1
−Mti | Fti ]︸ ︷︷ ︸
=0

| Fs] = 0.

同理，E[Hn(Mt −Mtn) | Fs] = 0。因此，

E[(H ·M)t | Fs] =
k−1∑
i=0

Hi(Mti+1
−Mti) +Hk(Ms −Mtk) = (H ·M)s,

故 H ·M 是鞅。连续性由定义显然。

♥ 第二步：证明 〈H ·M,N〉 = H · 〈M,N〉。
对任意 N ∈ H2，考虑过程

Xt = (H ·M)tNt −
∫ t

0

Hs d〈M,N〉s.

应用 Itô 乘积公式：

dXt = d
(
(H ·M)tNt

)
−Ht d〈M,N〉t

= (H ·M)t dNt +Nt d(H ·M)t + d〈H ·M,N〉t −Ht d〈M,N〉t.

由于 d(H · M)t = Ht dMt，且 〈H · M,N〉t 的定义要求 X 是局部鞅。为验证

〈H ·M,N〉t =
∫ t

0
Hs d〈M,N〉s，只需证明 X 是鞅。实际上，由于 H ·M 和 N 都

是 L2-有界连续鞅，X 是局部鞅且属于 H1，故 X 是鞅。由鞅的二次协变差的唯一

性，即得

〈H ·M,N〉t =
∫ t

0

Hs d〈M,N〉s = (H · 〈M,N〉)t.

特别地，取 N =M，有 〈H ·M〉t =
∫ t

0
H2

s d〈M〉s。

(iii) 零均值性：

由于 H ·M 是鞅且 (H ·M)0 = 0，对任意 t ≥ 0，

E[(H ·M)t] = E[E[(H ·M)t | F0]] = E[(H ·M)0] = 0.

(iv) 鞅性质：

由 (ii) 知 〈H ·M〉t =
∫ t

0
H2

s d〈M〉s。根据连续鞅的二次变差性质，过程

(H ·M)2t − 〈H ·M〉t

是局部鞅。进一步，由于 H ·M 是 L2-有界连续鞅，该过程实际上是一致可积鞅。因此，

(H ·M)2t −
∫ t

0

H2
s d〈M,M〉s

是鞅。



64 1.4. Itô 积分

(v) Itô 等距：

在 (iv) 中取期望，并利用鞅的零均值性：

E

[
(H ·M)2t −

∫ t

0

H2
s d〈M,M〉s

]
= E[(H ·M)20 − 0] = 0.

因此，

E[(H ·M)2t ] = E

[∫ t

0

H2
s d〈M,M〉s

]
.

1.4.2 Itô 公式

这一节我们主要研究随机积分的“变量替换”公式——Itô 公式。正如 Newton-Leibniz 公式

在微积分中地位一样，Itô 公式在随机分析中有着极为重要的作用。

我们先来看分部积分公式.

命题 1.4.4 (分部积分公式). 设 X,Y 是连续半鞅，则

XtYt = X0Y0 +

∫ t

0

Xs dYs +

∫ t

0

Ys dXs + 〈X,Y 〉t. (1.33)

特别地，

X2
t = X2

0 + 2

∫ t

0

Xs dXs + 〈X〉t. (1.34)

证明. 设 ∆ = {0 = t0 < t1 < · · · < tn = t} 是区间 [0, t] 的一个划分。考虑恒等式：

n−1∑
i=0

(Xti+1
−Xti)(Yti+1

− Yti) =
n−1∑
i=0

[
Xti+1

Yti+1
−XtiYti −Xti(Yti+1

− Yti)− Yti(Xti+1
−Xti)

]
= XtYt −X0Y0 −

n−1∑
i=0

Xti(Yti+1
− Yti)−

n−1∑
i=0

Yti(Xti+1
−Xti).

重新整理得：

XtYt = X0Y0+
n−1∑
i=0

Xti(Yti+1
−Yti)+

n−1∑
i=0

Yti(Xti+1
−Xti)+

n−1∑
i=0

(Xti+1
−Xti)(Yti+1

−Yti). (1.35)

令划分的模 |∆| = maxi(ti+1 − ti) → 0。由随机积分的定义，作为 L2 极限，

n−1∑
i=0

Xti(Yti+1
− Yti)

L2

−→
∫ t

0

Xs dYs,

n−1∑
i=0

Yti(Xti+1
−Xti)

L2

−→
∫ t

0

Ys dXs.

而二次协变差的定义给出：

n−1∑
i=0

(Xti+1
−Xti)(Yti+1

− Yti)
概率−−→ 〈X,Y 〉t.

因此，在 (1.35) 中取极限（在概率意义下），即得 (1.33)。
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特别地，取 Y = X，则 (1.33) 化为

X2
t = X2

0 + 2

∫ t

0

Xs dXs + 〈X〉t,

即 (1.34)。

注. 1. 与经典微积分的分部积分公式 d(XY ) = XdY + Y dX 相比，Itô 分部积分公式

多出一项 〈X,Y 〉t，这源于连续半鞅路径的无限变差性质。

2. 公式 (1.34) 是 Itô 公式在一维二次函数情形的特例。事实上，对 f(x) = x2，由 Itô 公

式：

d(X2
t ) = 2Xt dXt + d〈X〉t,

积分即得 (1.34)。

3. 该命题的证明本质上是二次协变差定义与随机积分定义的直接结合，体现了 Itô 随机积

分的“二阶微分”特征。

设 M 是连续局部鞅。应用上面的命题（分部积分公式），有

M2
t − 〈M〉t =M2

0 + 2

∫ t

0

Ms dMs. (1.36)

在前面我们已经知道 M2
t − 〈M〉t 是连续局部鞅，现在我们给出了这个局部鞅的一个明显表达

式。对于布朗运动 B，我们有

B2
t − t = 2

∫ t

0

Bs dBs, (1.37)

它也给出了等号右边随机积分的一个明显表示。

注. 1. 等式 (1.36) 是 Itô 分部积分公式的直接推论：取 X =M，则 〈M〉t = 〈M,M〉t，
代入命题 4.3 的公式 (1.34) 并整理即得。

2. 由于
∫ t

0
Ms dMs 是一个连续局部鞅，(1.36) 表明 M2

t − 〈M〉t 可以表示为该随机积分的

线性函数。这为研究连续局部鞅的二次变差提供了具体表达式。

3. 对于布朗运动 B，其二次变差 〈B〉t = t，代入 (1.36) 即得 (1.37)。这是 Itô 积分的一个

重要特例，给出了
∫ t

0
Bs dBs 的显式表达式：∫ t

0

Bs dBs =
1

2
(B2

t − t).

值得注意的是，该表达式与经典微积分中的
∫
x dx = 1

2
x2 相差一项 −t/2，这正是 Itô

积分与 Riemann-Stieltjes 积分的本质区别。

下面我们给出 Itô 公式：

定理 1.4.5 (Itô 公式). 设 f ∈ C2(Rd,R)，X = (X1, . . . , Xd) 是 d-维连续半鞅，即每

个 Xi 都是一维连续半鞅。则 f(X) 仍旧是半鞅，且

f(Xt) = f(X0) +
d∑

i=1

∫ t

0

∂f

∂xi
(Xs) dX

i
s +

1

2

d∑
i,j=1

∫ t

0

∂2f

∂xi∂xj
(Xs) d〈Xi, Xj〉s. (1.38)
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证明. 我们分几步证明该定理。

步骤 1: 多项式函数的情形

首先证明 Itô 公式对多项式函数成立。考虑单项式函数 f(x1, . . . , xd) = xk1
1 · · ·xkd

d ，

其中 ki ∈ N。

(a) 对 d = 1 且 f(x) = x2 的情形，由分部积分公式（proposition 1.4.4）有

X2
t = X2

0 + 2

∫ t

0

Xs dXs + 〈X〉t,

这正是 (1.38) 当 f(x) = x2 的形式。

(b) 对 f(x) = xn（n ≥ 2），可通过归纳法证明：

假设 Itô 公式对 n− 1 成立，即

Xn−1
t = Xn−1

0 +(n− 1)

∫ t

0

Xn−2
s dXs +

(n− 1)(n− 2)

2

∫ t

0

Xn−3
s d〈X〉s. (1.39)

考虑 f(x) = xn = x · xn−1。应用分部积分公式（proposition 1.4.4）：

Xn
t = Xn

0 +

∫ t

0

Xn−1
s dXs +

∫ t

0

Xs d(X
n−1
s ) + 〈X,Xn−1〉t. (1.40)

现在计算右边各项：

i. 对
∫ t

0
Xs d(X

n−1
s ) 应用归纳假设 (1.39) 的微分形式：

d(Xn−1
s ) = (n− 1)Xn−2

s dXs +
(n− 1)(n− 2)

2
Xn−3

s d〈X〉s.

因此∫ t

0

Xs d(X
n−1
s ) = (n− 1)

∫ t

0

Xn−1
s dXs +

(n− 1)(n− 2)

2

∫ t

0

Xn−2
s d〈X〉s.

(1.41)
ii. 计算协变差 〈X,Xn−1〉t。由 Itô 公式的协变差性质：

d〈X,Xn−1〉s = d

〈
X,

∫ ·

0

(n− 1)Xn−2
u dXu +

(n− 1)(n− 2)

2

∫ ·

0

Xn−3
u d〈X〉u

〉
s

= (n− 1)Xn−2
s d〈X〉s,

因为 〈X,
∫ ·
0
Xn−3

u d〈X〉u〉 = 0（有限变差过程与连续局部鞅的协变差为零）。

故

〈X,Xn−1〉t = (n− 1)

∫ t

0

Xn−2
s d〈X〉s. (1.42)

将 (1.41) 和 (1.42) 代入 (1.40)：

Xn
t = Xn

0 +

∫ t

0

Xn−1
s dXs + (n− 1)

∫ t

0

Xn−1
s dXs

+
(n− 1)(n− 2)

2

∫ t

0

Xn−2
s d〈X〉s + (n− 1)

∫ t

0

Xn−2
s d〈X〉s

= Xn
0 + n

∫ t

0

Xn−1
s dXs +

n(n− 1)

2

∫ t

0

Xn−2
s d〈X〉s.

这正是 f(x) = xn 的 Itô 公式：

Xn
t = Xn

0 +

∫ t

0

nXn−1
s dXs +

1

2

∫ t

0

n(n− 1)Xn−2
s d〈X〉s.
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(c) 对二元函数 f(x, y) = xy 的证明：

设 X 和 Y 是两个连续半鞅。直接应用分部积分公式（proposition 1.4.4）：

XtYt = X0Y0 +

∫ t

0

Xs dYs +

∫ t

0

Ys dXs + 〈X,Y 〉t.

这正是二元函数 f(x, y) = xy 的 Itô 公式，因为：

∂f

∂x
= y,

∂f

∂y
= x,

∂2f

∂x2
=
∂2f

∂y2
= 0,

∂2f

∂x∂y
= 1.

代入 Itô 公式 (1.38) 得：

f(Xt, Yt) = f(X0, Y0) +

∫ t

0

∂f

∂x
dXs +

∫ t

0

∂f

∂y
dYs

+
1

2

(∫ t

0

∂2f

∂x2
d〈X〉s + 2

∫ t

0

∂2f

∂x∂y
d〈X,Y 〉s +

∫ t

0

∂2f

∂y2
d〈Y 〉s

)
= X0Y0 +

∫ t

0

Ys dXs +

∫ t

0

Xs dYs +

∫ t

0

d〈X,Y 〉s

= X0Y0 +

∫ t

0

Ys dXs +

∫ t

0

Xs dYs + 〈X,Y 〉t.

对于一般多项式 f(x1, . . . , xd)，可将其表示为单项式的线性组合：

f(x) =
∑
α

cαx
α1
1 · · ·xαd

d ,

其中 α = (α1, . . . , αd) 为多重指标，cα 为系数。由 (a) 和 (b) 的证明，Itô 公式
对每个单项式成立。再由随机积分的线性性，对线性组合也成立，因此 Itô 公式
对所有多项式函数成立。

步骤 2: 局部化

设 X 是 d-维连续半鞅。定义停时序列

τn = inf{t ≥ 0 : |Xt| ≥ n 或|X−
t | ≥ n},

其中 X−
t = lims↑tXs。则 τn ↑ ∞ 几乎必然，且 Xτn 是有界连续半鞅（取值于紧集

B(0, n) ⊂ Rd）。由于 Itô 公式在停时区间 [0, τn] 上成立当且仅当对 Xτn 成立，我们

可假设 X 本身取值于某个紧集 K ⊂ Rd。

步骤 3: 逼近与极限

设 f ∈ C2(Rd,R)。由 Stone-Weierstrass 定理，存在一列多项式 {fn} 使得在紧集 K

上，

fn → f,
∂fn
∂xi

→ ∂f

∂xi
,

∂2fn
∂xi∂xj

→ ∂2f

∂xi∂xj

一致收敛。对每个 fn，由步骤 1，Itô 公式成立：

fn(Xt) = fn(X0)+
d∑

i=1

∫ t

0

∂fn
∂xi

(Xs) dX
i
s +

1

2

d∑
i,j=1

∫ t

0

∂2fn
∂xi∂xj

(Xs) d〈Xi, Xj〉s. (1.43)

现在令 n→ ∞。由于一致收敛：
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(i) fn(Xt) → f(Xt)，fn(X0) → f(X0) 几乎必然。

(ii) 对于随机积分项，由一致收敛和 Xi 的有界性，可应用随机积分的控制收敛定

理： ∫ t

0

∂fn
∂xi

(Xs) dX
i
s

L2

−→
∫ t

0

∂f

∂xi
(Xs) dX

i
s.

(iii) 对于 Lebesgue-Stieltjes 积分项，由一致收敛和 〈Xi, Xj〉s 的有界变差性，∫ t

0

∂2fn
∂xi∂xj

(Xs) d〈Xi, Xj〉s →
∫ t

0

∂2f

∂xi∂xj
(Xs) d〈Xi, Xj〉s a.s.

因此，在 (1.43) 中取极限，即得 (1.38) 对取值于紧集 K 的 X 成立。结合局部化步

骤，对一般连续半鞅 X，在停时 τn 前公式成立，令 n→ ∞ 即得全局结论。

注 (Itô 公式的特殊情形与微分形式).

1. 如果某个 Xi 是有限变差过程，在定理 1.4.5 中，我们只需要假设 f 关于 xi 具有连续

的一阶偏导数。例如，设 X 是连续半鞅，A 是有限变差的连续过程，如果 ∂2f/∂x2 和

∂f/∂y 都存在且连续，则

f(Xt, At) = f(X0, A0)+

∫ t

0

∂f

∂x
(Xs, As) dXs+

∫ t

0

∂f

∂y
(Xs, As) dAs+

1

2

∫ t

0

∂2f

∂x2
(Xs, As) d〈X〉s.

这是因为有限变差过程与任何连续半鞅的二次协变差为零，且其随机积分退化为路径

wise 的 Riemann-Stieltjes 积分。

2. Itô 公式可以写成微分形式

df(Xt) =

d∑
i=1

∂f

∂xi
(Xt) dX

i
t +

1

2

d∑
i,j=1

∂2f

∂xi∂xj
(Xt) d〈Xi, Xj〉t. (1.44)

这是随机分析中常用的简洁表示，其严格意义即积分形式 (1.38)。

3. 更一般地，若过程 Y 满足 dYt =
∑d

i=1H
i
t dX

i
t，这等价于

Yt = Y0 +
d∑

i=1

∫ t

0

H i
s dX

i
s.

这种微分表示在随机微分方程理论中尤为重要。

定理 1.4.6 (关于布朗运动的 Itô 公式). 设 f(t, x) 是二元函数，满足 ∂f
∂t

, ∂f
∂x

和 ∂2f
∂x2 均

存在且连续，并且 ∂f
∂x

∈ L2，则

f(t, Bt) = f(0, B0)+

∫ t

0

∂f

∂x
(s,Bs) dBs+

∫ t

0

∂f

∂t
(s,Bs) ds+

1

2

∫ t

0

∂2f

∂x2
(s,Bs) ds. (1.45)

或者，写成微分形式：

df(t, Bt) =
∂f

∂x
(t, Bt) dBt +

∂f

∂t
(t, Bt) dt+

1

2

∂2f

∂x2
(t, Bt) dt. (1.46)
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证明. 为简化记号，我们不妨先设 ∂f
∂t
(t, Bt) = 0，即 f 不显含时间 t。此时只需证明

f(Bt) = f(B0) +

∫ t

0

∂f

∂x
(Bs) dBs +

1

2

∫ t

0

∂2f

∂x2
(Bs) ds. (1.47)

令 π = {0 = t0 < t1 < · · · < tN(π) = t} 是区间 [0, t] 的一个分割。则：

f(Bt) = f(B0) +

N(π)−1∑
j=0

[
f(Btj+1

)− f(Btj )
]
. (1.48)

在分割的每个区间 [tj , tj+1] 上应用 Taylor 定理，存在 ξj ∈ [Btj , Btj+1
]（或 [Btj+1

, Btj ]，

视大小关系而定）使得

f(Btj+1
)− f(Btj ) = f ′(Btj )(Btj+1

−Btj ) +
1

2
f ′′(ξj)(Btj+1

−Btj )
2. (1.49)

由布朗运动轨道的连续性，可将 ξj 写为 Bηj
，其中 ηj ∈ [tj , tj+1]。进一步，记

ϵj = f ′′(Bηj
)− f ′′(Btj ), (1.50)

则 (1.49) 可改写为

f(Btj+1
)−f(Btj ) = f ′(Btj )(Btj+1

−Btj )+
1

2
f ′′(Btj )(Btj+1

−Btj )
2+

1

2
ϵj(Btj+1

−Btj )
2. (1.51)

将 (1.51) 代入 (1.48)，得

f(Bt) = f(B0) +

N(π)−1∑
j=0

f ′(Btj )(Btj+1
−Btj )

+
1

2

N(π)−1∑
j=0

f ′′(Btj )(Btj+1
−Btj )

2 +
1

2

N(π)−1∑
j=0

ϵj(Btj+1
−Btj )

2. (1.52)

现在分析各极限项：

步骤 1: 第一项的收敛：

由随机积分的定义，当分割的模 |π| = maxj(tj+1 − tj) → 0 时，简单过程

Hπ
s =

N(π)−1∑
j=0

f ′(Btj )1(tj ,tj+1](s)

在 L2(Ω× [0, t]) 意义下收敛到 f ′(Bs)。由 Itô 积分的等距性和连续性，∫ t

0

Hπ
s dBs =

N(π)−1∑
j=0

f ′(Btj )(Btj+1
−Btj )

L2

−→
∫ t

0

f ′(Bs) dBs =

∫ t

0

∂f

∂x
(Bs) dBs.

即
N(π)−1∑

j=0

f ′(Btj )(Btj+1
−Btj )

L2

−→
∫ t

0

∂f

∂x
(Bs) dBs. (1.53)

步骤 2: 第二项的分解与收敛：

利用布朗运动的二次变差性质 〈B〉t = t，将平方项拆分为期望部分与鞅部分：

N(π)−1∑
j=0

f ′′(Btj )(Btj+1
−Btj )

2 =

N(π)−1∑
j=0

f ′′(Btj )(tj+1 − tj)

+

N(π)−1∑
j=0

f ′′(Btj )
[
(Btj+1

−Btj )
2 − (tj+1 − tj)

]
.

(1.54)
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(i) 确定性部分的收敛：
由于 f ′′ 连续且布朗运动轨道连续，f ′′(Btj )是 Riemann可积的。当 |π| → 0时，

N(π)−1∑
j=0

f ′′(Btj )(tj+1 − tj) →
∫ t

0

f ′′(Bs) ds =

∫ t

0

∂2f

∂x2
(Bs) ds a.s.

即
N(π)−1∑

j=0

f ′′(Btj )(tj+1 − tj) →
∫ t

0

∂2f

∂x2
(Bs) ds a.s. (1.55)

(ii) 鞅部分的 L2 收敛到零：

若 f ′′ 有界，设 |f ′′| ≤M。考虑

Sπ =

N(π)−1∑
j=0

f ′′(Btj )
[
(Btj+1

−Btj )
2 − (tj+1 − tj)

]
.

计算其 L2 范数：

E[S2
π] = E

N(π)−1∑
j=0

(f ′′(Btj ))
2
[
(Btj+1

−Btj )
2 − (tj+1 − tj)

]2
+ 2E

[∑
i<j

f ′′(Bti)f
′′(Btj )

[
(Bti+1

−Bti)
2 − (ti+1 − ti)

] [
(Btj+1

−Btj )
2 − (tj+1 − tj)

]]
.

对角项：由布朗运动的独立增量性和 E[(Btj+1
−Btj )

4] = 3(tj+1 − tj)
2，

E
[(
(Btj+1

−Btj )
2 − (tj+1 − tj)

)2]
= E[(Btj+1

−Btj )
4]−(tj+1−tj)2 = 2(tj+1−tj)2.

因此

N(π)−1∑
j=0

E
[
(f ′′(Btj ))

2
[
(Btj+1

−Btj )
2 − (tj+1 − tj)

]2] ≤ 2M2

N(π)−1∑
j=0

(tj+1−tj)2 ≤ 2M2|π|t.

非对角项：对 i < j，由条件期望和独立增量性，

E
[
f ′′(Bti)f

′′(Btj )
[
(Bti+1

−Bti)
2 − (ti+1 − ti)

] [
(Btj+1

−Btj )
2 − (tj+1 − tj)

]]
= E

[
f ′′(Bti)f

′′(Btj )
[
(Bti+1

−Bti)
2 − (ti+1 − ti)

]
E
[
(Btj+1

−Btj )
2 − (tj+1 − tj) | Ftj

]]
= 0.

因此 E[S2
π] ≤ 2M2|π|t→ 0 当 |π| → 0，即

N(π)−1∑
j=0

f ′′(Btj )
[
(Btj+1

−Btj )
2 − (tj+1 − tj)

] L2

−→ 0. (1.56)

步骤 3: 第三项的收敛：

由 f ′′ 的连续性和布朗运动的轨道连续性，当 |π| → 0 时，

max
0≤j≤N(π)−1

|ϵj | = max
0≤j≤N(π)−1

|f ′′(Bηj
)− f ′′(Btj )| → 0 a.s.

同时，
∑N(π)−1

j=0 (Btj+1
−Btj )

2 → t 在概率意义下（由二次变差的收敛性）。因此∣∣∣∣∣∣12
N(π)−1∑

j=0

ϵj(Btj+1
−Btj )

2

∣∣∣∣∣∣ ≤ 1

2
max

j
|ϵj | ·

N(π)−1∑
j=0

(Btj+1
−Btj )

2 → 0 概率意义下.
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即

1

2

N(π)−1∑
j=0

ϵj(Btj+1
−Btj )

2 概率−−→ 0. (1.57)

结合 (1.53), (1.55), (1.56) 和 (1.57)，在 (1.52) 中令 |π| → 0，即得 (1.47)。

注. (1) 一般情形（f ′′ 无界时）：

若 ∂2f
∂x2 仅连续但未必有界，定义停时

τn = inf{t ≥ 0 : |Bt| > n}, n ≥ 1.

则 τn ↑ ∞ 几乎必然，且 Bt∧τn 是有界过程。考虑缩放过程 {Bs/
√
n}s≥0，其仍为布朗运

动（由布朗运动的缩放性质）。由于 ∂2f
∂x2 连续，在紧集 [−n, n] 上一致有界，因此过程

{∂2f
∂x2 (Bs/

√
n)}s≥0 在 [0, τn] 上一致有界。

对停止过程 Bτn 应用前述证明，得

f(Bt∧τn) = f(B0) +

∫ t∧τn

0

f ′(Bs) dBs +
1

2

∫ t∧τn

0

f ′′(Bs) ds.

令 n→ ∞，由 τn ↑ ∞ a.s. 以及随机积分的局部化性质，即得一般情形的 (1.45)。

(2) 含时间项的情形：

若 f 显含时间 t，考虑二维过程 B̃t = (t, Bt)，其中 t 是有限变差过程，Bt 是布朗运动。

由于

d〈t, t〉 = 0, d〈t, B〉 = 0, d〈B,B〉 = dt,

应用一般 Itô 公式（theorem 1.4.5）于 f(B̃t) = f(t, Bt)，得

df(t, Bt) =
∂f

∂t
(t, Bt) dt+

∂f

∂x
(t, Bt) dBt

+
1

2

(
∂2f

∂t2
d〈t〉+ 2

∂2f

∂t∂x
d〈t, B〉+ ∂2f

∂x2
d〈B〉

)
=
∂f

∂t
(t, Bt) dt+

∂f

∂x
(t, Bt) dBt +

1

2

∂2f

∂x2
(t, Bt) dt.

积分即得 (1.45)，其微分形式为 (1.46)。

问题 1.4.1. 计算 E[B4
t ] 和 E[B6

t ]。

证明.

法一 利用 Itô 公式

考虑函数 f(x) = x4，则

f ′(x) = 4x3, f ′′(x) = 12x2.

对 f(Bt) 应用 Itô 公式：

d(B4
t ) = 4B3

t dBt +
1

2
· 12B2

t dt = 4B3
t dBt + 6B2

t dt.

积分得

B4
t = 4

∫ t

0

B3
s dBs + 6

∫ t

0

B2
s ds.
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取期望（注意 Itô 积分的期望为零 (proposition 1.4.1(iv))）：

E[B4
t ] = 6

∫ t

0

E[B2
s ] ds = 6

∫ t

0

s ds = 6 · t
2

2
= 3t2.

注. 这里的期望与积分可交换是由 Fubini 定理所保证的.

类似地，对 f(x) = x6，有

f ′(x) = 6x5, f ′′(x) = 30x4.

Itô 公式给出：

d(B6
t ) = 6B5

t dBt +
1

2
· 30B4

t dt = 6B5
t dBt + 15B4

t dt.

积分并取期望：

E[B6
t ] = 15

∫ t

0

E[B4
s ] ds = 15

∫ t

0

3s2 ds = 45 · t
3

3
= 15t3.

法二 利用矩母函数

布朗运动在时刻 t 的分布为 N(0, t)，其矩母函数为

E[eλBt ] = e
λ2t
2 .

对 λ 求导可得各阶矩：

∂

∂λ
E[eλBt ] = E[Bte

λBt ] = λte
λ2t
2 ,

∂2

∂λ2
E[eλBt ] = E[B2

t e
λBt ] = (t+ λ2t2)e

λ2t
2 ,

∂3

∂λ3
E[eλBt ] = E[B3

t e
λBt ] = (3λt2 + λ3t3)e

λ2t
2 ,

∂4

∂λ4
E[eλBt ] = E[B4

t e
λBt ] = (3t2 + 6λ2t3 + λ4t4)e

λ2t
2 ,

∂5

∂λ5
E[eλBt ] = E[B5

t e
λBt ] = (15λt3 + 10λ3t4 + λ5t5)e

λ2t
2 ,

∂6

∂λ6
E[eλBt ] = E[B6

t e
λBt ] = (15t3 + 45λ2t4 + 15λ4t5 + λ6t6)e

λ2t
2 .

令 λ = 0 即得

E[B4
t ] = 3t2, E[B6

t ] = 15t3.

法三 利用递推关系

设 mn(t) = E[Bn
t ]。对 f(x) = xn 应用 Itô 公式：

d(Bn
t ) = nBn−1

t dBt +
n(n− 1)

2
Bn−2

t dt.

取期望得微分方程：
d

dt
mn(t) =

n(n− 1)

2
mn−2(t), n ≥ 2,

初始条件 mn(0) = 0 对 n ≥ 1。已知 m0(t) = 1, m2(t) = t。递推：

m4(t) =
4 · 3
2

∫ t

0

m2(s) ds = 6

∫ t

0

s ds = 3t2,

m6(t) =
6 · 5
2

∫ t

0

m4(s) ds = 15

∫ t

0

3s2 ds = 15t3.
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由递推关系，更一般的我们可以得到如下定理：

定理 1.4.7 (布朗运动的 n 阶矩).

(i) 奇数阶矩：对任意 n = 2k + 1（k ≥ 1），有

E[B2k+1
t ] = 0

(ii) 偶数阶矩：对任意 n = 2k（k ≥ 1），有

E[B2k
t ] =

(2k)!

2kk!
tk.

即：

E[B2k
t ] = (2k − 1)!! · tk,

其中 (2k − 1)!! = (2k − 1)(2k − 3) · · · 3 · 1 是双阶乘。

证明.
设 mn(t) = E[Bn

t ]，其中 Bt 是标准布朗运动。对 f(x) = xn 应用 Itô 公式：

d(Bn
t ) = nBn−1

t dBt +
n(n− 1)

2
Bn−2

t dt.

取期望并利用 Itô 积分期望为零的性质，得到微分方程：

d

dt
mn(t) =

n(n− 1)

2
mn−2(t), n ≥ 2.

初始条件为 mn(0) = 0 对 n ≥ 1，且 m0(t) = 1。

(i) 奇数阶矩：

由于布朗运动的对称性，所有奇数阶矩为零：

m2k+1(t) = 0, k = 0, 1, 2, . . .

这是因为 Bt
d
= −Bt，故 E[B2k+1

t ] = −E[B2k+1
t ]，迫使期望为零。

(ii) 偶数阶矩：

对 n = 2k，递推关系为

d

dt
m2k(t) = k(2k − 1)m2k−2(t), k ≥ 1.

初始条件 m2k(0) = 0（k ≥ 1）。下面我们采用归纳法来证明：

♥ 基础情形： k = 1 时，E[B2
t ] = t = 2!

21·1! t
1 成立。

♥ 归纳假设：假设对 k − 1 成立，即

m2k−2(t) =
(2k − 2)!

2k−1(k − 1)!
tk−1.
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♥ 归纳步骤：由微分方程：

d

dt
m2k(t) = k(2k − 1) · (2k − 2)!

2k−1(k − 1)!
tk−1

=
k(2k − 1)(2k − 2)!

2k−1(k − 1)!
tk−1

=
(2k − 1)!

2k−1(k − 1)!
tk−1.

积分并利用 m2k(0) = 0：

m2k(t) =
(2k − 1)!

2k−1(k − 1)!

∫ t

0

sk−1 ds

=
(2k − 1)!

2k−1(k − 1)!
· t

k

k

=
(2k)!

2kk!
tk.

今天被老江点了... 有一个很重要的东西：

EX2
t =

∫ t

0

Ef2(s)ds < +∞ ⇒ Xt =

∫ t

0

f(s)dBs 是鞅

知道这个后给我打开了新世界大门！

下面这个题是老江点我答的，结果 nnd 他的 α 我以为是 ∂，给我一整个整不会了...

问题 1.4.2. 利用 Itô 公式证明 Xt = eαBt− 1
2α

2t 是鞅.

证明. 我们令
f(t, x) = eαx−

1
2α

2t

由 Itô 公式：

f(t, Bt) = f(0, B0) +

∫ t

0

∂f

∂x
(s,Bs)dBs +

∫ t

0

∂f

∂t
(s,Bs)ds+

1

2

∫ t

0

∂2f

∂x2
(s,Bs)ds

= 1 + α

∫ t

0

XsdBs+ (−1

2
α2)

∫ t

0

Xsds+
1

2
α2

∫ t

0

Xsds

= 1 + α

∫ t

0

XsdBs

此时，我们发现实际上

E[

∫ t

0

X2
sds] =

∫ t

0

E[X2
s ]ds =

∫ t

0

E[e2αBs−α2s]ds <∞

故 α
∫ t

0
XsdBs 是鞅，进而 Xt = eαBt− 1

2α
2t = f(t, Bt) = 1 + α

∫ t

0
XsdBs 也是鞅.

注. 因为 X2
s = e2αBs−α2s ≥ 0 对任意 s ≥ 0 成立，所以可以应用 Tonelli 定理（非负函数

的 Fubini 定理）交换期望与积分：

E

[∫ t

0

X2
s ds

]
=

∫ t

0

E[X2
s ] ds.
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这里交换是合理的，并不需要先验证可积性；若交换后结果为有限，则同时也说明原随机积分

属于 L1。

接下来计算 E[X2
s ]。已知 Bs ∼ N(0, s)，对任意实数 c 有

E[ecBs ] = e
1
2 c

2s.

于是

E[X2
s ] = E

[
e2αBs−α2s

]
= e−α2sE

[
e2αBs

]
.

代入 c = 2α 得

E[e2αBs ] = e
1
2 (2α)

2s = e2α
2s.

因此

E[X2
s ] = e−α2s · e2α

2s = eα
2s.

现在积分： ∫ t

0

E[X2
s ] ds =

∫ t

0

eα
2s ds.

如果 α = 0，则积分为
∫ t

0
1 ds = t；如果 α 6= 0，则∫ t

0

eα
2s ds =

1

α2

(
eα

2t − 1
)
.

两者对有限 t > 0 均有限，从而原期望有限且等式成立。

实际上上面这个问题跟下面这个问题一样的：

问题 1.4.3. 判断 µ, σ 满足什么条件时，f(t, Bt) = eµt+σBt 是鞅.

法一（鞅的定义）.
设 Xt = eµt+σBt，其中 (Bt)t≥0 是标准布朗运动，Ft = σ(Bs : 0 ≤ s ≤ t)。

首先检查可积性：由于 Bt ∼ N(0, t)，其矩母函数为 E[euBt ] = e
1
2u

2t。于是

E[|Xt|] = E[eµt+σBt ] = eµtE[eσBt ] = eµte
1
2σ

2t = e

(
µ+σ2

2

)
t
.

对任意有限 t，该期望有限，故 Xt ∈ L1 对每个 t ≥ 0 成立。

其次验证鞅性质：对 0 ≤ s < t，计算条件期望

E[Xt | Fs] = E
[
eµt+σBt | Fs

]
.

注意到 Bt = Bs + (Bt −Bs)，且 Bt −Bs 与 Fs 独立，服从 N(0, t− s)。于是

E[Xt | Fs] = eµtE
[
eσ(Bs+(Bt−Bs)) | Fs

]
= eµteσBsE

[
eσ(Bt−Bs) | Fs

]
(因Bs 关于Fs可测)

= eµteσBsE
[
eσ(Bt−Bs)

]
(独立性)

= eµteσBse
1
2σ

2(t−s).

另一方面，Xs = eµs+σBs。因此

E[Xt | Fs] = Xs · eµ(t−s)+ 1
2σ

2(t−s).
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要使 X 是鞅，必须对任意 s < t 有

E[Xt | Fs] = Xs.

这等价于

eµ(t−s)+ 1
2σ

2(t−s) = 1 对所有t > s ≥ 0.

由于 t− s > 0，这又等价于指数上的系数为零：

µ+
σ2

2
= 0.

法二（Itô 公式）. 设 Xt = eµt+σBt，其中 (Bt)t≥0 是标准布朗运动，Ft = σ(Bs : 0 ≤ s ≤ t)。

考虑函数 f(t, x) = eµt+σx，计算偏导数：

ft = µeµt+σx, fx = σeµt+σx, fxx = σ2eµt+σx.

对 f(t, Bt) 应用 Itô 公式：

df(t, Bt) = ftdt+ fxdBt +
1

2
fxxdt

= µeµt+σBtdt+ σeµt+σBtdBt +
1

2
σ2eµt+σBtdt

=

(
µ+

σ2

2

)
Xt dt+ σXt dBt.

写成积分形式：

Xt = X0 +

∫ t

0

(
µ+

σ2

2

)
Xs ds+

∫ t

0

σXs dBs.

右端第二项
∫ t

0
σXs dBs 是 Itô 积分，如果满足适应性及 L2 可积条件（当 t 有限时易验

证），则该积分是局部鞅（实际上是鞅，若 E
∫ t

0
(σXs)

2ds <∞）。但第一项
∫ t

0

(
µ+ σ2

2

)
Xs ds

是有界变差过程。

一个连续半鞅是鞅当且仅当其有限变差部分为零（或更准确地说，其漂移项为零）。因此，

要使 Xt 为鞅，必须有：

µ+
σ2

2
= 0.

在此条件下，df(t, Bt) = σXt dBt，即

Xt = 1 +

∫ t

0

σXs dBs,

接下来的验证过程同上一题.

注. 这是一个零初值的 Itô 积分，若满足 E
∫ t

0
(σXs)

2ds <∞，则它是鞅。我们验证这个条

件：当 µ = −σ2

2
时，

Xs = eσBs− 1
2σ

2s,

从而

X2
s = e2σBs−σ2s.

取期望：

E[X2
s ] = e−σ2sE[e2σBs ] = e−σ2se2σ

2s = eσ
2s.
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于是

E

∫ t

0

(σXs)
2ds = σ2

∫ t

0

eσ
2sds <∞ (对有限t),

故 Itô 积分
∫ t

0
σXs dBs 是鞅，从而 Xt 是鞅。

反之，若 µ+ σ2

2
6= 0，则 Xt 的漂移项非零，Xt 不是鞅（实际上是一个几何布朗运动，具

有非零的漂移率 µ+ σ2

2
）。

下面我们进一步讨论指数鞅（exponential martingale）：

命题 1.4.8. 设 f 是定义在 R× R+ 上的复值函数，∂2f
∂x2 和 ∂f

∂y
都存在连续，且满足

∂f

∂y
+

1

2

∂2f

∂x2
= 0.

则对任意连续局部鞅 M , f(Mt, 〈M,M〉t) 是局部鞅。特别的，过程

E(M)t = exp
(
Mt −

1

2
〈M,M〉t

)
(22)

是连续局部鞅，称为 M 的指数鞅。

证明. 设 M 为连续局部鞅。令 At = 〈M,M〉t，则 A 是连续可料增过程。考虑过程 Yt =

f(Mt, At)。

对 f(x, y) 应用 Itô 公式。首先说明在微分计算中各项二次协变差的性质：

注 (dMt · dMt = dAt 的解释). 对于连续局部鞅 M，其二次变差过程 〈M,M〉t 定义为满足

以下性质的唯一连续递增过程：

M2
t − 〈M,M〉t 是局部鞅.

在微分形式下，这等价于 (dMt)
2 = d〈M,M〉t = dAt。在 Itô 公式中，fxx 项的系数正是

dMt · dMt，因此它等于 dAt。

根据二次变差的定义，过程 M2
t 可以分解为一个局部鞅项和一个有限变差项：

M2
t =M2

0 +

∫ t

0

2Ms dMs + 〈M,M〉t.

其微分形式为：

d(M2
t ) = 2Mt dMt + d〈M,M〉t = 2Mt dMt + dAt.

另一方面，根据 Itô 公式，对函数 f(x) = x2 应用于 Mt，我们有：

d(M2
t ) = 2Mt dMt +

1

2
f ′′(Mt) d[M,M ]t.

由于 f ′′(x) = 2，且对于连续局部鞅，互变差 [M,M ]t 与二次变差 〈M,M〉t 相等，即 [M,M ]t =

〈M,M〉t = At，故有：

d(M2
t ) = 2Mt dMt + d[M,M ]t = 2Mt dMt + dAt.

对比 Itô 公式中的二阶项 d[M,M ]t 即可得出结论：

dMt · dMt = d[M,M ]t = dAt.
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注 (dAt · dAt = 0 的解释). 由于 At = 〈M,M〉t 是连续有限变差过程，对于任意分割

π = {0 = t0 < t1 < · · · < tn = t}，其二次变差 [A,A]t 必须为零。

n∑
i=1

(Ati −Ati−1
)2 ≤

(
max
1≤i≤n

|Ati −Ati−1
|
) n∑

i=1

|Ati −Ati−1
| → 0

当分割细度 ‖π‖ = maxi |ti − ti−1| 趋于零时。因此二次变差 [A,A]t = 0，在微分形式中记为

dAt · dAt = 0。

过程 A 的互变差 [A,A]t 定义为：

[A,A]t = lim
∥π∥→0

n∑
i=1

(Ati −Ati−1
)2.

由于 At 是连续且有限变差过程，我们对求和项进行放缩：

0 ≤
n∑

i=1

(Ati −Ati−1
)2 ≤ max

1≤i≤n
|Ati −Ati−1

| ·
n∑

i=1

|Ati −Ati−1
|.

当 ‖π‖ → 0 时：

♥ A 的连续性（一致连续模）保证了 maxi |Ati −Ati−1
| → 0.

♥ A 的有限变差性保证了
∑

i |Ati −Ati−1
| 收敛到 有限 的全变差 Var(A)t.

因此，上式右侧的上界趋于 0 · Var(A)t = 0.

故 [A,A]t = 0, 记作 dAt · dAt = 0.

注 (dMt · dAt = 0 的解释). 一个连续局部鞅 M 与一个连续有限变差过程 A 的互变差为

零，即 [M,A]t = 0。这是因为互变差的定义为：

[M,A]t = lim
∥π∥→0

n∑
i=1

(Mti −Mti−1
)(Ati −Ati−1

),

而 A 的有界变差性质保证了该极限为零。在微分形式下，这表示为 dMt · dAt = 0。

过程 M 和 A 的互变差 [M,A]t 定义为：

[M,A]t = lim
∥π∥→0

n∑
i=1

(Mti −Mti−1
)(Ati −Ati−1

).

我们对求和项的绝对值进行放缩：∣∣∣∣∣
n∑

i=1

(Mti −Mti−1
)(Ati −Ati−1

)

∣∣∣∣∣ ≤
n∑

i=1

|Mti −Mti−1
||Ati −Ati−1

|.

利用 max 项进行进一步放缩：

≤
(

max
1≤i≤n

|Mti −Mti−1
|
) n∑

i=1

|Ati −Ati−1
|.

当 ‖π‖ → 0 时：

♥ M 的连续性 =⇒ maxi |Mti −Mti−1
| → 0 (依概率收敛).

♥ A 的有限变差性 =⇒
∑

i |Ati −Ati−1
| → Var(A)t <∞.
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因此，上式右侧的乘积依概率收敛到 0 · Var(A)t = 0.

故 [M,A]t = 0, 记作 dMt · dAt = 0.

基于以上三点，我们可以严谨地应用 Itô 公式。对二元函数 f(x, y)，其 Itô 公式的一般
形式为：

df(Xt, Yt) = fx(Xt, Yt)dXt+fy(Xt, Yt)dYt+
1

2
fxx(Xt, Yt)d[X,X]t+fxy(Xt, Yt)d[X,Y ]t+

1

2
fyy(Xt, Yt)d[Y, Y ]t.

在我们的情形中，Xt =Mt，Yt = At。根据前面的注记，我们有：

d[M,M ]t = dAt,

d[M,A]t = 0,

d[A,A]t = 0.

因此，Itô 公式简化为：

dYt = df(Mt, At) = fx(Mt, At)dMt + fy(Mt, At)dAt +
1

2
fxx(Mt, At)dAt,

其中 fx = ∂f
∂x
，fy = ∂f

∂y
，fxx = ∂2f

∂x2。合并 dAt 的同类项得：

dYt = fx(Mt, At)dMt +

[
fy(Mt, At) +

1

2
fxx(Mt, At)

]
dAt.

由于 f 满足偏微分方程 fy +
1
2
fxx = 0，我们有：

fy(Mt, At) +
1

2
fxx(Mt, At) = 0 对所有t ≥ 0.

于是 dAt 的系数恒为零，从而：

dYt = fx(Mt, At)dMt.

这是一个关于局部鞅 M 的随机积分。由于 fx 是连续函数（由 f 的光滑性假设），复合

过程 fx(Mt, At) 是适应的且连续。连续过程在紧时间区间上是局部有界的，因此存在一列停

时 τn ↑ ∞，使得对每个 n，过程 fx(Mt∧τn , At∧τn) 有界。于是随机积分∫ t∧τn

0

fx(Ms, As)dMs

是鞅（因为被积函数有界且 M 是局部鞅）。这表明 Yt 是一个局部鞅。

特别地，取 f(x, y) = exp
(
x− 1

2
y
)
，则：

fy(x, y) = −1

2
exp

(
x− 1

2
y

)
= −1

2
f(x, y),

fxx(x, y) = exp
(
x− 1

2
y

)
= f(x, y).

于是：

fy(x, y) +
1

2
fxx(x, y) = −1

2
f(x, y) +

1

2
f(x, y) = 0,

满足偏微分方程条件。因此：

E(M)t = f(Mt, At) = exp
(
Mt −

1

2
〈M,M〉t

)
是连续局部鞅。需要说明的是，这里的连续性由 Mt 和 At 的连续性以及指数函数的连续性保

证。
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注.

(i) 对任意 λ ∈ C, 过程 Eλ(M)t = E(λM)t 也是局部鞅。这里

E(λM)t = exp
(
λMt −

1

2
λ2〈M,M〉t

)
.

容易验证，

Eλ(M)t = Eλ(M)0 +

∫ t

0

λEλ(M)s dMs,

即 Eλ(M) 是随机微分方程

dYt = λYt dMt

的解。

细节说明.

首先验证随机微分方程：对 f(x, y) = exp(λx − 1
2
λ2y) 应用 Itô 公式。这里 x = Mt，

y = 〈M,M〉t。注意 Mt 是连续局部鞅，〈M,M〉t 是连续有限变差过程。计算 f 的一阶

和二阶偏导数：

∂f

∂x
=

∂

∂x
exp(λx− 1

2
λ2y) = λ exp(λx− 1

2
λ2y) = λf,

∂f

∂y
=

∂

∂y
exp(λx− 1

2
λ2y) = − 1

2
λ2 exp(λx− 1

2
λ2y) = − 1

2
λ2f,

∂2f

∂x2
=

∂

∂x

(
λ exp(λx− 1

2
λ2y)

)
= λ2 exp(λx− 1

2
λ2y) = λ2f.

验证 f 满足 proposition 1.4.8 中的偏微分方程条件：

∂f

∂y
+

1

2

∂2f

∂x2
= − 1

2
λ2f + 1

2
λ2f = 0.

因此，根据 proposition 1.4.8 的结论（或直接应用 Itô 公式），对 Yt = f(Mt, 〈M,M〉t) =
Eλ(M)t 有：

dEλ(M)t =
∂f

∂x
dMt +

∂f

∂y
d〈M,M〉t +

1

2

∂2f

∂x2
d〈M,M〉t

= λEλ(M)tdMt +
(
− 1

2
λ2Eλ(M)t +

1
2
λ2Eλ(M)t

)
d〈M,M〉t

= λEλ(M)tdMt.

这里 d〈M,M〉t 的系数恰好为零，这正是因为 f 满足 ∂f
∂y

+ 1
2
∂2f
∂x2 = 0。

上述随机微分方程 dEλ(M)t = λEλ(M)tdMt 是一个不含漂移项（即不含 dt 项）的 Itô
方程。其积分形式为：

Eλ(M)t = Eλ(M)0 +

∫ t

0

λEλ(M)sdMs.

由于 Eλ(M)s 是连续适应过程（从而是局部有界的），且 M 是连续局部鞅，因此 Itô 积

分
∫ t

0
λEλ(M)sdMs 是局部鞅。事实上，存在一列停时 τn ↑ ∞ 使得 Eλ(M)t∧τn 和 Mt∧τn

均有界，从而
∫ t∧τn
0

λEλ(M)sdMs 是鞅。这表明 Eλ(M) 本身是局部鞅。

最后注意，当 λ ∈ C 为复数时，以上推导依然成立，因为 Itô 公式对复值函数同样适用，

且 f 仍满足相同的偏微分方程条件。
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(ii) 对于布朗运动 B = (Bt)，我们已经知道 Eλ(B)t = exp
(
λBt − 1

2
λ2t
)

是鞅。进一步，对

任意确定性函数 f ∈ L2(R+)，定义 Itô 积分 It =
∫ t

0
f(u) dBu，这是一个连续局部鞅，

且其二次变差为 〈I, I〉t =
∫ t

0
f2(u) du。于是对应的指数

Ef
t = exp

(∫ t

0

f(u) dBu − 1

2

∫ t

0

f2(u) du

)
就是 E(I)t。由 proposition 1.4.8 知它是局部鞅；进一步，由于 f 是确定性的且平方可

积，可以验证 E[Ef
t ] = 1 对所有 t 成立（例如使用矩母函数公式），从而 Ef 是鞅。

细节说明.

首先验证 It 是连续局部鞅：由于 f ∈ L2(R+)，Itô 积分
∫ t

0
f(u)dBu 是定义良好的，并

且是连续局部鞅。其二次变差为：

〈I, I〉t =
∫ t

0

f2(u)du.

这是因为对于 Itô 积分，有 dIt = f(t)dBt，从而 d〈I, I〉t = f2(t)dt。

现在考虑 Ef
t = exp

(
It − 1

2
〈I, I〉t

)
。根据 proposition 1.4.8 ，这是一个局部鞅。要证明

它是鞅，只需验证 E[Ef
t ] = 1。由于 f 是确定性的，It ∼ N

(
0,
∫ t

0
f2(u)du

)
，因此：

E[eIt ] = exp
(
1

2

∫ t

0

f2(u)du

)
.

从而

E[Ef
t ] = E

[
exp

(
It −

1

2

∫ t

0

f2(u)du

)]
= e−

1
2

∫ t
0
f2(u)du · E[eIt ] = 1.

由于 Ef
t 是非负局部鞅且期望为 1，根据非负局部鞅的性质，它必为鞅。

(iii) Eλ(M) 是一个正值的局部鞅，因此它是上鞅（因为非负局部鞅必为上鞅）。设 M0 = 0，

则 Eλ(M)0 = 1。Eλ(M) 是鞅当且仅当 E
[
Eλ(M)t

]
= 1 对所有 t ≥ 0 成立。可以证明，

如果有 α > 1/2，满足对任意 t > 0，

E
[

exp
(
α〈M,M〉t

)]
<∞,

那么 E
[
E(M)t

]
= 1，从而 E(M) 是一个真正的鞅（而不仅仅是局部鞅）。这一结论是

Novikov 条件或 Kazamaki 条件的特例，其证明留作练习。该条件保证了局部鞅 E(M)

一致可积，从而成为鞅。

细节说明.

首先说明非负局部鞅是上鞅：设 X 是非负局部鞅，存在一列停时 τn ↑ ∞ 使得 Xτn 是

鞅。由 Fatou 引理，对 s < t：

E[Xt | Fs] = E
[
lim inf
n→∞

Xt∧τn | Fs

]
≤ lim inf

n→∞
E[Xt∧τn | Fs] = lim inf

n→∞
Xs∧τn = Xs.

因此 X 是上鞅。

当 M0 = 0 时，Eλ(M)0 = 1。Eλ(M) 是鞅当且仅当 E[Eλ(M)t] = 1 对所有 t 成立，因

为此时上鞅的期望为常数。
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Novikov 条件的一种形式是：如果存在 α > 1/2 使得

E [exp (α〈M,M〉t)] <∞ 对所有t > 0,

则 E(M) 是鞅。这里 α > 1/2 的条件保证了指数矩足够小，使得 E(M) 不仅局部而且

全局可积。具体证明需要构造适当的停时序列并使用一致可积性，此处从略。

布朗运动与分析、几何中众多领域有着非常深刻的联系。若 B1, . . . , Bn 是相互独立的一

维布朗运动，我们称 B = (B1, . . . , Bd) 为 d 维布朗运动。

命题 1.4.9. 设 B 是 d 维布朗运动，f ∈ C2(R+ × Rd)，则

Mf
t = f(t, Bt)−

∫ t

0

(
1

2
∆f +

∂f

∂t

)
(s,Bs) ds

是局部鞅。

特别的，若 f 在 Rd 上调和，即 ∆f = 0，则 f(B) 是局部鞅。反过来的结论也是对的。

证明. 设 f(t, x) ∈ C2(R+ ×Rd)。对 f(t, Bt) 应用多维 Itô 公式。记 Bt = (B1
t , . . . , B

d
t )，其中

各分量独立且满足 dBi
tdB

j
t = δijdt。

Itô 公式给出：

df(t, Bt) =
∂f

∂t
(t, Bt)dt+

d∑
i=1

∂f

∂xi
(t, Bt)dB

i
t +

1

2

d∑
i,j=1

∂2f

∂xi∂xj
(t, Bt)dB

i
tdB

j
t .

由于 dBi
tdB

j
t = δijdt，交叉项当 i 6= j 时为零，故上式简化为

df(t, Bt) =
∂f

∂t
(t, Bt)dt+

d∑
i=1

∂f

∂xi
(t, Bt)dB

i
t +

1

2

d∑
i=1

∂2f

∂x2i
(t, Bt)dt.

注意到 ∆f =
∑d

i=1
∂2f
∂x2

i
，因此

df(t, Bt) =

(
∂f

∂t
+

1

2
∆f

)
(t, Bt)dt+

d∑
i=1

∂f

∂xi
(t, Bt)dB

i
t.

将其写成积分形式：

f(t, Bt) = f(0, B0) +

∫ t

0

(
∂f

∂t
+

1

2
∆f

)
(s,Bs)ds+

d∑
i=1

∫ t

0

∂f

∂xi
(s,Bs)dB

i
s.

移项得

f(t, Bt)−
∫ t

0

(
∂f

∂t
+

1

2
∆f

)
(s,Bs)ds = f(0, B0) +

d∑
i=1

∫ t

0

∂f

∂xi
(s,Bs)dB

i
s.

右边第二项是 Itô 积分之和。由于每个被积函数 ∂f
∂xi

(s,Bs) 连续（从而局部有界），每个积分

都是局部鞅，因此它们的和也是局部鞅。从而

Mf
t := f(t, Bt)−

∫ t

0

(
1

2
∆f +

∂f

∂t

)
(s,Bs)ds

是局部鞅。
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特别地，若 f 在 Rd 上调和且不显含时间，即 ∆f = 0 且 ∂f
∂t

= 0，则 Mf
t = f(Bt) 是局

部鞅。

反之，若 f(Bt) 是局部鞅，则由 Itô 公式知漂移项必须为零，即 1
2
∆f = 0，从而 f 是调

和的。若还显含时间，则要求 ∂f
∂t

+ 1
2
∆f = 0，即 f 满足热方程。

注. 记号 dBi
tdB

j
t = δijdt 是 Itô 随机分析中的微分形式符号，其严格含义是布朗运动分量

的二次协变差满足：

d〈Bi, Bj〉t = δijdt,

即

〈Bi, Bj〉t = δijt.

这里 δij 是 Kronecker 符号：当 i = j 时 δij = 1，当 i 6= j 时 δij = 0。这是因为 Bi 与

Bj 是相互独立的标准布朗运动（当 i 6= j 时），独立布朗运动的互变差为零；当 i = j 时，

〈Bi, Bi〉t = t，即一维布朗运动的二次变差为 t。在 Itô 公式的微分计算中，dBi
tdB

j
t 这一项实

际上代表 d〈Bi, Bj〉t，而非普通的乘法。

至于为什么有：d〈Bi, Bj〉t = δijdt，请看下面这个更强的结果：

定理 1.4.10 (布朗运动的 Lévy 特征). 设 B = (B1, . . . , Bd) 是 d 维连续 Ft-局部鞅,
B0 = 0, 且

〈Bi, Bj〉t = δijt.

则 B 是 d 维标准布朗运动。

证明. 只需要证明对任意的 λ ∈ Rd 和 0 < s ≤ t，有

E
[
ei(λ,Bt−Bs) | Fs

]
= e−

1
2 |λ|

2(t−s). (1.58)

设 f(x) = ei(λ,x)。这里 (λ, x) =
∑d

k=1 λkxk 是 Rd 中的内积。由于 f 是光滑函数，我们

可以对 f(Bt) 应用 Itô 公式。计算 f 的偏导数：

∂f

∂xk
= iλke

i(λ,x),
∂2f

∂x2k
= −λ2

ke
i(λ,x),

且当 k 6= l 时 ∂2f
∂xk∂xl

= 0。

对 f(Bt) = ei(λ,Bt) 在区间 [s, t] 上应用 Itô 公式：

df(Bt) =
d∑

k=1

∂f

∂xk
(Bt)dB

k
t +

1

2

d∑
k,l=1

∂2f

∂xk∂xl
(Bt)d〈Bk, Bl〉t

=
d∑

k=1

iλke
i(λ,Bt)dBk

t +
1

2

d∑
k=1

(−λ2
k)e

i(λ,Bt)d〈Bk, Bk〉t.

由假设 〈Bk, Bl〉t = δklt，故 d〈Bk, Bk〉t = dt，且当 k 6= l 时 d〈Bk, Bl〉t = 0。因此

df(Bt) =
d∑

k=1

iλke
i(λ,Bt)dBk

t − 1

2

d∑
k=1

λ2
ke

i(λ,Bt)dt.
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将其写成积分形式：

ei(λ,Bt) − ei(λ,Bs) =
d∑

k=1

∫ t

s

iλke
i(λ,Bu)dBk

u − 1

2

d∑
k=1

λ2
k

∫ t

s

ei(λ,Bu)du. (1.59)

现在考虑条件期望。由于每个 Bk 是连续局部鞅且 〈Bk, Bk〉t = t，特别地，Bk 是平方可

积鞅（事实上是 L2-有界鞅，因为 E[(Bk
t )

2] = t 有界于有限区间上）。因此，对任意 k，Itô 积
分
∫ t

s
iλke

i(λ,Bu)dBk
u 是鞅增量，满足

E
[∫ t

s

iλke
i(λ,Bu)dBk

u

∣∣∣Fs

]
= 0. (1.60)

对 (1.59) 式两边取关于 Fs 的条件期望，并利用 (1.60) 式，得

E
[
ei(λ,Bt) | Fs

]
− ei(λ,Bs) = −1

2
|λ|2

∫ t

s

E
[
ei(λ,Bu) | Fs

]
du,

其中 |λ|2 =
∑d

k=1 λ
2
k。令

g(u) := E
[
ei(λ,Bu) | Fs

]
, u ≥ s.

则 g(s) = ei(λ,Bs)，且 g 满足积分方程

g(t)− ei(λ,Bs) = −1

2
|λ|2

∫ t

s

g(u)du.

对 t 求导（或直接观察），知 g 满足微分方程

dg

dt
= −1

2
|λ|2g(t), g(s) = ei(λ,Bs).

解此方程得

g(t) = ei(λ,Bs)e−
1
2 |λ|

2(t−s).

因此，

E
[
ei(λ,Bt) | Fs

]
= ei(λ,Bs)e−

1
2 |λ|

2(t−s),

等价地，

E
[
ei(λ,Bt−Bs) | Fs

]
= e−

1
2 |λ|

2(t−s). (1.61)

最后，要说明 (1.61) 式意味着 B 是标准布朗运动。首先注意到 B0 = 0，且 B 是连续过

程（由定理条件）。对于任意的 0 ≤ s < t，条件 (1.61) 给出增量 Bt −Bs 关于 Fs 的条件特征

函数与 Fs 无关，即

E
[
ei(λ,Bt−Bs) | Fs

]
= e−

1
2 |λ|

2(t−s) 对所有λ ∈ Rd.

这意味着 Bt −Bs 与 Fs 独立（因为其特征函数不依赖于 Fs 中的信息），且其分布为 d 维正

态分布 N(0, (t − s)Id)。此外，对任意的 0 ≤ t0 < t1 < · · · < tn，由条件独立性和正态性可

知，增量 Bt1 −Bt0 , Bt2 −Bt1 , . . . , Btn −Btn−1
相互独立，且每个增量服从相应的零均值正态

分布。这正是 d 维标准布朗运动的定义。因此，B 是 d 维标准布朗运动。

推论 1.4.11. 一维布朗运动是唯一以 t 为二次变差过程的连续局部鞅。

证明. 考虑一维情形（d = 1）。设 M 是连续局部鞅，满足 M0 = 0 且 〈M,M〉t = t。根

据 theorem 1.4.10，这样的 M 必定是标准布朗运动。这包含了两层含义：
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存在性 标准布朗运动 B 满足 〈B,B〉t = t，因此这样的过程存在。

唯一性 任何满足上述条件的连续局部鞅 M，其特征函数与布朗运动相同，即对任意 0 ≤ s < t，

E[eiλ(Mt−Ms) | Fs] = e−
1
2λ

2(t−s),

从而 M 的有限维分布与布朗运动一致。结合连续性，M 在分布意义上就是布朗运动。

因此，在连续局部鞅类中，二次变差过程为 〈M,M〉t = t 这一条件刻画了布朗运动。
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1.5 随机微分方程

定义 1.5.1. 我们称

dXt = σ(t,Xt) dBt + b(t,Xt) dt, X0 = x. (1.62)

为 {Xt} 的随机微分方程。称 σ 为方程 (1.62) 的扩散（diffusion）系数，称 b 为方

程 (1.62) 的漂移（drift）系数。

注. 一般情况下，随机微分方程未必有解，即使有解，也未必唯一。

1.5.1 常见的几类可表示解的 SDE

例 1.5.1. 求解
dXt = X3

t dt−X2
t dBt, X0 = 1.

解. 设 Xt = f(t, Bt)，则应用 Itô 公式得

dXt =
∂f

∂x
(t, Bt)dBt +

∂f

∂t
(t, Bt)dt+

1

2

∂2f

∂x2
(t, Bt)dt.

将其与给定的方程 dXt = X3
t dt−X2

t dBt 比较系数，可得：

−f(t, Bt)
2 =

∂f

∂x
(t, Bt),

且

f(t, Bt)
3 =

∂f

∂t
(t, Bt) +

1

2

∂2f

∂x2
(t, Bt).

由第一个方程 ∂f
∂x

= −f2，视 t 为参数，解得

f(t, x) =
1

x+ c(t)
,

其中 c(t) 为仅依赖于 t 的函数。

代入第二个方程：计算

∂f

∂t
= − c′(t)

(x+ c(t))2
,

∂2f

∂x2
=

2

(x+ c(t))3
,

于是
∂f

∂t
+

1

2

∂2f

∂x2
= − c′(t)

(x+ c(t))2
+

1

(x+ c(t))3
.

但方程要求此式等于 f3 = 1
(x+c(t))3

，故有

− c′(t)

(x+ c(t))2
+

1

(x+ c(t))3
=

1

(x+ c(t))3
,

即 − c′(t)
(x+c(t))2

= 0。因此 c′(t) = 0，从而 c(t) 为常数 c。

于是

f(t, x) =
1

x+ c
.
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由初始条件 X0 = f(0, B0) = f(0, 0) = 1，得 1
0+c

= 1，故 c = 1。因此

Xt =
1

Bt + 1
.

例 1.5.2 (几何布朗运动). 设 x ∈ R, Bt 是标准布朗运动, 考虑几何布朗运动

Xt = x exp(µt+ σBt).

由 Itô 公式,

Xt = x+

∫ t

0

(
µ+

1

2
σ2

)
Xs ds+

∫ t

0

σXs dBs, (1.63)

即 Xt 是随机微分方程在

b(x) =

(
µ+

1

2
σ2

)
x, σ(x) = σx

情形下的解。

推导. 令 f(t, x) = xeµt+σx, 则 Xt = f(t, Bt)。应用 Itô 公式：

∂f

∂t
= µxeµt+σx = µf,

∂f

∂x
= σxeµt+σx = σf,

∂2f

∂x2
= σ2xeµt+σx = σ2f.

于是

dXt =
∂f

∂t
dt+

∂f

∂x
dBt +

1

2

∂2f

∂x2
dt = µXtdt+ σXtdBt +

1

2
σ2Xtdt.

合并 dt 项得

dXt =

(
µ+

1

2
σ2

)
Xtdt+ σXtdBt.

写成积分形式即得 (1.63) 式。因此 Xt 满足随机微分方程

dXt =

(
µ+

1

2
σ2

)
Xtdt+ σXtdBt, X0 = x,

其中漂移系数 b(x) =
(
µ+ 1

2
σ2
)
x, 扩散系数 σ(x) = σx。

例 1.5.3 (Bessel 过程). 设 d ≥ 1，Wt = (W 1
t , . . . ,W

d
t ) 是 d 维标准布朗运动。0 6= x ∈

Rd，令

Xt = |x+Wt|,

由 Itô 公式可得

Xt = |x|+
d∑

i=1

∫ t

0

W i
s

|Ws|
dW i

s +
1

2

∫ t

0

d− 1

|Ws|
ds. (1.64)

记

Bt =
d∑

i=1

∫ t

0

W i
s

|Ws|
dW i

s ,
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由布朗运动的 Lévy 特征可知 Bt 是一维标准布朗运动。于是 Xt 是随机微分方程

dXt = dBt +
d− 1

2Xt

dt, X0 = |x| (1.65)

的解，称为指标为 d 的 Bessel 过程。
一般的，当 d 为 ≥ 2 的实数时，上面随机微分方程都有唯一解。而当 d < 2 时，情况

就变得复杂，但方程 (1.65) 的解至少在 T = inf{t > 0 : Xt = 0} 之前是存在的。

推导概要. 考虑函数 f(y) = |y| =
√
y21 + · · ·+ y2d，其中 y = (y1, . . . , yd)。记 Yt = x+Wt，则

Xt = f(Yt)。计算偏导数：
∂f

∂yi
=

yi
|y|
,

∂2f

∂y2i
=

1

|y|
− y2i

|y|3
,

且当 i 6= j 时 ∂2f
∂yi∂yj

= −yiyj

|y|3。因此

∆f =
d∑

i=1

∂2f

∂y2i
=
d− 1

|y|
.

对 Xt = f(Yt) 应用多维 Itô 公式，并利用 dY i
t = dW i

t，得

dXt =

d∑
i=1

∂f

∂yi
(Yt) dW

i
t +

1

2
∆f(Yt) dt =

d∑
i=1

W i
t

|Wt|
dW i

t +
d− 1

2|Wt|
dt.

积分即得 (1.64)。定义 Bt 如上，则 〈B,B〉t =
∑d

i=1

∫ t

0

(
W i

s

|Ws|

)2
ds = t，故由 Lévy 特征定理

知 Bt 是标准布朗运动。于是 (1.65) 成立。

例 1.5.4 (Ornstein-Uhlenbeck过程). 设 Bt 是一维标准布朗运动，考虑 Langevin方程

dXt = −αXtdt+ σdBt, (1.66)

其中 α > 0, σ > 0。类似于常数变易法，我们令 Xt = e−αtYt，则

dYt = eαtσdBt.

从而

Xt = e−αt

(
X0 +

∫ t

0

eαsσdBs

)
.

若 X0 = x，则 Xt 是期望为 e−αtx，协方差为

Cov(Xt, Xs) = E(XtXs)− E(Xt)E(Xs)

= σ2

∫ t∧s

0

e−α(t−u)e−α(s−u)du

=
σ2

2α

(
e−α|t−s| − e−α(t+s)

)
(1.67)

的高斯过程。

对于 d > 1 维情形，即 Bt 为 d 维布朗运动，Xt 为 d× 1 向量，α, σ 为 d× d 维矩阵，

此随机微分方程也可以用类似的方法求解。
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推导. 令 Xt = e−αtYt，则 Itô 公式给出

dXt = −αe−αtYtdt+ e−αtdYt = −αXtdt+ e−αtdYt.

与方程 (1.66) 比较得 e−αtdYt = σdBt，即

dYt = eαtσdBt.

积分得

Yt = Y0 +

∫ t

0

eαsσdBs,

代回得

Xt = e−αt

(
X0 +

∫ t

0

eαsσdBs

)
.

当 X0 = x 为常数时，Xt 是 Itô 积分的线性泛函，因而是高斯过程。期望为

E[Xt] = e−αtx.

协方差计算：对 s ≤ t，

E[XtXs] = E

[
e−αt

(
x+

∫ t

0

eαuσdBu

)
· e−αs

(
x+

∫ s

0

eαvσdBv

)]
= e−α(t+s)x2 + σ2e−α(t+s)E

[∫ t

0

eαudBu

∫ s

0

eαvdBv

]
= e−α(t+s)x2 + σ2e−α(t+s)

∫ s

0

e2αudu

= e−α(t+s)x2 +
σ2

2α
e−α(t+s)(e2αs − 1).

于是

Cov(Xt, Xs) = E[XtXs]− E[Xt]E[Xs] =
σ2

2α

(
e−α|t−s| − e−α(t+s)

)
,

即 (1.67) 式。当 t = s 时，方差为 σ2

2α
(1− e−2αt)，当 t → ∞ 时趋于 σ2

2α
，表明过程趋于一个

平稳分布 N
(
0, σ

2

2α

)
。

注 (作业). 从显式解

Xt = e−αt

(
X0 +

∫ t

0

eαsσdBs

)
(1.68)

出发，可直接验证它满足 dXt = −αXtdt+ σdBt。

记 Yt = X0+
∫ t

0
eαsσdBs，则 Xt = e−αtYt，且 dYt = eαtσdBt。对 Xt = f(t, Yt) = e−αtYt

应用 Itô 公式：
∂f

∂t
= −αe−αtYt = −αXt,

∂f

∂y
= e−αt,

∂2f

∂y2
= 0.

于是

dXt =
∂f

∂t
dt+

∂f

∂y
dYt +

1

2

∂2f

∂y2
d〈Y, Y 〉t = −αXtdt+ e−αt · eαtσdBt = −αXtdt+ σdBt.

这正是原方程。同时，X0 = e−α·0Y0 = X0，初始条件自然满足。因此 (1.68) 确实是方程

dXt = −αXtdt+ σdBt 的解。
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例 1.5.5 (布朗桥). 设 a, b 是实数，应用 Itô 公式，可以验证

Xt = a

(
1− t

T

)
+
bt

T
+ (T − t)

∫ t

0

1

T − s
dBs, 0 ≤ t < T (1.69)

是随机微分方程

dXt =
b−Xt

T − t
dt+ dBt, 0 ≤ t < T, X0 = a (1.70)

的解。

推导. 令 Yt =
∫ t

0
1

T−s
dBs，则 Xt = a

(
1− t

T

)
+ bt

T
+ (T − t)Yt。对 Xt = f(t, Yt) 应用 Itô 公

式，其中 f(t, y) = a
(
1− t

T

)
+ bt

T
+ (T − t)y。计算偏导数：

∂f

∂t
= − a

T
+
b

T
− y,

∂f

∂y
= T − t,

∂2f

∂y2
= 0.

于是

dXt =
∂f

∂t
dt+

∂f

∂y
dYt +

1

2

∂2f

∂y2
d〈Y, Y 〉t

=

(
− a

T
+
b

T
− Yt

)
dt+ (T − t) · 1

T − t
dBt

=

(
b− a

T
− Yt

)
dt+ dBt.

另一方面，由 Xt 的表达式可得

b−Xt

T − t
=
b−

[
a
(
1− t

T

)
+ bt

T
+ (T − t)Yt

]
T − t

=
b−a
T

(T − t)− (T − t)Yt

T − t
=
b− a

T
− Yt.

因此

dXt =
b−Xt

T − t
dt+ dBt,

且 X0 = a。故 (1.69) 确为 (1.70) 的解。

注 (端点行为). 由于∫ t

t−ε

dBs

T − s
=
Bt −Bt−ε

T − t
−
∫ t

t−ε

Bs −Bt−ε

(T − s)2
ds,

故 ∣∣∣∣(T − t)

∫ t

0

dBs

T − s

∣∣∣∣ ≤ (T − t)

∣∣∣∣∫ t−ε

0

dBs

T − s

∣∣∣∣+ |Bt −Bt−ε|+ sup
t−ε≤s≤t

|Bs −Bt−ε|,

令 t→ T, ε→ 0，有

lim
t→T

(T − t)

∫ t

0

dBs

T − s
= 0.

这样，Xt 的轨道从 a 出发，在 T 时刻到达 b。因此，我们称 Xt 为布朗桥。它是期望为

a
(
1− t

T

)
+ bt

T
，协方差为 s ∧ t− st

T
的高斯过程。

1.5.2 SDE 解的存在唯一性

考虑下面的 SDE
dXt = σ(Xt)dBt + b(Xt)dt, X0 = x. (1.71)

其中 σ 和 b 为 R 上的可测函数。
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定义 1.5.2. 称适应的连续随机过程 Xt 为方程 (1.71) 的解，如果 ∀t ∈ [0, τ) 有

Xt = x+

∫ t

0

σ(Xs)dBs +

∫ t

0

b(Xs)ds. (1.72)

其中 τ := inf{t > 0 : |Xt| = ∞} := limn→∞ inf{t > 0 : |Xt| ≥ n} 为生命时。

定理 1.5.1. 设 σ 和 b 是局部 Lipschitz 连续，则方程 (1.71) 的解存在唯一。

注. 方程 (1.71) 是一个标准的随机微分方程 (SDE)，其解 Xt 是一个伊藤积分方程的路径

形式。这里的“局部 Lipschitz 连续”条件是保证局部唯一解的标准条件。
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