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1 First Class(24.10.19)

1.1 全纯函数列

逐点收敛、一致收敛、紧一致收敛

Definition 1.1 一致收敛
在 D 上一致收敛：∀ϵ > 0，∃N ,∀n > N，∀z ∈ D，|fn(z) − f(z)| < δ，记作 fn(z) ⇒ f(z).

Definition 1.2 紧一致收敛
在 D 上紧一致收敛：∀F ∈ D，F ′ 紧集，都有 {fn(z)}∞

n=1 在 D 上一致收敛.

Example 1.1 紧一致收敛但非一致收敛

考虑：fn(z) = zn，D = {z| |z| < 1} 为开集，{fn(z)} 在 D 上不一致收敛.

ϵ0 = 1
2
，∀N ∈ Z+，取一个 |z| < 1，|zn| ≥ ϵ0 不一致收敛.

考虑任一紧集 F ⊆ D，∃r ∈ (0, 1) 使 B(0, r) ⊇ F

事实上 fn(z)在 F 上一致收敛，|z| ≤ r < 1，∀ϵ > 0，∃N ∈ Z+，使 rn < ϵ，|fn(z)| = |z|n ≤ rn < ϵ

⇒ {fn(z)} 在 F 上一致收敛 ⇒ {fn(z)} 在 D 上紧一致收敛.

Theorem 1.1
{fn(z)}∞

n=1 ∈ H(Ω)，{fn(z)} 紧一致收敛于 f，则 f ∈ H(Ω).

Proof 由 Morera 定理，我们只需证明对任意闭路径 Γ ∈ Ωo 都有

∫
Γ
f(z)dz = 0

而

{fn(z)} ∈ H(Ω) ⇒
∫

Γ
fk(z)dz = 0 (∀k ∈ Z+)

又 {fn(z)} 在 Γ 上紧一致收敛于 f

⇒ 0 = lim
n→∞

∫
Γ
fn(z)dz =

∫
Γ
f(z)dz

Å∫
Γ

|fn(z) − f(z)| dz → 0
ã

⇒ f(z) ∈ H(Ω)

故：f(z) ∈ H(Ω).

Theorem 1.2

在 Theorem1.1 条件下，
¶
f (k)

n (z)
©
也在 Ω 上紧一致收敛于 f (k)(z). (k ∈ N)
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Analysis
∣∣∣f (k)

n (z) − f (k)(z)
∣∣∣ ↔ |fn(z) − f(z)|

F (z) = fn(z) − f(z)，在紧集上估计 F (k)(z)，建立 sup
z∈C

∣∣∣f (k)(z)
∣∣∣ 与 sup

z∈C
|f(z)| 之间的关系.

取 C : {z0| |z0 − z| ≤ δ}(C:Compact subset of Ω) C 紧集，每个元素都离 ∂Ω 有距离.

Proof 令 F (z) = fn(z) − f(z) ∈ H(Ω)

∣∣∣F (k)(z)
∣∣∣ =

∣∣∣∣ k!
2πi

∫
C

F (ξ)
(ξ − z)n+1dξ

∣∣∣∣ ≤ k!
2πi

sup
z∈C

|F (z)|

δk+1 · 2πδ = k!
δk

sup
z∈C

|F (z)|

由 fn(z) ⇒ f(z) 知：n → ∞ 时

sup
z∈C

|F (z)| → 0

⇒ f (k)
n (z) 在 Ω 上紧一致收敛于 f (k)(z).

Theorem 1.3 (按照积分定义全纯函数)

f(z) =
∫ 1

0
F (z, s)ds 1⃝固定 s，F (z, s) 关于 z 全纯 2⃝F (z, s) ∈ C(Ω × [0, 1]) 则有 f ∈ H(Ω).

Proof 法 1：由 Morera 定理，只需证明对 Ω 中的闭路径 Γ 有：
∫

Γ
f(z)dz = 0

0 =
∫

Γ

∫ 1

0
F (z, s)dsdz =

∫ 1

0
(
∫

Γ
F (z, s)dz)ds 由 1⃝=========

Cauchy 定理
0

故由 Morera 定理，我们可知：f ∈ H(Ω).

Proof 法 2：令 fn(z) = 1
n

n∑
k=1

F (z, k
n

) ∈ H(Ω)(Riemann 逼近)

我们只需证明 fn(z) 在 Ω 上紧一致收敛于 f(z)，进而由 Theorem1.1 可知 f ∈ H(Ω)

对于 ∀Ω 上的紧集 C

|fn(z) − f(z)| =
∣∣∣∣∣ 1n n∑

k=1
F (z, k

n
) −

∫ 1

0
F (z, s)ds

∣∣∣∣∣
=
∣∣∣∣∣ n∑
k=1

∫ n

k=1

∫ k
n

k−1
n

(F (z, k
n

) − F (z, s))ds
∣∣∣∣∣ ≤

n∑
k=1

∫ n

k=1

∫ k
n

k−1
n

∣∣∣∣F (z, k
n

) − F (z, s)
∣∣∣∣ ds(♣)

F (z, s) 在紧集 C 上一致收敛，∀ϵ > 0，∃N ∈ Z+，∀n > N 都有

d((z1, s1), (z2, s2)) < 1
n
时 : |F (z1, s1) − F (z2, s2)| < ϵ

代入 (♣)，则 n > N 时

|fn(z) − f(z)| ≤
n∑

k=1

∫ k
n

k−1
n

ϵds = ϵ
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⇒ fn(z) 紧一致收敛于 f(z)，进而由 Theorem1.1 ⇒ f ∈ H(Ω).

1.2 幂级数 (初初步)

Theorem 1.4

任意幂级数
∞∑

n=1
anz

n，∃0 < R < +∞ 使

(i) |z| < R时
∞∑

n=1
anz

n绝对收敛 (ii) |z| > R时
∞∑

n=1
anz

n发散

其中
1
R

= lim
n→+∞

sup n
√
an

Theorem 1.5

f ∈ H(Ω)，D : z0为中心的一个圆盘 D̄ ∈ Ω，则 f 在 z0上展成幂级数 f(z) =
∞∑

n=1
an(z−z0)n(z ∈ D)

对 ∀n ≥ 0 有

an = f (n)(z0)
n!

(C = ∂D)

Proof 由柯西积分公式：

f(z) = 1
2πi

∫
C

f(ξ)
ξ − z

dξ

1
ξ − z

= 1
(ξ − z0) − (z − z0)

= 1
ξ − z0

ξ − z0
(ξ − z0) − (z − z0)

= 1
ξ − z0

1
1 − z−z0

ξ−z0

f(z) = 1
2πi

∫
C

f(ξ)
ξ − z0

1
1 − z−z0

ξ−z0

dξ = 1
2πi

∫
C

f(ξ)
ξ − z0

∞∑
n=0

Å
z − z0
ξ − z0

ãn

dξ

=
∞∑

n=0

Å
( 1
2πi

)
∫

C

f(ξ)
(ξ − z0)n+1dξ

ã
(z − z0)n =

∞∑
n=0

f (n)(z0)
n!

(z − z0)n

故

an = f (n)(z0)
n!

Theorem 1.6 零点孤立性
f 在连通开集 Ω 上全纯，z0 ∈ Ω 为 f 的零点，f 在 Ω 上不恒为 0，∃z0 邻域 U ⊂ Ω、U 上非零函

数 g 及唯一 n ∈ Z+ 使对 ∀z ∈ U

f(z) = (z − z0)ng(z)(n :零点的阶数)
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Proof Ω 连通，∀z0，∃z0 的某个邻域 U，f 在 z0 的邻域 U 上恒不为 0；

对于 z ∈ U，我们有

f(z) =
∞∑

n=0
an(z − z0)n 最小使an ̸=0的n=========== (z − z0)n(an + an−1(z − z0) + ...) := (z − z0)ng(z)

其中，z 离 z0 充分近时，g(z) ̸= 0；换言之，z 在 z0 的一个小邻域内有 g(z) ̸= 0

若不唯一，则有

f(z) = (z − z0)ng(z) = (z − z0)mh(z)

不妨设 m > n，则

g(z) = (z − z0)m−nh(z)

当 z → z0 时

g(z) → 0

矛盾！

Exercise 1.1

设 f ∈ H(C)，∀z0 ∈ C，f(z) =
∞∑

n=0
cn(z − z0)n，系数 cn 至少由一个为 0.

证明：f 为多项式.

Solution 若 ∃n，f (n)(z) ≡ 0 则 f 为多项式. (cn = f (n)(z0)
n!

)

对 ∀n，f (n)(z) = 0 的根至多可数 (否则与零点孤立性矛盾！)

S =
∞∪

k=0

¶
z ∈ C|f (k)(z) = 0

©
至多可数；

由题意知，∀z ∈ C，∃n 使 f (n)(z) = 0

⇒ C ⊆
∞∪

k=0

¶
z ∈ C|f (k)(z) = 0

©
这与 S 的至多可数性矛盾！

故 f 为多项式.

(♠)nkuSherr1@gmail.com



1 FIRST CLASS(24.10.19) 6

1.3 奇点

Definition 1.3 奇点 
可去奇点：可以全纯延拓

极点：如 f(z) = 1
z
在 z = 0 处附近无界

本性奇点：有界，不能全纯延拓（振荡）

1.3.1 可去奇点

Theorem 1.7 可去奇点的 Riemann 定理
f 在开集 Ω 上除 z0 无定义以外都全纯，若 f 在 Ω\ {z0} 有界，则 z0 为 f 的可去奇点.

Proof 取 D : z0 为圆心的圆盘，C : ∂D 取正方向

由 Theorem1.3 只需证明

∀z ̸= z0, f(z) = 1
2πi

∫
C

ξ

ξ − z
dz(z ∈ D)(♣)

由多联通域上的柯西积分定理有

∫
C

f(ξ)
ξ − z

dξ +
∫

γϵ

f(ξ)
ξ − z

dξ +
∫

γϵ′

f(ξ)
ξ − z

dξ = 0

由 Cauchy 积分公式

f(z) = − 1
2πi

∫
γϵ′

f(ξ)
ξ − z

dξ()

估计 ∫
γϵ

f(ξ)
ξ − z

dξ ≤
sup
ξ∈γϵ

|f(ξ)|

inf
ξ∈γϵ

|ξ − z|
· 2πϵ → 0(ϵ → 0+)

⇒ (♣) 成立，由 Theorem1.3 知 z0 为可去极点.

Remark 其中 γϵ 和 γ′
ϵ 分别表示以 z 和 z0 为中心，ϵ 为半径的两个小圆周，方向取负方向.

1.3.2 极点 (看成 1
f
的零点)

Corollary 1.1

z0为f极点 ⇐⇒ z → z0时: |f(z)| → ∞

Proof “⇒”：z0 为
1
f
的零点，z → z0 时，|f(z)| → +∞
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“⇐”：若 z → z0 时 |f(z)| → +∞
1
f

→ 0(z → z0)， 1
f
在 0 附近有界 T heorem1.7−−−−−−−→ z0 为

1
f
的可去奇点 ⇒ z0 为极点.

Theorem 1.8
z0 为 f 的极点，在 Theorem1.6 条件下

1
f

= (z − z0)ng(z) ⇒ f(z) = (z − z0)−nG(z)

其中 G(z) 全纯

Theorem 1.9
Theorem1.8 中

f(z) = (z − z0)−n(b0 + b1(z − z0) + ...+ bn−1(z − z0)n−1 +H(z)(z − z0)n)

= b0
(z − z0)n

+ b1
(z − z0)n−1 + ...+ bn

z − z0
+H(z)

:= a−n

(z − z0)n
+

a−(n−1)
(z − z0)n−1 + ...+ a1

z − z0
+H(z)

Theorem 1.10
包含 z0 的闭路径 Γ

∫
Γ
f(z)dz =

∫
Γ

Å
a−n

(z − z0)n
+

a−(n−1)
(z − z0)n−1 + ...+ a1

z − z0
+H(z)

ã
dz

=
∫

Γ

a−1
z − z0

dz = 2πia−1

其中 a−1 称为 f 在该极点的留数，记作 Res(f, z0).

Example 1.2 怎么求留数
n = 1

f(z) = a−1
z − z0

+H(z), a−1 = lim
z→z0

(z − z0)f(z)

对于普遍的 n

(z − z0)nf(z) = a−n + a−(n−1)(z − z0) + ...+ a−1(z − z0)n−1 + (z − z0)nH(z)

a−1 = lim
z→z0

1
(n− 1)!

Å
d

dz

ãn−1
((z − z0)nf(z))

f(z) = (z − z0)−nG(z) ⇒ (z − z0)nf(z) = g(z)︸︷︷︸
holomophic
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Exercise 1.2 利用留数算积分
证明 ∫ +∞

0

sin x
x

dx = π

2

Solution (围道积分法))

令 f(z) = eiz

z
，考虑如下的围道：

x

y

CR

Cr

−R −r r R

由柯西积分定理 ∫ −r

−R
+

∫ R

r
+

∫
Cr

+
∫

CR

= 0(♣)

∫
Cr

= −
∫ π

0

eireiθ

reiθ
ireiθdθ = −i

∫ π

0
eirθdθ

r→0+
−−−→ −πi

∣∣∣∣∫
CR

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
∫ 2π

0

eiReiθ

Reiθ
iReiθdθ

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣i ∫ 2π

0
eiRθdθ

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣i ∫ 2π

0
eR(cos θ+i sin θ)dθ

∣∣∣∣
≤

∫ 2π

0
e−R sin θ

∣∣∣eiR cos θ
∣∣∣ dθ =

∫ 2π

0
e−R sin θdθ → 0(R → +∞)

另一面

∫ −r

−R

eiz

z
+

∫ R

r

eiz

z
=

∫ −r

−R

cos z + sin z
z

dz +
∫ R

r

cos z + sin z
z

dz = 2i
∫ R

r

sin z
z

dz

令 R → +∞，r → 0+，结合 (♣) 可知

∫ +∞

0

sin x
x

= −(−πi)
2i

= π

2

故 ∫ +∞

0

sin x
x

dx = π

2

Remark 选择合适的周线 (圆 [挖孔]、矩形)！

(♠)nkuSherr1@gmail.com



1 FIRST CLASS(24.10.19) 9

Exercise 1.3 利用留数算积分
证明 ∫ +∞

−∞

e−2πixξ

cosh πx
dx = 1

cosh πξ

其中

cosh x = ex + e−x

2

Solution 令 f(z) = e−2πizξ

cosh πz
，cosh πx = 0

⇒ eπx + e−πx = 0 ⇒ x = i

2
or

3i
2

我们取分母周期为 2i > max
ß
i

2
,
3i
2

™
，考虑如下的围道：

x

y

−R R

2i

1.5i

0.5i

Γ1

Γ2

Γ3

Γ4

lim
z→ i

2

(z − i

2
)f(z) = lim

z→ i
2

(z − i

2
) 2e−2πizξ

eπz + e−πz
= e2πizξ 2(z − i

2)
eπz + e−πz

= eπξ

πi

同理

lim
z→ 3i

2

(z − 3i
2

)f(z) = −e3πξ

πi

由留数定理可知 Å∫
Γ1

+
∫

Γ2
+

∫
Γ3

+
∫

Γ4

ã
f(z)dz = 2(eπξ − e3πξ) (♣)

其中记我们想要的

∫
Γ1

= I

∫
Γ1

=
∫ R

−R

e−2πixξ

cosh πx
dx → I(R → +∞)

∫
Γ3

= −
∫ R

−R

e−2πi(x+2i)ξ

cosh πx
dx = e4πξ

∫ R

−R

e−2πixξ

cosh πx
dx → e4πξI(R → +∞)

∣∣∣∣∫Γ2

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
∫ 2

0
i
e−2π(ix+R)ξ

cosh π(ix+R)
dx

∣∣∣∣∣ ≤
∫ 2

0

∣∣∣∣∣ 2e−2πxξ

eπix + e−πix

∣∣∣∣∣ dx
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|coshπx| = eπx + e−πx

2
≥ 1

2
∣∣eπx − e−πx

∣∣ ≥ 1
2

(eπR − e−πR) → +∞

⇒
∣∣∣∣∫Γ2

∣∣∣∣ → 0(R →= ∞)

同理 ∣∣∣∣∫Γ4

∣∣∣∣ → 0 (R →= ∞)

令 R → +∞ 并结合 (♣) 可得

(1 − e4πξ)I = −2e2πξ(eπξ − e−πξ) ⇒ I = 2(eπξ − e−πξ)
eπξ − e−πξeπξ + e−πξ

= 2
eπξ + e−πξ

= 1
cosh πξ

故 ∫ +∞

−∞

e−2πixξ

cosh πx
dx = 1

cosh πξ
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2 Second Class(24.10.26)

2.1 本性奇点

Theorem 2.1 Casorati Weierstrass 定理
f ∈ H(Dr(z0)\ {z0}，z0 为本性奇点，则 f 在 Dr(z0)\ {z0} 的像在复平面稠密.

Remark 在本性奇点附近震荡——Picard 定理.

Proof 反证 若不稠密，则 ∃ω, ∃δ > 0 使

∀0 < |z − z0| < δ, |f(z) − ω| ≥ ϵ0

令

g(z) = 1
f(z) − ω

, |g(z)| ≤ 1
ϵ0

(∀z ∈ Dδ(z0)\ {z0}

下面我们来讨论 f(z) − ω 在 z0 的极点情况：

1⃝f(z) − ω 在 z0 全纯 ⇒ z0 为可去奇点，矛盾！

2⃝否则必有 f(z) − ω → +∞(z → z0)z0 为极点，矛盾！

故 f 在 Dr(z0)\ {z0} 的像在复平面稠密.

Example 2.1

任何单射整函数都为线性函数 (可表示为 f(z) = az + b a, b ∈ C, a ̸= 0)

Proof 考虑 f(1
z

) 的奇点 ( 1
∞

= 0)，假设 f(1
z

) 在 0 处为极点

令

G(z) = f(1
z

) = a−k

zk
+ ...+ a−1

z
+G0(z)

其中 G0(z) 全纯，

f(z) = akz
k + ...+ a1z + C

单射−−→多项式

故只需考虑是可去奇点还是本性奇点的情形：

1⃝f(1
z

) 在 0 处为可去奇点：

f 在 ∞ 处补充定义为 c，f 在有界区域有界 M，此时

f ≤ max {c,M →}

故 f 有界
Liouville−−−−−→ f 恒为常数，与 f 单射矛盾！

2⃝f(1
z

) 在 0 处为本性奇点：
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取一个圆盘 Dδ(0)，取圆盘外点 z0

由开映射定理可知

∃δ0 > 0 s.t. Bδ0

Å
f( 1
z0

)
ã

∈ f(C)

令 Bδ1(z0) ∩Dδ(0) = ϕ 根据 Casorati−Weierstrass 定理，我们可知 f 在 Dδ(z0)\ {z0} 也能取

到 Bδ1

Å
f( 1
z0

)
ã
中的点与 f 单射矛盾！

Definition 2.1 亚纯函数
f 在 Ω 上亚纯 ⇐⇒ ∃ {z0, z1...} 在 Ω 上没有极限点使得

(i)f ∈ H (Ω\ {z0, z1...}) (ii) {z0, z1...}为f的极点.

延拓的复平面上讨论亚纯函数

Definition 2.2 延拓复平面上的全纯函数

定义在复平面上的亚纯函数 f, F (z) = f(1
z

)，F 在 0 处有可去奇点/极点，称 f 是延拓复平面上

的全纯函数.

Theorem 2.2
延拓复平面上的全纯函数是有理函数.

Proof


复平面上的极点z1, z2, ..., zn

f在0处→ (极点/可去奇点)z∞

Claim f 有限部分极点至多有限个，若不然由 Casorati − Weierstrass 定理可知存在极点列的收敛

子列，且极限点 ∈ C，与零点的孤立性矛盾！

zk 附近

f(z) = a−m

(z − zk)m
+ ...+ a−1

z − zk
+Gk(z) = fk(z) +Gk(z)

其中 fk(z) 为有理函数 (主部)，Gk(z) 为全纯函数，f −
n∑

k=1
fk 在每个 zk 附近有界 → 整函数

1⃝考虑 1 ≤ k ≤ n，f(z) = fk(z) + gk(z) → zk 附近全纯 (fk(z) 主部，有理函数)

2⃝

G(z) = f(1
z

) = al

zl
+ ...+ a−1

z
+G∞(z) = ›f∞(z) +›g∞(z)

f(z) = alz
l + ...+ a−1z +G∞(1

z
), f∞(z) = ›f∞(1

z
)

h = f −
n∑

k=1
fk − f∞ → 整函数

Liouville−−−−−→ h 为常数 ⇒ f = c+
n∑

k=1
fk + f∞ 为有理函数.
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Remark (⋆) 重要思想：把无穷远看成一个点去考虑证明.

Exercise 2.1 留数计算级数求和
假设 u 不为整数，证明：

+∞∑
n=−∞

1
(u+ n)2 = π2

(sin πu)2 (u ∈ C)

Solution 考虑构造 f(z) = π cotπz
(u+ z)2 (这样构造能使 f(z) 的所有极点为所有整数和 u)

resnf = π lim
z→n

(z − n) cotπz
(u+ n)2 = π

(u+ n)2 · lim
z→n

(z − n) cotπz = 1
(u+ n)2

res−uf = lim
z→n

d

dz
(π cotπz) = − π2

(sin πu)2

取一个圆心为原点的圆

|z| = N + 1
2
, N > |u|

其中 [−N,N ] ∈
ß
z| |z| ≤ N + 1

2

™
，所有极点 {−N, ..., N,−u}，故有

2πi

(
N∑

n=−N

1
(u+ n)2 − π2

sin2(πu)

)
=

∫
DN

π cotπz
(u+ z)2

只需

lim
N→+∞

∫
DN

π cotπz
(u+ z)2dz = 0

而 ∣∣∣∣∫
DN

π cotπz
(u+ z)2dz

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
∫ 2π

0

π cotπ(N + 1
2)eiθ(

u+ (N + 1
2)eiθ

)2 (N + 1
2

)eiθidθ

∣∣∣∣∣
≤

∫ 2π

0

N + 1
2

(N + 1
2 − u)2π cotπ(N + 1

2
)eiθdθ → 0 (N → +∞)

故

lim
N→+∞

∫
DN

π cotπz
(u+ z)2dz = 0

进而有原命题成立，即
+∞∑

n=−∞

1
(u+ n)2 = π2

(sin πu)2 (u ∈ C)
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2.2 辐角原理

Theorem 2.3 辐角原理
f 在包含圆周 C 及内部的开机上亚纯，f 在圆周 C 上没有极点/零点，那么：

∫
C

f ′(z)
f(z)

dz = 2πi ·
[
f在C内部零点个数 (含重数) − f在C内部极点个数

]

Proof 由辐角函数的定义，我们有：

log f(z) = |log f(z)| + i arg f(z)

f(z) = (z − z0)ng(z), f
′(z)
f(z)

= n(z − z0)n−1g(z) + (z − z0)ng′(z)
(z − z0)ng(z)

= n

z − z0
+ g(z)
g′(z)

⇒
∫

γ

f ′(z)
f(z)

dz = 2πi · n

n 阶极点在曲线内部：

f(z) = (z − z0)ng(z) f ′(z)
f(z)

= −n
z − z0

+H(z)
∫

γ

f ′(z)
f(z)

= −2πi · n

f(z) = (z − z1)m1 ...(z − zk)mk · (z − ω1)−n1 ...(z − ωs)−nsg(z) (m1, ...,mk, n1, ...ns ∈ N+)

其中 (z − ω1)−n1 ...(z − ωs)−ns 全纯，g(z) 全纯且局部非 0

下面我们考虑：

∫
γ

f ′(z)
f(z

dz

(f1f2)′

f1f2
= f ′

1f2 + f1f
′
2

f1f2
= f ′

1
f1

+ f ′
2
f2

由归纳法我们有：
(f1...fn)′

f1...fn
=

n∑
k=1

f ′
k

fk

故 ∫
γ

f ′(z)
f(z)

dz =
k∑

i=1

[(z − zi)mi ]′

(z − zi)mi
dz +

s∑
j=1

[(z − zj)nj ]′

(z − zj)nj
dz

⇒ 2πi
[
零点个数(含重数) −极点个数

]
= 2πi

k∑
i=1

mi − 2πi
s∑

j=1
nj =

∫
γ

f ′(z)
f(z)

dz
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2.3 Rouche 定理

Theorem 2.4 Rouche 定理
f, g 定义在包含圆周 C 及其内部开集上的全纯函数，∀z ∈ C 有 |f(z)| > |g(z)|

则 f 和 f + g 在圆周内部有相同的零点数.

Proof 对于 t ∈ (0, 1)，我们定义：

ft(z) = f(z) + tg(z) ⇒ ft(z) ̸= 0(∀z ∈ C) s.t.f0 = f, f1 = f + g

记 nt 为 ft 在 C 内部的零点个数，而由 ft(z) ̸= 0(∀z ∈ C) 可知 f(z) 在 C 上无零点，故由辐角原

理我们可知：

nt = 1
2πi

∫
γ

f ′
t(z)
ft(z)

dz(只取自然数)

故 nt 关于 t 连续，但只取自然数，故 nt 恒为常数，故 n0 = n1，即：f 和 f + g 在 C 内部有相同

的零点数.

Exercise 2.2
f : u → v 全纯单射，证

∀z ∈ u, f ′(z) ̸= 0

Solution 假设 f ′(z0) = 0，z0 附近点 z：

f(z) = f(z0) + c(z − z0)k +G(z) (k ≥ 2)

其中 G(z) 为高阶无穷小

f(z) − f(z0) − ω︸ ︷︷ ︸
至多一个零点

= F (z) +G(z)

其中

F (z) = c(z − z0)k − ω︸ ︷︷ ︸
至少k个>1个

取 z0 的小邻域 D 使得

|F (z)| > |G(z)|

进而由 Rouche 定理，可知 F 与 F +G 在这个小邻域 D 内的零点个数相同

由于 f 单射，故 D 上 F +G = f(z) − f(z0) − ω 的零点至多一个

而 F = c(z − z0)k − ω 的零点至少有 k 个且 k ≥ 2 矛盾！

综上：f ′(z) ̸= 0.
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Exercise 2.3 代数基本定理
n 次多项式一定有 n 个复数根.

Solution 最大模原理/Liouville 定理 ⇒ 至少有一个根.

令 f(z) = anz
n + ...+ a1z + a0，将圆盘取足够大时 (即 |z| 足够大时)，有：

|anz
n| >

∣∣an−1z
n−1+...+a1z+a0

∣∣
故由 Rouche 定理我们可知：对于足够大的圆盘 C，f 在 C 内部的零点个数 = anz

n 在 C 内部的零

点个数即为 n

2.4 开映射定理

Theorem 2.5 开映射定理
f 是 Ω 上的全纯函数，且它不是常数，那么它是一个开映射.

Proof 记 f(z0) = ω0

∃ω0 的一个邻域 Bδ(ω0) 使 ∀ω ∈ Bδ(ω0)，∃δ1 使在 Bδ1(z0) 上 f(z) − ω 有零点.

考虑

f(z) − ω = f(z) − ω︸ ︷︷ ︸
F (z)

+ω − ω0︸ ︷︷ ︸
G(z)

选取 δ > 0, {z| |z − z0| ≤ δ} ⊆ Ω，并且在 |z − z0| = δ, f(z) ̸= ω0

然后选取 ϵ > 0 使得在圆周 |z − z0| = δ 上，|f(z) − ω0| ≥ ϵ

现在如果 |ω − ω0| < ϵ，在圆周 |z − z0| = δ 上 |F (z)| > |G(z)|，由 Rouche 定理可知 F 和 F + G

在 |z − z0| < δ 上有相同的零点数，而 F 在 |z − z0| < δ 有且仅有一零点 z0，故 F + G 在 |z − z0| < δ

也只有一个零点，这说明 f 是开的.
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3 Third Class(24.11.02)

3.1 对称原理和反射原理

Theorem 3.1 对称原理
f+ ∈ H(Ω+), f− ∈ H(Ω−), I 上有一个扩张函数使其连续，

∀x ∈ I, f+(x) = f−(x), f =


f+ Ω+

f+ = f− I

f− Ω−

⇒ f ∈ H(Ω)

Proof 由 Morera 定理，任意过 I 上一点的三角形周线 Γ，

∫
Γ
f(z)dz = 0

1⃝Γ ⊆ Ω+⧸Γ ⊆ Ω−，由 Cauchy 定理可知

∫
Γ
f(z)dz = 0

2⃝有一条边与 I 重合，把底面换高得到一族三角形周线 Γϵ ⊆ Ω+

∫
Γϵ

f(z)dz = 0
∫

Γ
f(z)dz = lim

ϵ→0+

∫
Γϵ

f(z)dz = 0

这是由连续性保证的 3⃝…

Theorem 3.2 Schwarz 反射原理

f ∈ H(Ω+)，f 保证连续性扩张到 I 上，并且在 I 上是实值函数，则 ∃F，使得 F 在 Ω 上是全纯

的，并且在 Ω+ 上有 F = f .

Proof 定义 F 在 Ω+ 上的表达式 F (z) = f(z̄)

Remark F (z) 在 Ω− 连续扩张到 I 上，由 f 在 I 上实值保证.

故我们只需验证 F ∈ H(Ω−)，再由 Theorem3.1 可知

F ∈ H(Ω) and F = f(z ∈ Ω+)

验证：F 在 Ω− 上可展成幂级数

(♠)nkuSherr1@gmail.com



3 THIRD CLASS(24.11.02) 18

对于 z, z0 ∈ Ω−, z̄, z̄0 ∈ Ω+, f ∈ H(Ω)

f(z̄) =
+∞∑
n=1

an(z̄ − z̄0)n (z, z0 ∈ Ω+)

F (z) = ¯f(¯)z
+∞∑
n=1

ān(z − z0)n (z, z0 ∈ Ω+)

⇒ f ∈ H(Ω)

由 Theorem3.1 可知、

F ∈ H(Ω)

Theorem 3.3 (

一般形式 1：调和延拓) 设 v(x) 在 Ω+ ∪ I 上连续，在 Ω+ 上调和，且在 I 上恒为 0，则 v 有一个

扩张到 Ω 的调和延拓，满足对称关系：

v(z̄) = −v(z)

相同条件下，若 v 为 Ω+ 上解析函数 f 的虚部，则 f 有满足 f(z) = ¯f(¯)z 的解析延拓.

Proof (简证)

v(z) =


v(z) z ∈ Ω+

0 z ∈ I

−v(z̄) z ∈ Ω−

只需验证 v 在 I 上调和

∀xb ∈ I，取 x0 为圆心的圆盘 D，上半圆盘 D1，泊松积分 Pv，v − Pv 在 D1 上调和

v − Pv 在 D1 和 D ∩ I 上都为 0

v → 0 Pv = 0 v − Pv → 0

由对称性，

Pv = 0(z ∈ Ω ∩D)

再由调和函数最大值和最小值原理

v − Pv = 0
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下半圆盘同理 ⇒ v 在 D 上调和 ⇒ v 调和

Remark 细节证明参考 Anlfors : Page134, 135.

Theorem 3.4 一般形式的 Schwarz 反射原理

D1, D2 具有 Jordan 边界，它们边界上分别有一段圆弧或直线 γ1, γ2，设 D1, D2 关于 γ1, γ2 对称

区域 D∗
1, D

∗
2，D1 ∩D∗

1 = D2 ∩D∗
2 = ∅

Exercise 3.1
f 在 D̄ 上非零连续，f ∈ H(D)，证：若 |z| = 1, |f(z)| = 1，则 f 为常数.

Proof (法一) 假设 f 非常数

|f(z)| 的最大值在 |z| = 1 上取

⇒ ∀z ∈ D◦ |f(z)| < 1 1
f

∈ H(D)

| 1
f(z)

| 的最大值在 |z| = 1 上取

⇒ ∀z ∈ D◦ | 1
f(z)

| < 1 ⇒ |f(z)| > 1

矛盾！故 f 恒为常数.

Proof (法二) 做一个解析延拓 F ...▲

Theorem 3.5 Runge 近似定理

1⃝任何定义在紧集 K 的某个邻域内的全纯函数在 K 内都可以被有理函数一致近似，而且有理函

数的奇点都在 Kc 内.

2⃝如果 Kc 连通，则任何定义在紧集 K 的某个邻域内的全纯函数在 K 内都可以被多项式一致近

似.

Lemma 3.1
假设 f ∈ H(Ω)，K ⊂ Ω 为紧集，在 Ω\K 存在有限多条线 γ1, · · · γN，对 ∀z ∈ K，有

f(z) =
N∑

n=1

1
2πi

∫
γn

f(ξ)
ξ − z

dξ

Proof (proof of Lemma3.1)
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把 K 划分为有限个方格，γ1, · · · , γN 为不属于两个相邻公共边的方格边

Q = Q1, · · · , Qm 覆盖紧集 K 的有限个方格，其中 Oi ∩Oj = ∅

1
2πi

m∑
i=1

∫
∂Qi

f(ξ)
ξ − z

dξ = 1
2πi

N∑
i=1

∫
γi

f(ξ)
ξ − z

dξ

取 z0 ∈ K,∃1 ≤ i ≤ n, z ∈ Qi，

1
2πi

∫
∂Qj

f(ξ)
ξ − z

dξ
Cauchy积分公式============


0j ̸= i

f(z)j = i

则
1

2πi

N∑
i=1

∫
∂γi

f(ξ)
ξ − z

dξ = 1
2πi

m∑
i=1

∫
∂Qi

f(ξ)
ξ − z

dξ = f(z)

Lemma 3.2

对于 Ω\K 上的线段 γ，γ 上存在一列奇点在 γ 上的有理函数在 K 上一致近似积分

∫
γ

f(ξ)
ξ − z

dξ.

Proof (proof of Lemma3.2)

γ 参数化 γ(t), [0, 1] → C ∫
γ

f(ξ)
ξ − z

dξ =
∫ 1

0

f(γ(t))
γ(t) − z

γ′
tdt

其中我们要要求 γ′(t) 为常数，这样能方便我们的近似 (积分定义全纯函数)

记
f(γ(t))
γ(t) − z

:= F (z, t) 在 Ω × [0, 1] 上连续，则

fn(z) = 1
n

n∑
i=1

F (z, k
n

)

∣∣∣∣fn(z) −
∫ 1

0
F (z, t)dt

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ n∑
i=1

∫ i
n

i−1
n

F (z, i
n

) − F (z, t)dt
∣∣∣∣∣

≤
n∑

i=1

∫ i
n

i−1
n

∣∣∣∣F (z, 1
n

) − F (z, t)
∣∣∣∣ dt < n∑

i=1

∫ i
n

i−1
n

ϵdt < ϵ

⇒ {fn(z)} 在 K 上一致收敛于 F (z)

...▲

Lemma 3.3

Kc 连通，z0 /∈ K，则
1

z − z0
在 K 上可被多项式一致近似.
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Proof (proof of Lemma3.3)

首先，在 K 一个原点为中心的打的开圆盘 D 外选择一点 z1

1
z − z0

= − 1
z1

· 1
1 − z

z1

=
+∞∑
n=1

− zn

zn+1
1

其中级数对于 z ∈ K 一致收敛

∃γ(t), [0, 1] → C, γ(0) = z0γ(1)︸ ︷︷ ︸
ω1

= z1︸︷︷︸
ωl

其中 {ω1, · · · , ωl} ∈ γ, |ωj − ωj+1| < ρ (ρ = 1
2
d(γ,K))

ω ∈ γ, ω′,
∣∣ω − ω′∣∣ < ρ，证

1
z − ω

可被
1

z − ω′ 的多项式一致近似.

1
z − ω

= 1
z − ω′ · 1

1 − ω−ω′

z−ω′
=

+∞∑
n=1

(ω − ω′)n

(z − ω′)n+1

对 z ∈ K 一致收敛

▲

Theorem 3.6 Koboe−Bieberbach 定理

f : D → C 全纯映射，其中 D 为单位圆盘，f(0) = 0, f ′(0) = 1，f 单射

证明：

∃r > 0,∀f(满足上述条件) 都有Dr(0) ⊆ f(D), rmax = 1
4

Proof

Analysis

Step1 H(z) = 1
z

+ c0 + c1z + · · · 全纯单射，则

+∞∑
i=1

n |cn|2 ≤ 1

Step2 f(z) = z + a2z
2 + · · · 符合条件，则 ∃g, g2(z) = f(z2) 也符合条件

Step3 (结合 Step1、Step2)⇒ |a2| ≤ 2

Step4 h(z) = 1
z

+ c0 + c1z + · · · 在 D 上单射，z1, z2 不在 h 的值域内，则 |z1 − z2| ≤ 4

Step5 完成证明.
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