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1 复数

1.1 推广复平面及球面表示

Definition 1.1 无穷远点
在 C 中引入一个新的数，称为无穷远点，记为 ∞.

C 加上 ∞ 被称为扩充复平面，记为 C∞ = C ∪ ∞.

1.2 复平面中的一些拓扑概念

类似数分知识，复平面中的常见拓扑概念有：邻域，去心邻域，聚点，外点，孤立点，内点，边界点，

内核 (内部)，开集，闭集，导集，边界，闭包，连通.

值得注意的是关于无穷远点的邻域定义：

Definition 1.2 无穷远点邻域的定义

∞ 的 ϵ− 邻域是 V (a, ϵ) =
ß

z ∈ C
∣∣∣ |z| >

1
ϵ

™
∞ 的去心 ϵ− 邻域是 V̊ (a, ϵ) =

ß
z ∈ C

∣∣∣1
ϵ

< |z| < +∞
™

Theorem 1.1
C 中的任何连通开集不可能表示为两个不相交的非空开集的并.

Proof 我们可以考虑通过反证法 + 区间套定理来证明我们这个定理.

若 C = A ∪ B, A ̸= ∅, B ̸= ∅, A ∩ B ̸= ∅，A 和 B 均为开集，任取 a ∈ A, b ∈ B

则 ∃C 中的折线连接 a 与 b，不失一般性，可设 a 和 b 在实轴上

折线是连接 a 和 b 的线 [a, b] 中的点要么属于 A，要么属于 B

1⃝a + b

2
∈ A，记 [a1, b1] = [a + b

2
, b] 且 a1 ∈ A, b1 ∈ B.

2⃝a + b

2
∈ B，记 [a1, b1] = [a,

a + b

2
] 且 a1 ∈ A, b1 ∈ B.

如此重复下去，我们可以得到 {[an, bn]} , an ∈ A, bn ∈ B, bn − an = b − a

2n
，由区间套定理：

∃z0 = ∩[an, bn] 且 z0 = lim
n→∞

an = lim
n→∞

bn

这说明，∃z0 /∈ A, z0 /∈ B，矛盾!

假设 z0 ∈ A，由于 A 是开集，则 ∃ϵ > 0 s.t. V (z0, ϵ) ⊆ A，则 V (z0, ϵ) ∩ B = ∅

同时， lim
n→∞

bn = z0, bn ∈ A，故对上述 ϵ，存在充分大的 n s.t. bn ∈ V (z0, ϵ) bn ∈ B 矛盾!

(♠)nkusherr1@gamil.com



2 解析函数 4

2 解析函数

2.1 极限与连续

Theorem 2.1 有界闭集上的函数取值

设 D 是一个有界开域，f 在 D̄ = D ∪ ∂D 上连续，即对任何 z0 ∈ D̄，

lim
z∈D̄,z→z0

f(z) = f(z0)

则 f 在 D̄ 上有界，即有 M > 0，使对任何 z ∈ D̄ 有 |f(z)| ≤ M，并且 |f(z)| 在 D̄ 上能取到最

大值和最小值.

此外，f 在 D̄ 上一致连续.

2.2 Cauchy-Riemann 方程

Theorem 2.2 Cauchy-Riemann 方程

设 f(z) = u(x, y) + iv(x, y) 定义在开域 D 上，z0 = x0 + iy0 ∈ D，，若 f 在 z0 可导，则 u 和 v

在 (x0, y0) 的一阶偏导数存在，并且在该点处有下面的 Cauchy-Riemann 方程：

ux(x0, y0) = vy(x0, y0) uy(x0, y0) = −vx(x0, y0)

此外，f ′(z0) = ux(x0, y0) + ivx(x0, y0) = vy(x0, y0) − iuy(x0, y0).

Proof 对 lim
z→z0

f(z) − f(z0)
z − z0

中的 z 取两种方式趋向 z0：

(i)z = x + iy0, x → x0 (ii)z = x0 + iy, y → y0

Theorem 2.3 导数存在的充要条件
设 f(z) = u(x, y)+ iv(x, y)定义在开域 D 上，z0 = x0 + iy0 ∈ D，则 w = f(z)在 z0 的导数 f ′(z0)

存在的充要条件是：u 和 v 在 (x0, y0) 可微且在该点满足 Cauchy-Riemann 方程.

(♠)nkusherr1@gamil.com



2 解析函数 5

2.3 解析函数 (全纯函数)Holomophic

Definition 2.1 关于解析函数的一些定义
若函数 f(z)在 z0 的一个邻域内处处可导 (即为可导点所构成的邻域)，则称 f 在 z0 是解析的，称

z0 为解析点.

若函数 f(z) 在区域 D 内处处解析，则称 f(z) 在 D 处解析，此时记 f(z) ∈ H(D).

若函数 f(z) 在 C 上解析，则称 f(z) 是整函数. 若函数 f(z) 在 z0 不解析，但在 z0 的任一一个

邻域内有 f(z) 的解析点，则称 z0 是 f(z) 的奇点.

Remark 不解析不一定不可导! 反例：f(z) = |z|2，在 z = 0 处不解析但可导.

f(z) 在闭区域 ¯V (z0, ϵ) 内解析 ⇐⇒ ∃ϵ1 > 0 s.t. f(z) 在 V (z0, ϵ1 + ϵ) 内解析.

f(z) 在闭集 D 内解析 ⇐⇒ ∃ 开集 V1 s.t. D ⊂ V1 且 f(z) 在 V1 内解析.

Theorem 2.4 解析函数的四则运算
若 f, g ∈ H(D)，则

f ± g, fg,
f

g
(g ̸= 0) ∈ H(D)

Theorem 2.5 解析函数的复合运算
若 f ∈ H(D)，开域 E 包含 f(D)，h ∈ H(E)，则

h ◦ f ∈ H(D)

Theorem 2.6
若 D 为开域，f ∈ H(D) 并且 f ′(z) = 0，则 f 在 D 内为常数.

Proof 由于 f ′(z) = 0，我们可知 ux, uy, vx, vy 在 D 内也恒为 0，故 u 和 v 在 D 内恒为常数，即有

f 在 D 内恒为常数.

下面我们引入复微商来讨论复坐标下的函数微分问题.z = x + iy

z̄ = x − iy

⇒


x = z + z̄

2
y = z − z̄

2i

dz = dx + idy

dz̄ = dx − idy

⇒


dx = dz + dz̄

2
dy = dz − dz̄

2i

f(z) = f(x, y) = f(z + z̄

2
,
z − z̄

2i
)

df = du + idv = (uxdx + uydy) + i(vxdx + vydy) = (ux + ivx)dx + (uy + ivy)dy

= fxdx + fydy = fx
dz + dz̄

2
+ fy

dz − dz̄

2i
= fx − ify

2
dz + fx + ify

2
dz̄ (♣)

(♠)nkusherr1@gamil.com



2 解析函数 6

我们定义：
∂

∂z
= 1

2

Å
∂

∂x
− i

∂

∂y

ã
∂

∂z̄
= 1

2

Å
∂

∂x
+ i

∂

∂y

ã
则 (♣) 可表示成为

df = ∂f

∂z
dz + ∂f

∂z̄
dz̄

又有
∂f

∂z
= 1

2
(ux + vy) + i

2
(vx − uy) ∂f

∂z̄
= 1

2
(ux − vy) + i

2
(vx + uy)

故 Cauchy-Riemann 方程 ⇐⇒ ∂f

∂z̄
= 0

即我们有如下定理：

Theorem 2.7 Cauchy-Riemann 方程的等价形式

若 u 和 v 在开区域 D 中可微，则 f = u + iv 在 D 中解析 ⇐⇒ ∂f

∂z̄
= 0.

(♠)nkusherr1@gamil.com



2 解析函数 7

2.4 初等解析函数

Blaschke 因子：f(z) = z − a

1 − az̄
≜ w.

常见的初等解析函数有：多项式 (单值)，有理函数 (单值)，指数函数，三角函数…

Definition 2.2
若 w = f(z) 是点集 E → F 满映射，且对 ∀w ∈ F 在 E 中有一个 (或至少两个点) 与 w 对应，则

在 F 上确定了一个单值 (多值) 函数，记作 z = f−1(w) 称为函数 w = f(z) 的反函数.

Definition 2.3 解析分支
若 F (z)是开区域D上的多值函数，如果 ∃D上的一个单值解析函数 f(z) s.t. ∀z ∈ D f(z) ∈ F (D)，

则称 f(z) 是 F (z) 在 D 上的单值解析分支.

特别地，对于对数函数，z = reiθ，我们定义：

ln z(log z) = ln r + i(θ + 2kπ) = ln |z| + iArgz

称 ln z = ln |z| + arg z 为 z 的对数主值，其中 arg z 为辐角主值，一般取 arg z ∈ (−π, π).

相应的，我们有 (ln z)′ = 1
z

.

(♠)nkusherr1@gamil.com
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3 复积分、Cauchy 定理

3.1 路径

通俗地来说，路径指的是逐段光滑的正则曲线.

Definition 3.1 路径
设 x(t), y(t)是 t ∈ [a, b]上的实值连续函数，并且有 [a, b]上的一个网 {tk} 1 ≤ k ≤ n, a = t0 < t1 <

. . . < tn = b 对 ∀k, x(t), y(t) 在 [tk−1, tk] 上都有连续函数，且保持正则性：(x′(t))2 + (y′(t))2 ̸= 0

则称 Γ := {z(t) : z(t) = x(t) + iy(t), t ∈ [a, b]} 为一条路径.

特别地：

1⃝z(a) = z(b)，则称 Γ 为一条闭路径.

2⃝若对 ∀t1 ̸= t2 /∈ [a, b], z(a) ̸= z(t1) ̸= z(t2) ̸= z(b)，则称 Γ 为简单路径.

若一条路径同时满足 1⃝和 2⃝，则称为简单闭路径.

Theorem 3.1 Jordan 曲线定理
若 Γ 是一条简单闭路径，则 Γ 把整个平面分成两个不相交的开域.

一个是有界的，称为 Γ 的内部；一个是无界的，称为 Γ 的外部，且都以 Γ 为界.

对于曲线方向的判断：若 Γ 为简单闭路径，则参数 t 增加时，Γ 的内部在 Γ 的左边，方向为正方向，

外部和负方向也同理.

3.2 复积分

区间上的复积分大抵和定积分相同，且基本满足定积分的相应性质，如线性性质和三角不等式.

事实上，复变函数的积分通常是沿一般路径的积分.

Theorem 3.2
若 f(z) = u(x, y) + iv(x, y) 沿路径 Γ 连续，则称 f(z) 沿 Γ 可积且 Γ : A → B，有

∫
Γ

f(z)dz =
∫

Γ
udx − vdy + i

∫
Γ

vdx + udy

Proof 直接利用类似黎曼和的分割手法来讨论即可.

其中，积分形式如上是因为：

(uk + ivk)(∆xk + i∆yk) = (uk∆xk − vk∆yk) + i(uk∆yk + vk∆xk)

(♠)nkusherr1@gamil.com
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Theorem 3.3
设 Γ : z(t) = x(t) + iy(t), t ∈ [a, b], z′(t) ̸= 0, f(z) 在 Γ 上连续，则

∫
Γ

f(z)dz =
∫ b

a
f(z(t))z′(t)dt

Theorem 3.4

(i)∀c ∈ C
∫

Γ
cf(z)dz = c

∫
Γ

f(z)dz

(ii)
∫

Γ
(f(z) ± g(z))dz =

∫
Γ

f(z)dz ± +
∫

Γ
g(z)dz

(ii)
∣∣∣∣∫Γ

f(z)dz

∣∣∣∣ ≤
∫ b

a

∣∣f(z(t))z′(t)
∣∣ dt =

∫
Γ

|f(z)| dz

Proposition 3.1 长大不等式

若 |f(z)| ≤ M, z ∈ Γ，则 ∣∣∣∣∫Γ
f(z)dz

∣∣∣∣ ≤ M

∫
Γ

ds = M |Γ|

Exercise 3.1 重要积分
a ∈ C, r ≥ 0，则

1
2πi

∫
|z−a|=r

(z − a)ndz =

1 n = −1

0 n ̸= −1

Solution 用参数换元代入秒了!

(♠)nkusherr1@gamil.com
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3.3 Cauchy 定理

Definition 3.2 单连通区域
设 D 是一个开区域 (非连通开集)，若 D 中任何闭路径的内部都包含在 D 的内部，则称 D 是一

单连通区域.

设 D 是一个开区域，但 D 不是单连通区域，则称 D 是一个多连通区域.

Theorem 3.5 Cauchy 定理

设 Γ 是一条正向简单闭路径，内部区域为 D，f(z) ∈ H(D), f(z) ∈ H(D̄)(连续到边界)，则

∫
Γ

f(z)dz = 0

进一步，设 D 是单连通区域，f ∈ H(D)，则对 D 区域中的任何闭路径 Γ，都有：

∫
Γ

f(z)dz = 0

Proof 关于 Cauchy 定理的证明有时间再重新证一下…

Corollary 3.1

D 是单连通区域，f ∈ H(D)，则对 D 中任意两点 z1, z2 ∈ D 及任何连接 z1, z2 的路径 Γ1, Γ2，则

∫
Γ1

f(z)dz =
∫

Γ2
f(z)dz

Definition 3.3 周线与复周线
周线：逐段光滑简单闭曲线

复周线：假设有 n + 1 条简单闭路径 Γ, Γ1, . . . Γn，其中：

1⃝Γ1, . . . , Γn 在 Γ 内部;

2⃝Γ1, . . . , Γn 每一条都在其余各条外部

则在 Γ内部、同时在 Γ1, . . . , Γn 外部的点集构成 (n + 1)−连通区域且有界的 G(G的边界是 n + 1

个互不相交的连通点集)，以 Γ1, . . . , Γn 为边界

此时称 G 的边界为一条复周线 Γ̃ = Γ+ + Γ−
1 + · · · + Γ−

n，即包含 Γ 正向和 Γ1, . . . , Γn 负向.

记 Γ 的内部为 D，Γk 的内部为 Dk，则

G = D −
n∪

k=1
D̄k Ḡ = D̄ −

n∪
k=1

D◦
k

(♠)nkusherr1@gamil.com
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Theorem 3.6 多连通区域的 Cauchy 积分定理

设 Γ̃ = Γ+ + Γ−
1 + · · · + Γ−

n 是一条复周线，若 f ∈ H(Ḡ)，则

∫
Γ

f(z)dz =
n∑

k=1

∫
Γk

f(z)dz

(♠)nkusherr1@gamil.com
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3.4 原函数、积分与路径无关

Definition 3.4 原函数
F (z), f(z) 都是定义在区域 D 上的函数，并且对 ∀z ∈ D, F ′(z) = f(z)，则称 F (z) 是 f(z) 在区

域 D 上的原函数.

Theorem 3.7 若
f(z) 在区域 D 连续且有原函数 F (z)，则对 D 内任意两点 z1, z2 及 D 内任意一条从 z1 到 z2 的

路径 Γ 有 ∫
Γ

f(z)dz = F (z2) − F (z1)

Corollary 3.2

(i)f(z) ∈ C(D) 有原函数 F (z)，则 f 在 D 内沿任何闭路径的积分都为 0.

(ii) 若
∫

Γ
f(z)dz 只与路径始末有关，称积分与路径无关.

(iii)f ∈ C(D)，且 F ′(z) = f(z)，则 f 在 D 中积分与路径无关.

Theorem 3.8
若 f(z) 在区域 D 内连续，则 f(z) 在 D 内有原函数 ⇒ f(z) 在 D 内的积分与路径无关.

Remark (i) 若 f 在单连通区域 D 内解析，则 f(z) 在 D 内的积分与路径无关.

(ii) 若 f 在非单连通区域 D 内解析，则 f 在 D 内不一定有单值原函数，例如：

f(z) = 1
z
在 C− 0内解析但 f(z)在 C− 0上无原函数，

∫
|z|=1

1
z

dz = 2πi，从而积分与路径有关!

(♠)nkusherr1@gamil.com
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3.5 Cauchy 型积分、Cauchy 积分公式、导数公式

我们先回顾一个例子 (⋆)：

Example 3.1 Ch3-Ex3

f(z) 在 z = a 的一个邻域内连续，则

lim
r→0

1
2πi

∫
|z−a|=r

f(z)
z − a

dz = f(a)

Solution 对于上述例子的证明，由于

1 = 1
2πi

∫
|z−a|=1

1
z − a

dz

则我们把 f(a) 减过去再利用绝对值不等式和借助连续性即可完成证明.

进一步，我们有如下的强大定理!

Theorem 3.9 Cauchy 积分公式

设区域 D 的边界是周线 (复周线)Γ，f(z) ⊆ H(D) ∩ C(D̄)，则

1
2πi

∫
Γ

f(w)
z − w

dw = f(z)

Proof 对于该定理的证明，我们只需通过多连通的 Cauchy积分定理即可将原积分转化为 (⋆)即可完

成证明.

Theorem 3.10 Cauchy 型积分

我们定义 Cauchy 型积分为如下形式：

g(z) = 1
2πi

∫
Γ

f(w)
w − z

dw

这里 Γ 是一条路径，f 在 Γ 上连续，是 z 的函数，则 g(z) 在 C − Γ 上是解析的且是无穷多次可

导的，其中

g(n)(z) = n!
2πi

∫
Γ

f(w)
(w − z)n+1 dw z ∈ C − Γ

Proof 这个证明有时间在写吧…
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Theorem 3.11 Cauchy 积分公式与导数公式

设区域 D 的边界是周线 (或复周线)Γ，f(z) 在 D 的内部解析，在 D̄ 上连续，则对 ∀z ∈ D，有：

f(z) = 1
2πi

∫
Γ

f(w)
w − z

dw ——Cauchy 积分公式

此外，f 在 D 上无穷多次可导，并且 ∀n ∈ N+，有：

f (n)(z) = n!
2πi

∫
Γ

f(w)
(w − z)n+1 dw

Corollary 3.3 解析函数的平均值性质

设 f(z) ∈ H(D)，则对 ∀z ∈ D 及 ϵ > 0 只要 {w : |w − z| ≤ ϵ} ⊆ D，就有

f(z) = 1
2π

∫ 2π

0
f(z + ϵeit)dt

Proof 取 Γ 为圆周 |w − z| = ϵ，应用 Cauchy 积分公式就有：

f(z) = 1
2πi

∫
|w−z|=ϵ

f(w)
w − z

dw = 1
2πi

∫ 2π

0

f(z + ϵeit)
ϵeit

ϵeitidt = 1
2π

∫ 2π

0
f(z + ϵeit)dt

Theorem 3.12 Morera 定理

若 f(z) 在开域 D 中连续，并且对 D 中任何闭路径 Γ 都有
∫

Γ
f(z)dz = 0，则 f ∈ H(D).

Remark Morera 定理可以看成是 Cauchy 定理的逆定理.

Proof 由定理条件可知 ∃F (z) s.t. F ′(z) = f(z), ∀z ∈ D，由 Cauchy 积分公式和导数公式可知 F (z)

无穷多次可导，从而 F ′(z) = f(z) 也无穷多次可导，说明 f ∈ H(D).
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3.6 最大模原理

我们先来看一个引理：

Lemma 3.1
设 D 是开域，f ∈ H(D)，若 |f(z)| ∈ const，则 f 是常数.

Proof 对 |f(z)| = c 两端平方后展开可得

u2(x, y) + v2(x, y) ≡ c2 ̸= 0

对上式左右两端求导并结合 f ∈ H(D) 的条件有 Cauchy-Riemann 方程，可得

ux = uy = vx = vy ≡ 0

故 f 为常数.

Theorem 3.13 最大模原理
设 D 是开域，f ∈ H(D)，若 |f(z)| 在 D 中某点达到最大值，则 f 是常数.

Proof 这个证明有时间在写吧…

Corollary 3.4 最大模原理的推论

(1) 设 D 是开区域，f ∈ H(D)，当 f 不是常数时，|f(z)| 不可能在 D 上达到最大值.

(2) 设 D 是有界开域，∂D 为 D 的边界，f ∈ H(D)，f ∈ C(D̄) 非常数，则 |f(z)| 一定在 D̄ 上

达到最大值当且仅当在 ∂D 上取到，即

max
z∈D̄

|f(z)| = max
z∈∂D

|f(z)|

⇐⇒ ∃M > 0 s.t. 1⃝f(z) < M, z ∈ D 2⃝f(z) ≤ M, z ∈ D̄ 3⃝∃z0 ∈ ∂D, |f(z0)| = M

Proposition 3.2 最小模原理

f ∈ H(D)，D 是开域，f 不是常数，|f(z)| 在 D 中达到最小值 m，则 m = 0.

Proof 若 m ̸= 0，令 F (z) = 1
f(z)
，则 |F (z)| 在 D 内达到最大值，由最大模原理可知 |F (z)| 恒为常

数进而有 f(z) 恒为常数，矛盾!

Exercise 3.2
设 f = u + iv 在区域 D 上解析而不是常数，则 u 在 D 中取不到最大值.
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Solution 此时有 ef 在 D 上解析且非常数，由最大模原理的推论，|ef | 不能再 D 上达到最大，而

|ef | = |eu+iv| = |eu| = eu，即 eu 不能再 D 中达到最大，进而有 u 在 D 中取不到最大值.

下面这个命题被称为复变函数的 Cauchy 不等式：

Proposition 3.3 Cauchy 不等式-Ch3-Ex18

f 在 |z − a| ≤ R 内解析，MR = max
|z−a|=R

|f(z)|，则

∣∣∣f (n)(a)
∣∣∣ ≤ n!MR

Rn

Proof

∣∣∣f (n)(a)
∣∣∣ = n!

2π

∣∣∣∣∫|z−a|=R

f(z)
(w − z)n+1 dz

∣∣∣∣ ≤ n!
2π

∫
Γ

∣∣∣∣ f(z)
(z − a)n+1

∣∣∣∣ dz ≤ n!
2π

∫
|z−a|=R

MR

Rn + 1
dz = n!MR

Rn

故 ∣∣∣f (n)(a)
∣∣∣ ≤ n!MR

Rn
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3.7 Schwarz 定理、Liouville 定理、代数学基本定理

Theorem 3.14 Liouville 定理
有界整函数必然是常数.

Proof f 是有界整函数，故 ∃0 < M < +∞ s.t. |f(z)| ≤ M, ∀z ∈ C

由 Cauchy 不等式：
∣∣f ′(z)

∣∣ ≤ 1!M
R

= M

R

令 R → +∞ 时，
M

R
→ 0 ⇒ |f ′(z)| = 0 ⇒ f ′(z) = 0 ⇒ ∀z ∈ C, f(z) = const

Remark 我们有 Liouville 定理的逆否命题：非常数整函数一定是无界的.

Theorem 3.15 代数学基本定理
复系数一元 n 次多项式 (n ≥ 1) 至少有 1 个零点.

Proof 我们可以考虑用反证法来证明这个定理.

p(z) = anzn + an−1zn−1 + · · · + a1z + a0(an ̸= 0, n ≥ 1)，假设 p(z) 在 C 上无零点，Q(z) ≜ 1
p(z)

是

整函数.

|p(z)| = |anzn + · · · + a1z + a0| ≥ |a0zn| −
n−1∑
k=0

|akzk| = |zn|
Ç

|an| −
n−1∑
k=1

∣∣∣ ak

zn−k

∣∣∣å
∃R > 0 s.t. |z| > R 时有

n−1∑
k=1

∣∣∣ ak

zn−k

∣∣∣ ≤ 1
2

|an| 此时 |p(z)| ≥ |z|n 1
2

|an|(≥ Rn 1
2

|an|)

∃R1 > R s.t. |z| > R1 时 s.t. |p(z)| ≥ |z|n 1
2

|an| ≥ Rn
1 ,

1
2

|an| ≥ 1 此时 |Q(z)| ≤ 1

Q(z) 在 |z| ≤ R1 连续 ⇒ ∃M s.t. |Q(z)| ≤ M ∀|z| ≤ R1 ⇒ |Q(z)| ≤ 1 + M

由 Liouville 定理可知：

Q(z) = const ⇒ P (z) = const

这也就导出了矛盾!

Exercise 3.3
设 f(z) 是一个整函数，且 ∃0 < M < +∞ s.t. Re(f(z)) < M.∀z ∈ C ⇒ f 为常数.

Solution 令 F (z) = ef(z)，则 F (z) 是整函数 ⇒ |F (z)| = |ef(z)| ≤ eM，由 Liouville 定理可知

F (z) = const ⇒ F (z) = const.
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Lemma 3.2 Schwarz 引理

Γ 为简单正向闭路径，D 是内部，z0 ∈ D，f ∈ H
{

D̄ − {z0}
}
，若 f(z) 在 z0 连续，则 f(z) 在 z0

解析，从而 f ∈ H(D).

Proof z0 ∈ D 是内点，⇒ r > 0, s.t. ¯V (z0, r) ⊂ D，记 Dr = D − V (z0, r)

则 ∂Dr = Γ ∪
负方向︷ ︸︸ ︷

(−∂V (z, r))，由 Cauchy 积分公式

f(z) = 1
2πi

∫
∂Dr

f(w)
w − z

dw = 1
2πi

∫
Γ

f(w)
w − z

dw − 1
2πi

∫
|z−z0|=r

f(w)
w − z

dw

w ∈ |z − z0| = r 时，

|w − z| ≥ |z − z0| − |w − z0| ≥ |z − z0| − r ≥ |z − z0| − 1
2

|z − z0| = 1
2

|z − z0|

⇒
∣∣∣∣ 1
2πi

∫
|z−z0|=r

f(w)
w − z

dw

∣∣∣∣ ≤ M
1
2 |z − z0|

2πi → 0(r → 0)

这是由于 f 在 z0 连续且在 z0 附近有界 (⇒ f 在 D 有界)

⇒ lim
r→0

1
2πi

∫
|z−z0|=r

f(w)
w − z

dw = 0

定义

g(z) ≜ 1
2πi

∫
Γ

f(w)
w − z

dw = f(z), z ̸= z0, z ∈ D

由连续性，我们有：

f(z0) = lim
z→z0

f(z) = lim
z→z0

g(z) = g(z0)

而 g(z) 是 Cauchy 型积分，从而在 D 中解析故 f(z) ∈ H(D).

Theorem 3.16 Schwarz 定理
设 f(z) 在 |z| < 1 内解析且 |f(z)| ≤ 1, f(0) = 0，则

(i) |f(z)| ≤ |z|，而且 |f ′(0)| ≤ 1

(ii) 若有 0 < |z| < 1 s.t. |f(z0)| = |z0| 或 |f ′(0)| = 1 则 f(z) = eiαz，其中 α 为常数.

Proof 这个证明有时间在写吧…
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3.8 调和函数

Definition 3.5 调和函数的相关定义
设 D 是区域，u 在 D 上有二阶连续偏导，定义：

(i) Laplace 算子：∆ = ∂

∂x2 + ∂

∂y2，则 ∆u = ∂2u

∂x2 + ∂2u

∂y2

(ii) 若在 D 上，∆u = 0，即 ∂2u

∂x2 + ∂2u

∂y2 , ∀z ∈ D，则称 u 在 D 上调和.

Theorem 3.17
若 u是单连通区域 D中的实调和函数，则 ∃开区域 D中的实调和函数 v，使 f = u+iv ∈ H(D)(此

时称 v 是 u 的共轭调和函数).

Proof 记 P (x, y) = −uy, Q(x, y) = ux 则由 u ∈ C(D2) 可知 P, Q ∈ C(D2) 且 ∆u = 0

⇒ uxx + uyy = 0 ⇒ uxx = −uyy ⇒ Py = Qx

⇒ w = Pdx + Qdy 在单连通区域 D 内存在原函数 v s.t. w = dv

即 Pdx + Qdy = dv = vxdx + vydy，进而由 Cauchy-Riemann 方程可知

vxx + vyy = −uyx + uxy = 0 ⇒ f = u + iv ∈ H(D)

Exercise 3.4
u 是 R2 上的调和函数，则 u 是常数.

Proof u 是 R2 上的调和函数 ⇒ ∃v 调和使 f = u + iv 解析，构造 F = ef，则 |F | = eu 有界，而

F ∈ H(C).

由 Liouville 定理 ⇒ F = const ⇒ f = const ⇒ u = const.

Theorem 3.18 调和函数的平均值性质
u(z) 是 D = {z : |z − a| < R} 内的调和函数，则对 ∀0 < r < R 有

u(a) = 1
2π

∫ 2π

0
u(a + reiθ)dθ

Proof 由 Theorem3.17 可知，∃v s.t. f = u + iv ∈ H(D)

则由平均值原理

f(a) = 1
2π

∫ 2π

0
f(a + reiθ)dθ
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⇒ u(a) = Ref(a) = 1
2π

∫ 2π

0
u(a + reiθdθ).

Theorem 3.19 调和函数的最大值和最小值原理
若 u 是开区域 D 中的“非常数”的实调和函数，则 u 在 D 的内部不能达到最大值或最小值.

Proof 借助解析函数的性质来证明：

由 Theorem3.17 可知，∃v s.t. f = u + iv ∈ H(D)，u 非常数 ⇒ f 非常数.

故 f 不能在 D 内达到最大模，同理 ef 不能在 D 内达到最大模，故 u 不能在 D 内达到最大模.

同理就有 −u 不能在 D 内达到最大模，即 u 不能在 D 内达到最小模.
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4 级数

4.1 基本概念和结论

Definition 4.1 几种不同的收敛
(i)若对 z ∈ D lim

n→+∞
fn(z) = f(z)，则称 {f(z)}n≥2在D上收敛于 f(z)，记为 fn(z) → f(z)(z ∈ D).

⇐⇒ ∀z ∈ D ∀ϵ > 0 ∃N ∈ (z, ϵ) s.t. n > N(z, ϵ) 时：|fn(z) − f(z)| < ϵ

⇐⇒ (Cauchy 收敛准则)∀z ∈ D ∀ϵ > 0 ∃N(z, ϵ) s.t. ∀n > N ∀p |fn+p(z) − fn(z)| < ϵ

(ii) 若对 ∀ϵ > 0 ∃N(ϵ) ∈ N s.t. ∀n > N 及 z ∈ D 有 |fn(z) − f(z)| < ϵ，则称 {fn(z)}nn≥1 在 D

上一致收敛于 f(z)，记为 fn(z) ⇒ f(z)

⇐⇒ (Cauchy)∀z ∈ D ∀ϵ > 0∃N(ϵ ∈ N s.t. ∀n > N∀P |fn+p(z) − fn(z)| < ϵ

(iii) 若 D 是开域，{fn(z)}n≥1 在 D 的任一紧子集上一致收敛于 f(z)，则称 {fn(z)} 在 D 上紧一

致收敛 (或内闭一致收敛) 于 f(z)，记为 fn(z) → f(z).

Theorem 4.1
D 是开域，{fn(z)} 紧一致收敛于 f(z)

(i) 若 {fn(z)}n≥1 在 D 上连续，则 f(z) ∈ C(D).

(ii) 若 {fn(z)}n≥1 在 D 上解析，则 f(z) ∈ H(D)，且 ∀k ≥ 1
¶

f (k)
n (z)

©
n≥1
紧一致收敛于 f (k)(z).

Proof 连续：通过定义利用 ϵ − δ 语言来证明.

解析：先证 f(z) ∈ H(D).

只需证明 ∀z ∈ D 是解析点，∀z ∈ D ρ > 0 s.t. V (z, ϵ) ⊂ D，下面证 f(z) 在 V (z, ρ) ⊂ D 内解析.

设 Γ 是 V (z, ρ) 内的任一闭路径，fn(z) ∈ H(D) ⇒ 0 =
∫

Γ
fn(z)dz →

∫
Γ

f(z)dz = 0(n → ∞)

进而由 Morera 定理可知 f(z) ∈ H(D).

Remark Γ 为紧集，则

∫
Γ

f(z)dz =
∫

Γ
lim

n→∞
fn(z)dz = lim

n∞

∫
Γ

fn(z)dz

k 阶导数也紧一致收敛：

Claim
¶

f (k)
n (z)

©
n≥1
在 V (z0,

1
2

ρ0)，有 |f (k)
n (z0) − f (k)

n (z0)| < ϵ

若 Claim 成立，设 K 是 D 的任意紧子集，则 K ⊂z∈K V (z0,
1
2

ρ0) 由有限覆盖定理知，

∃z1, ..., zn s.t.K ⊂
m∪

k=1
V (zk,

1
2

ρzk
) fn(z) → f(z)
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∀ϵ > 0 ∃Nz1 ∀z > Nz1 fn(z) → f(z)

这时由 Cauchy 积分公式即知成立，其中 k 阶导数可有积分表示.

这时我们取 ϵ > 0，取 N = Nz1 + Nz2 + ... + Nzn 即可.

下面我们来证明这个 Claim.

由高阶导数的积分公式可知：

∀z ∈ V (z0), 1
2

ρz0

∣∣∣f (k)
n (z) − f (k)(z)

∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ k!
2πi

∫
|w−z0|=ρz0

fn(w) − f(w)
(w − z)n+1 dw

∣∣∣∣∣ ≤ k!
2π

∫
|w−z0|=ρz0

|fn(w) − f(w)|
|w − z|n+1 dw

而 {fn(z)} 在 ∂V (z, ρz0) 上一致收敛

⇒ ∀ϵ > 0 ∃Nϵ(z0) ∈ N s.t. n > N 时：|fn(w) − f(w)| < ϵ ∀|w − z| = ρz0

而当 |w − z0| = ρz0 时，|w − z| = |w − z0 + z0 − z| ≥ |w − z0| − |z0 − z| ≥ ρz0 − 1
2

ρz0 = 1
2

ρz0

⇒ n > N 时，

∣∣∣f (k)
n (z) − f (k)(z)

∣∣∣ ≤ k!
2π

ϵ

(1
2ρz0)k+1 2πρz0 = ϵ

k!2k+1

(ρz0)k
= c · ϵ = const

⇒Claim √
.

Definition 4.2 收敛的相关概念

(i) 设 {ak(z)}k≥1 是复数集 D 上的函数，∀n ≥ 1，定义 Sn =
n∑

k=1
ak(z) 的部分和.

(ii)z ∈ D， lim
n→∞

Sn(z) 存在且有限，称
∞∑

k=1
ak(z) 的部分和.

(iii) 所有使
∞∑

k=1
ak(z) 收敛的点的全体 E 称为

∞∑
k=1

ak(z) 的收敛域，此时有 E 的函数

S(z) s.t. lim
n→∞

Sn(z) = S(z) z ∈ E，S(z) 称为
∞∑

k=1
ak(z) 的和函数.

(iv) 若 {Sn(z)}n≥1 → S(z) 一致收敛于 E，则称
∞∑

k=1
ak(z) 在 E 上一致收敛于 S(z).(这里的数学

语言描述同样也是用 Cauchy 收敛原理).

(v)Sn(z) → S(z)(紧一致收敛于 E) 称
∞∑

k=1
ak(z) 在 E 上紧一致收敛于 S(z).

Theorem 4.2 Weierstrass 判别法
Weierstrass 判别法也称为 M-判别法.

若 ∃M > 0 s.t. ∀z ∈ D 都有 |an(z)| ≤ Mn s.t. ∀n 且
∞∑

n=1
Mn 收敛

则
∞∑

k=1
ak(z) 在 D 上绝对收敛且一致收敛.
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4.2 幂级数

Definition 4.3 幂级数

形如
∞∑

m=0
cm(z − a)m 的无穷项级数称为幂级数，其中 {cm}m≥1 是复数.

Definition 4.4 收敛半径
收敛半径记作 R，

r = lim
m→+∞

|cm|
1
m , R =


∞ r = 0
1
r

0 < r < +∞

0 r = +∞

|z| < R 时，
∞∑

m=1
cmzm 绝对收敛；|z| > R 时，

∞∑
m=1

cmzm 发散.

Theorem 4.3 幂级数的收敛性

设
∞∑

m=0
cm(z − a)m 是幂级数，r, R 如前，则

(i)∀z ∈ V (a, R)，级数收敛且绝对收敛.

(ii)|z − a| > R 时，级数发散.

(iii) 在 V (a, R) 中紧一致收敛但不一定一致收敛!!!

(iv) 和函数 S(z) =
∞∑

m=0
cm(z − a)m 在 V (a, R) 内解析.

(v)
∞∑

m=0
cm(z − a)m 在 V (a, R) 内可逐项求导，即 ∀z ∈ V (a, R)，

S(n)(z) =
∞∑

m=0
[cm(z − a)m](n) =

∞∑
m=0

cmm(m − 1) · · · (m − n + 1)(z − a)m−n
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4.3 Taylor 展开、解析函数的零点、唯一性定理

Theorem 4.4 Taylor 展开

设 z0 ∈ C，0 < R ≤ +∞，f ∈ H(V (z0, R)). 则对 ∀z ∈ V (z0, R) 有

f(z) = f(z0) + f ′(z0)
1!

(z − z0) + f ′′(z0)
2!

(z − z0)2 + · · · + f (n)(z0)
n!

(z − z0)n + . . .

上式称为 f(z) 在 z0 点的 Taylor 展开或幂级数展开.

能够进行 Taylor 展开的条件：f 在点 z0 解析，则在 z0 的任何邻域都能进行 Taylor 展开.

Proof 我们只需证明 z0 = 0 的情况即可 (其余情况构造新函数作平移即可).

固定 z0 = 0，取 r 使 |z| < r < R，由 Cauchy 积分公式，

f(z) = 1
2πi

∫
|w|=r

f(w)
w − z

dw

由于 |w| = r > z，故
∣∣∣ z

w

∣∣∣ < 1，故

1
w − z

= 1
w

1
1 − z

w

= 1
w

∞∑
k=0

( z

w

)k
=

∞∑
k=0

1
wk+1 zk

上述级数处于收敛圆内，，故一致收敛，故

∞∑
k=0

f(w)
wk+1 zk ⇒ f(w)

w − z
(|w| = r)

故由导数公式：

f(z) = 1
2πi

∫
|w|=r

f(w)
w − z

dw =
∞∑

m=0

ï 1
2πi

∫
|w|=r

f(w)
wk+1 dw

ò
zk =

∞∑
m=0

f (k)(0)
k!

zk

这样我们便完成了证明.

Theorem 4.5 Taylor 展开的唯一性

若 f(z) 在 z0 附近可表示成幂级数 f(z) =
∞∑

k=0
ck(z − z0)k，则 ck = f (k)(z0)

k!
.

Proof 我们只需对展成的幂级数求 n 阶导数，再令非常数项为 0，即可得到 cn 的系数，便完成证

明.
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Definition 4.5 零点
若 f(z0) = 0 则称 z0 是 f 的零点.

若 f(z) 在 z0 处解析，且在 z0 附近 f(z) =
∞∑

k=m

ck(z − z0)k, m >≥ 1, cm ̸= 0，则此时称 z0 是 f

的 m 阶零点

⇐⇒ f(z0) = f ′(z0) = · · · = f (m−1)(z0) = 0, f (m)(z0) ̸= 0

Theorem 4.6 m 阶零点的刻画

f 在 z0 解析，则 z0 是 f 的 m 阶零点 ⇐⇒ f 在 z0 附近，f(z) = (z − z0)mg(z)，g(z) 在 z0 解

析且 g(z0) ̸= 0.

Proof 充分性和必要性都运用 Taylor 定理即可完成证明.

Proposition 4.1 孤立零点

(i) 不恒为零的解析函数的零点一定是孤立的

(ii) 若 z0 是 f(z) 的零点的聚点则 f 在 z0 的一个领域内恒为 0(z0 不是 f(z) 的孤立零点).

Theorem 4.7 唯一性定理
设 f 在开区域 D 内解析，若 f 的零点集有一个属于 D 的聚点 (D 内部)，则 f 在 D 中恒为零.

Proof 设 D1 =
{

z ∈ D : z是f(z)的零点的聚点
}
，D1 ̸= ∅, D2 = D − D1，则 D1 ∩ D2 = ∅

Claim D1 和 D2 都是开集.

如果 Claim成立，则由 Theorem1.6.1：(连通开集不能表示成两个不交开集的并)可知 D2 = ∅则

D = D1.

∀z ∈ D∃ {zn} , f(zn) = 0, lim
n→∞

zn = z0，从而由连续性可知：

f(z0) = f( lim
n→∞

zn) = lim
n→∞

f(zn) = f(0) = 0

下面我们来证明 Claim

D1 为开集：

若 z0 ∈ D，则 z0 是 f(z)的零点的聚点，从而 f 在 z0 使得一个邻域内恒为零，则这个邻域 V (z0, r) ⊂

D1.

D2 为开集：

若 z0 ∈ D2，则 z0 是 f(z) 的孤立零点，或 z0 不是 f(z) 的零点 (从而 D2 为开集)

(i) 若 z0 为 f(z) 的孤立零点，则 ∃r > 0 s.t. V (z0, r) ⊂ D 内仅有 z0 一个零点，则 V (z0, r) ⊂ D2，

从而 z0 是内点.
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(ii) 若 z0 不是 f(z) 的零点，则由连续性可知 ∃r > 0 s.t. f(z) 在 V (z0, r) ⊂ D 内不为零，从而

V (z0, r) ⊂ D2.

Remark 唯一性定理也可以利用“圆链法”来证明 (有空再完善)!

Corollary 4.1

若 f(z) ∈ H(D) 非常数，则 ∀a ∈ C，集合 Ea = {z ∈ D : f(z) = a} 中的点都是 Ea 的孤立点.

即非恒为 0 的解析函数的零点一定是孤立的.

Corollary 4.2

设 f 和 g 在 D 中解析，E ⊂ D, E 在 D 中有聚点，若 f 和 g 在 E 中相等，则 f 和 g 在 D 中也

相等.

Corollary 4.3

若 f(z), g(z) ∈ H(D)，f(z) ≡ g(z) onR，则 f(z) ≡ g(z) onC.

Proof 由前一个 Corollary 可完成证明.
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4.4 Laurent 级数

Theorem 4.8 Laurent 定理
A = {z : 0 ≤ r < |z − z0| < R} f ∈ H(A)

(i)ck = 1
2πi

∫
|w−z0|=ρ

f(w)
(z − z0)k+1 dw, k = 0, ±1, ±2, . . . 仅与 k 有关，与 ρ ∈ (r, R) 无关.

(ii)∀z ∈ A, f(z) =
+∞∑

k=−∞
ck(z − z0)k

Proof 这个证明有时间再写…

Definition 4.6 Laurent 级数的相关概念

(i) 设 {ak}k=0,±1,±2,... 是一列两矢无限的复数，若
∞∑

k=0
ak 与

∞∑
k=1

a−k 均收敛，且
∞∑

k=0
ak =

S1,
∞∑

k=1
a−k = S2，记 S = S1 + S2，则称

+∞∑
k=−∞

ak 收敛于 S，记为
+∞∑

k=−∞
ak = S.

(ii){ak(z)}k=0,±1,±2,... 是一列两矢无限的复函数，则
+∞∑

k=−∞
ak(z)的收敛域是使

+∞∑
k=−∞

ak(z)收敛的

z 的全体，记为 D，则 ∃S(z) s.t.
+∞∑

k=−∞
ak(z)on D.

(iii) 若
+∞∑
k=0

ak(z) 和
+∞∑
k=1

a−k(z) 都在 D 上收敛 \ 一致收敛 \ 绝对收敛 \ 紧一致收敛

则称
+∞∑

k=−∞
ak(z) 的和函数在 D 上收敛 \ 一致收敛 \ 绝对收敛 \ 紧一致收敛

(iv) 形如
+∞∑

k=−∞
ck(z − z0)k 的函数项级数称为 Laurent 级数.

Lemma 4.1

设 0 ≤ r < R, A = {z : 0 ≤ r < |z − z0| < R} 是圆环，若
+∞∑

k=−∞
ck(z − z0)k 在 A 上收敛，则

+∞∑
k=−∞

ck(z − z0)k 绝对收敛且紧一致收敛.

Proof 关键：幂级数在收敛圆上绝对收敛且紧一致收敛.

由定义知：

(i)
+∞∑
k=0

ck(z − z0)k 在 {z : 0 ≤ r < |z − z0| < R} 收敛 ⇒
+∞∑
k=0

ck(z − z0)k 收敛半径 R1 ≥ R

⇒
+∞∑
k=0

ck(z − z0)k 在 V (z0, R) 上绝对收敛且一致收敛.

(ii)
−∞∑

k=−1
ck(z − z0)k =

+∞∑
m=1

c−m(z − z0)−m =
+∞∑
m=1

c−m

(z − z0)m
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记 w = 1
z − z0

，上式 =
+∞∑
m=1

c−m

wm
在 r < |z − z0| < R 内收敛 ⇒ 在

1
R

< |w| <
1
r
收敛

⇒
+∞∑

m=−1
c−mwm 的收敛半径 R2 ≥ 1

r
⇒

+∞∑
m=1

c−mwm 在 |w| <
1
r
上绝对收敛且紧一致收敛.

即
+∞∑

k=−1
ck(z − z0)k 在 |z − z0| > r 上绝对收敛且紧一致收敛.

Remark

(i)r = 0，Taylor 展开有微分表达式 r > 0，Laurent 展式只有积分表达式且 f 在 z0 可能无定义.

(ii) 幂级数有很多优美的性质，如收敛域是一个圆，在圆内绝对收敛、内闭一致收敛、可逐项求导求

积分

Laurent 级数 (双边幂级数) 在收敛圆环内部也集成一样的性质，即在收敛圆环内绝对收敛、内闭

一致收敛、可逐项求导求积分 (正项部分相同，负项部分可以通过换元得到平行性质)

Theorem 4.9 Laurent 展式的唯一性
A = {z : 0 ≤ r < |z − z0| < R} f ∈ H(A)

若 f(z) 在 A 可表示成 f(z) =
+∞∑

k=−∞
ck(z − z0)k, z0 ∈ A，则 ck 只能是如下形式：

ck = 1
2πi

∫
|w−z0|=ρ

f(w)
(z − z0)k+1 dw(♣), k = 0, ±1, ±2, . . .

即 Laurent 展式唯一.

Proof Key point：

1
2πi

∫
|w−z0|=ρ

f(w)
(z − z0)k+1 dw =


1 k = 1

0 k ̸= 1

由 Lemma4.1 可知该级数在圆周 |z − z0| = ρ 上一致收敛

在 (♣) 两端同时乘以 1
(z − z0)n+1

⇒ f(w)
(z − z0)n+1 = 1

2πi

∫
|w−z0|=ρ

f(w)
(z − z0)n+1 dw = 1

2πi

∫
|w−z0|=ρ

+∞∑
k=−∞

ck
(w − z0)k

(w − z0)n+1 = cn(key − point)

即

cn = 1
2πi

∫
|w−z0|=ρ

f(w)
(z − z0)n+1 dw

由 n 的任意性可知 Laurent 展式唯一.

(♠)nkusherr1@gamil.com



4 级数 29

4.5 孤立奇点及其分类

Recall 奇点：

z0 是 f(z) 的奇点 (i)z0 不是解析点 (ii)z0 的任何邻域内都有 f(z) 的解析点.

孤立奇点：

∃R > 0 s.t. f(z) 在 V (z0, R) − {z0} = {z : 0 < |z − z0| < R} 内解析且 f(z) 在 z0 处不解析.

则称 z0 是 f(z) 的一个孤立奇点 (甚至可能在 z0 处无定义)

此时 f(z) 在 V (z0, R) − {z0} 内有 Laurent 展开：

f(z) =
+∞∑

k=−∞
ck(z − z0)k z ∈ V (z0, R) − {z0}

Definition 4.7 奇点相关定义

(i) 称非负幂部分
+∞∑
k=0

ck(z − z0)k 为 f(z) 在 z0 处的正则部分, 称负幂部分
+∞∑
k=0

c−k(z − z0)−k 为

f(z) 在 z0 处的主要部分.

(ii) 若 f(z) 以 z0 为孤立奇点：

1⃝若 f(z) 在 z0 的主要部分是 0，则 z0 是 f(z) 的可去奇点.

2⃝若 f(z) 在 z0 的主要部分不是 0，但是有有限多项设为：

c−m

(z − z0)m
+ · · · + c−1

z − z0
, c−m ̸= 0, ck = 0(∀k < −m)

则称 z0 是 f 的 m 阶极点.

3⃝若 f(z) 在 z0 的主要部分有无限多项，则称 z0 是 f(z) 的本性奇点 (本质奇点).

Theorem 4.10 孤立奇点
设 z0 是 f(z) 的孤立奇点，则 z0 是 f(z) 的可去奇点的充要条件是：f(z) 在 z0 附近有界.

Proof

⇒：若 z0 是 f(z) 的可去奇点，f 在 z0 附近有界，则 f 在 z0 附近有 f(z) =
+∞∑

0
ck(z − z0)k, 0 <

|z − z0| < R，令 z → z0 ⇒ lim
z→z0

f(z) = c0 有界 ⇒ f(z) 在 z0 附近有界.

⇐：若 f(z) 在 z0 附近有界，且在 z0 附近可展成 f(z) =
+∞∑

k=−∞
ck(z − z0)k，

我们目的是证明：ck = 0, k < 0
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由有界性，设 ∃M > 0 s.t. |f(z)| ≤ M, 0 < |z − z0| < R

⇒ |ck| ≤ M

2π

∫
|z−z0|=ρ<R

ds

ρk+1 ds = M

2π

2πρ

ρk+1 = M

ρk
→ 0(ρ → 0) ⇒ ck = 0

Theorem 4.11 极点
设 z0 是 f(z) 的孤立奇点，

(i)z0 是 f(z) 的 n 阶极点 ⇐⇒ f(z) 在 z0 附近可以写成 f(z) = g(z)
(z − z0)m

，g 在 z0 处解析且

g(z0) ̸= 0

(ii)z0 是 f(z) 的极点 ⇐⇒ lim
z→z0,z ̸=z0

f(z) = ∞.

Proof 利用定义展开证明，有时间在写吧…

Theorem 4.12 Weierstrass 定理
z0 是 f(z) 的孤立奇点，则 z0 是 f(z) 的本性奇点

⇐⇒ ∀w ∈ C∞ 存在一个点列 {zn}n≥1 s.t. zn ̸= z0, zn → z0 并且 lim
n→∞

f(zn) = w.

Proof ⇐： lim
n→∞

f(zn) 不存在！由定义可知 z0 为 f 的本性奇点

这是由于 f(z) 在本性奇点附近的值域在 C∞ 上是稠密的.

⇒：我们利用反证法来证明
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