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1 1stClass(The Trace)

Definition 1.1 A ∈ Mn(F), A = (aij)n×n, tr(A) :=
n∑
i=1

aii. 若 λ1, λ2, ..., λn 为 A

的特征值, 则 tr(A) =
n∑
i=1

λn.

Exercise 1.1 A ∈ Rm×n, tr(AAT ) = 0 ⇐⇒ A ≡ 0.

Exercise 1.2 A 实方阵. 则 A 对称 ⇐⇒ A2 = AAT ⇐⇒ A2 = ATA, 则 A 反
对称 ⇐⇒ A2 = −AAT ⇐⇒ A2 = −ATA.

Exercise 1.3 A 复方阵. 则 A 是 Hermite 阵 ⇐⇒ A2 = ĀTA.

Exercise 1.4 A1, A2, ..., An 实对称 , O = A2
1 + A2

2 + ... + A2
s, 则 A1 = A2 = ... =

An = O.

Exercise 1.5 A, B 实方阵.AB − BA = AT + BT , 则 A + B = O.

Exercise 1.6 A, B 复方阵.AB − BA = ĀT − B̄T , 则 A = B.

Exercise 1.7 A2 = A, A ∈ Mn(F). 则 ∃P ∈ Mn(F) 可逆 s.t. PAP −1 =Å
Ir O

O O

ã
, tr(A) = r(A).

Exercise 1.8 f : Mn(F) → F 线性函数 , ∀A, B ∈ Mn(F), f(AB) = f(BA). 则
∃c ∈ F s.t. f = c · tr 即 f(A) = c · tr(A). 进一步 f(A) = f(AT ).

Exercise 1.9 A 实对称, 则 r(A) · tr(A2) ≥ (tr(A))2.

Exercise 1.10 A, B 实对称. 证:tr((AB)2) ≤ tr(A2b2).” =′ 成立 ⇐⇒ AB =
BA.

Exercise 1.11 A, B Hermite 阵. 证:tr((AB)2) ≤ tr(A2b2).” =′ 成立 ⇐⇒
AB = BA.

Exercise 1.12 A 正规方阵.A =
Å

A1 A2
O A3

ã
则 A1, A3 为正规方阵,A2 = O.

Proposition 1.1 A 方阵,r(A) = 1. 则 A = αβT , α, β 为列向量.
进而 A2 = αβTαβT = kA(k = βTα = tr(A))
A 的极小多项式为 x2 − tr(A)x

Jordan 型只能有两种:
Å

tr(A) O
O O

ã
或

á
0 1
0 0

. . .
O

ë
A 相似于对角形 ⇐⇒ tr(A) 6= 0
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Exercise 1.13 A ∈ Mn(F), tr(A) = 0 则 A 相似于对角线全为 0 的矩阵.

Exercise 1.14 A2 = A, B2 = B, In − A − B 可逆, 则 tr(A) = tr(B).

Exercise 1.15 证明: 不存在正交矩阵 A, B 满足:A2 = AB + B2.

Exercise 1.16 A ∈ Mn(F), tr(A) = 0 则 ∃X, Y ∈ Mn(F) s.t. XY − Y X = A.

Exercise 1.17 A ∈ Mn(F), 则 A = λIn + A1 + A2 其中 A1, A2 为幂零.

Exercise 1.18 S = s1, s2, ..., sm|si ∈ Mn(F) 乘法封闭,si 可逆, 比较
m∑
i=1

tr(si) 与

r(
m∑
i=1

si) 的关系.

Exercise 1.19 A, B 方阵,r(AB − BA + In) = 1, 求 tr(ABAB) − tr(A2B2).

Exercise 1.20 A, B 的特征值对应相等 ⇐⇒ tr(Ak) = tr(Bk) ∀k ∈ N.
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2 2ndClass(Nilpotent Matrices and Cyclic Matrices)

Definition 2.1 (幂零矩阵) A ∈ Mn(C) 称 A 幂零, 若 ∃m ∈ N s.t. Am = 0.

Proposition 2.1 下列关于幂零矩阵的等价性质:
A 幂零 (An = 0).
A 相似于严格上三角矩阵
A 的特征值全为 0.
tr(Ak) = 0, ∀k ∈ N

Exercise 2.1 A, B ∈ Mn(C), AB − BA = A. 证:A 幂零且 A, B 由公共特征向
量.

Exercise 2.2 记 [A, B] = AB − BA, Ai, Bi 为方阵 i = 1, 2, ..., m. C =
m∑
i=1

[Ai, Bi]

且 [C, Ai] = 0∀i = 1, 2, ..., m. 则 C 幂零.

Exercise 2.3 AB − BA = A + B. 证:A, B 可以同时上三角化.

Exercise 2.4 AB − BA = C, AC = CA, BC = CB. 则 A, B, C 可同时上三角
化.

Exercise 2.5 A2B + AB2 = 2ABA, 证:AB − BA 幂零.

Exercise 2.6 A + tiB(1 ≤ i ≤ n + 1) 幂零.ti 互不相同, 证：A, B 幂零.

Exercise 2.7 A, B ∈ Mn(C), AB − BA = Bn, 则 AB = BA.

Exercise 2.8 A ∈ M3(C), det(I3 + Ak) = 1 对于 k = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7. 证:A 幂零.

Exercise 2.9 A, B, C 实对称方阵, 证 tr((ABC)2) ≤ tr(A2BC2B) 并求等号成
立条件.

Exercise 2.10 A, B, C, D 实对称方阵, 证 tr((ABCD)2) ≤ tr(A2BCD2CB)

Exercise 2.11 a ∈ R, a 6= 0, A 实反对称.X, Y, M, N 为 n 阶实矩阵.XY =
aIn + A, MN = aIn + A, 证 1©XN + Y TMT 6= O. 2© 问 xN + Y TMT 是否可逆.

Exercise 2.12 A = (cos(θi + θj))n×n, 求 A 的特征值.

Definition 2.2 (循环矩阵) 形如:A =

â
a0 a1 · · · · · · an−1

an−1
. . . . . . . . . ...

... . . . . . . . . . . . .
a2

. . . . . . . . . a1
a1 a2 · · · an−1 an

ì
成为

循环矩阵.
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令 ϵ =

â
0 1

. . . . . .
. . . . . .

. . . 1
1 0

ì
, 令 f(x) =

n−1∑
i=0

aix
i, 则 A = f(ϵ).

Proposition 2.2 下面是几个循环矩阵的性质:
n 阶循环矩阵的和、积均为循环矩阵.
若 A 可逆, 则 A−1 也是循环矩阵.
伴随阵 A∗ 也是循环矩阵.

ϵ ∼

á
λ1

λ2
O

O
. . .

λn

ë
⇒ A ∼

á
f(λ1)

. . . O

O
. . .

f(λn)

ë
, λ1, ..., λn 为

xn = 1 的根.⇒ |A| = f(λ1)...f(λn).
rank(A) = n − k ⇐⇒ f(x) = 0 有 k 个 n 次单位根.

Exercise 2.13 矩阵 A 可以对角化当且仅当 A 相似于某个循环矩阵.
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3 3ndClass(Solving ”AX = XB” Equation Problems)

给定 A, B 分别是 m, n 阶方阵,X 为 m × n 阶矩阵.

A =

â
λ 1

λ 1
. . . . . .

. . . 1
λ

ì
, B =

â
µ 1

µ 1
. . . . . .

. . . 1
µ

ì
Exercise 3.1 求 AX = XB 且证明:λ 6= µ 当且仅当 AX = XB 仅有零解.

Exercise 3.2 若 A, B 的特征多项式互素, 则 AX = XB 仅有零解.

Exercise 3.3 若 A, B 有 r 个不同的公共特征值, 则 AX = XB 有秩为 r 的解.

Exercise 3.4 若 AX = XB 有秩为 r 的解, 则 A, B 至少有 r 个不同的公共特
征值.

Exercise 3.5 证:AX = XB 仅有零解当且仅当 A, B 无公共特征值.

Exercise 3.6 A ∈ Mn(R), r(A) = n − 1, 则 σ : Rn×n → Rn×n, X → AX + XA

不是满射.

Exercise 3.7 A, B 实方阵,A, B 特征值均为正数 A2 = B2 则 A = B.

Exercise 3.8 A, C 正定矩阵, 问: 方程 AX + XA = C 1©是否有解？ 2©解是否唯
一？ 3©解是否正定.

Exercise 3.9 A ∈ Mn(F), 特征值为 λi, i = 1, 2, ..., n 且 −λi 不是 A 的特征值,
则:X → AX + XAT 为同构.

Exercise 3.10 B ∈ Mn(F), 则 B 幂零当且仅当 ∃A ∈ Mn(F) s.t. AB − BA =
B(A 可取为对角化矩阵).

Exercise 3.11 A 的特征值均为偶数, 则 X + AX − XA2 = 0 的矩阵方程仅有
零解.

Exercise 3.12 (1) 求 C(A) = {X ∈ Mn(F)|AX = XA}.
(2) 求 C(A) = {X ∈ Mn(F)|AX = XA} 的维数及一组基. 其中 A 为:

A =

â
λ 1

λ 1
. . . . . .

. . . 1
λ

ì
, A =

á
a1

a2
O

O
. . .

an

ë
, A =

â
0 1

. . . . . .
. . . . . .

. . . 1
1 0

ì
,

A 为 Frobenius 矩阵.
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Exercise 3.13 A, B ∈ Mn(R), Am = Bm, m 为奇数,A, B 实对称, 则 A = B.

Exercise 3.14 A, B ∈ Mn(R), A, B 正定方阵,A2 = B2, 则 A = B.

Exercise 3.15 A, B ∈ Mn(R), A, B 正定方阵,Am = Bm, m 正整数, 则 A = B.

Exercise 3.16 对正定方阵, 开 m 次正定方根是唯一的.

Exercise 3.17 A 可逆实方阵,A3 = ATAAT , 求 A(证:A 满足 AAT = ATA)

Exercise 3.18 A 正定, 则存在唯一的正定方阵 H s.t. A = H − H−1.

Exercise 3.19 n 阶方阵 A 满足 f(A) = 0, 其中 f(x) = amxm + ... + a0, |am| >
m−1∑
i=0

|ai| , 证 2X + A2X = XA3 仅有零解.

A ∈ Mn(C), det(In + Ak) = 1, k = 1, 2, ..., 2n 成立, 则 A 为幂零.

Exercise 3.20 A ∈ Mn(C), In − ĀA 的特征多项式记为 p(x), 则 p(x) 为实系数
多项式.

Exercise 3.21 A, B, M ∈ Mn(R), AM = MB, A, B 有相同的特征多项式, 则
∀x ∈ Mn(R), 有 |A − MX| = |B − XM |.
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4 4th(F−Similarity)

Definition 4.1 称 A, B ∈ Mn(F) 是 F− 相似, 若 ∃T ∈ F 可逆, 且 TA = BT .

Exercise 4.1 A, B ∈ R 则 A, B 实相似当且仅当复相似.

Exercise 4.2 A, B ∈ F 则 A, B 是 F− 相似当且仅当复相似.

Exercise 4.3 F,K 域,A, B ∈ Mn(mathbbF ) ∪ Mn(K). 则 A, B 是 F− 相似当且
仅当 A, B 是 K− 相似.

Exercise 4.4 {Ai}i∈I , {Bi}i∈I , ⊂ Mn(Q). 若它们实数域 R上相似,则它们在 Q
上也相似.（称 {Ai} , {Bi}在 F数域上相似,若 ∃P ∈ Mn(F)可逆 s.t. P −1AiP =
Bi, ∀i ∈ I）.

Exercise 4.5 设 A ∈ Fn×n,则 A与 AT 相似,且存在对称矩阵 S ∈ Fn×n, S−1AS =
AT .

Exercise 4.6 A ∈ Fn×n, 则 A 在 F 上的极小多项式与 A 在 C 上的极小多项式
相同.

Proposition 4.1 任何 F 上的方阵是 F 上两个对称矩阵的积.
1©任何 Jordan 矩阵都是两个复对称矩阵的积.
2©任何复方阵都是两个复对称矩阵的积.
3©A ∈ Mn(F), 则存在可逆的对称矩阵 P ∈ Mn(F) s.t. AP 为对称矩阵.

Exercise 4.7 A =

â
a1 b1 · · · · · · O

b1 a2
. . . . . . ...

... . . . . . . . . . . . .
O . . . . . . . . . bn−1
O O · · · bn−1 an

ì
∈ Mn(R).(b1 · · · bn−1 6= 0)

求 C(A) = {X ∈ Mn(F)|AX = XA}.

Exercise 4.8 A, B ∈ Cn×n. 线性变换 σ : Mn(C) → Mn(C), σ(X) = AX −
XB, ∀X ∈ Mn(C)

1©求 σ 的全部特征值.
2©若 A, B 可对角化, 则 σ 也可以对角化.
3©应用 2© 于 A = 0; B = O; A = B; A = −B 等情况.
4©若 σ 可对角化, 问:A, B 可以对角化吗？

Exercise 4.9 A ∈ Fn×n, B ∈ Fm×m 考虑下列线性变换:
1©f : Fn×m → Fn×m X 7→ AXBT

2©g : Fn×m → Fn×m X 7→ AX + XBT

若 λa, λb 分别为 A, B 的特征值, 证明: λa · λb, λa+ λb 分别是 f, g 的特征值.
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Exercise 4.10 用线性变换的观点证明: 代数数全体构成域, 代数整数构成环.

Exercise 4.11 AB = BA, A, B ∈ Mn(C), 则 A, B 由公共特征向量进而可以同
时上三角化.

Exercise 4.12 AB = BA, A, B 均可以对角化, 则 A, B 可以同时对角化.

Exercise 4.13 r(AB − BA) = 1, 则 A, B 可以同时上三角化.

Exercise 4.14 r(AB − BA) ≤ 1, 则 A, B 可以同时酉相似于上三角化.

Exercise 4.15 AB − BA 等于 A, B 的线性组合, 则 A, B 可以同时上三角化.

Exercise 4.16 设 S 为无穷多个可相似对角化的 n 阶方阵的集合, 其中任意两
个方阵可换, 证明:S 中所有矩阵可以同时相似对角化.

Exercise 4.17 复数域上一组可两两交换的方阵, 则它们至少有一个公共特征
向量.
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